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V

АННОТАЦИЯ

Построена двумерная полностью консервативная разностная 
схема газовой динамики в смешанных эйлерово-дагранжевых пере-' 
менных на произвольных криволинейных сетках. Возможности но­
вой методики шшоотрируются в расчетах ряда тестовых задач.
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ВВЕДЕНИЕ

Современные задачи газовой динамики предъявляют высокие 
требования к численным методам. Разностные схемы, предназна­
ченные для решения таких задач, должны отслеживать сложные де­
формации течения, тонкие структуры разрывов [1,2] .

Как известно, достоинством лагранжевых методов является 

малая аппроксимационная вязкость и высокая точность расчета 
контактных разрывов. В задачах с ограниченной массой газа и 
небольшими сдвиговыми деформациями течения они являются пред­
почтительными . Однако лагранжевы охемы оказываются практически не 
пригодными для расчета сложных задач обтекания, типичных в аэро­
динамике.

Разностные схемы в эйлеровых переменных получили актив­
ное развитие и распространение благодаря возможности моделиро­
вания течений с сильными  пространственными деформациями на 
неподвижных сетках. Эйлеровы алгоритмы сквозного счета сильно 
размазывают скачки и волны разрежения. Методы о выделением 
особенностей (ударных волн, контактных разрывов) позволяют белее 

точно рассчитывать скачки, однако в задачах с априорно неиз­
вестной (даже качественно) конфигурацией течения становятся гро­
моздкими и трудоемкими.

Отмеченные причины приводят к необходимости использования 
подвижных сеток, отличных от лагранжевых [3-8] .

Методы, относящиеся к типу смешанных зйлерово-дагранжевых 
[7,8] , являются более универсальными, чем эйлеровы и лагран­

жевы, и, следовательно, обладают большими прикладными возмож­
ностями. Отметим, что сам выбор опособа движения сетки является 
сложным самостоятельным вопросом, решение которого индивидуально 
для каждой физической задачи.

В работах С9Д°] предложен общий метод построения 
полностью консервативных разностных ахам газовой динамики в 

СЭЛ-переменных.
Настоящая работа посвящена построению и исследованию на 

двумерных тестовых расчетах на подвижных сетках новой полностью 
консервативной схемы в СЭЛ-переменных.

Авторы благодарят Н.В.Арделяна, В.А.Гасилова, В.К.Коршуно­
ва и О.С.Сороковикову за внимание к работе, а также ценные со­
веты.



§ 1. Уравнения газовой динамики в СЭЛ переменных.

п.1. Систему уравнений газовой динамики ^ фиволинейных 
подвижных координатах для случая двух переменных будем рассмат­
ривать в виде:

Л - ir
0 W L  +  Ш 1 +Ъ<Х,  x ^ P W l X . Q

а)

2) олгс + 9 r /~ V u w * ^ l_ ^ ( x ,x^V w*lil = 
r  ■ “ ъ ы , р )  ъ и , р  (2)

e  _/■ ' £ b L £ ! z ^ L ,
* w ,  /;

Afc .+ Ъ(.Х1~ Р1ГЧ?М\_ +  ЭСх.̂ Липа/*!-  (3)
)-t

. - X M T L £ j t o £ l X .

0Р Л ^ +  3£X*~fp£ty*.yJ +  'д  (>С.Х1~ '0 £ )У * ) _(4)

P = P C p , e ) ,  J  (5)

p * .  p  -  f 4~
г r  * д v Q U , ^ )  (6)

м * ~ г с - х } v i *  -  v - f  , x ~  9<-*jf/£> 

£ = -  ycx,y,i) , A -  XM,b(X,y.) /ъи ,р

Здесь P  - шсотнооть гааовой частицы, X  , - её эйле­
ровы координаты, Ъс , V~ -  компоненты скорости газа в непод­
вижной системе координат, €. - удельная внутренняя энергия,
J? - давление, £ - коэффициент вязкооти, <хС , ]3 - сме­

шанные зйлерово-лагранжввн (СЭЛ) координаты, W *  , -
компоненты скорости движения газа относительно СЭЛ координат,

£. -  целочисленный параметр, равный единице в плоском случае, 
двойке - в цилиндрическом, <р , -  заданные скорости двн-
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жения системы СЭЛ координат относительно лабораторной. Произ­
водные по времени, ЗЗ'/Я-Ь , берутся при фиксированных пере­
менных об , /  . При X = у-' = 0 относительные скорости
переноса равны: \А/Х = и, , =* , и ,уравнения (I)—(5)
принимают эйлерову форму записи. Если £ = IL , у, = V~ ,
т. е. 0  -/%)-Ь ~ d'/dt, оистема уравнений становится латранжевой.

В настоящей работе основное внимание уделяется вопросам 
аппроксимации конвективных производных, являющимся принципи­
альными при построении полноотью консервативных схем. Поэтому 
в уравнения (2)-(4) не включены слены, отвечающие сдвиговой 
вязкости.

п.2. Умножая (I) на -0.5 ( u f ' + i r ) ,  (2),(3) - на 10 и 
Ц- соответственно, и складывая результаты, приходим к урав­

нению баланса кинетической энергии:

Я)р&Ё«. + ъ ( у ^ о е Ы \ ц±  =
Ъ Ы , р )  0 (8)

_ ( 3 l 2 l № - t i  +  W i F l l y )

Г- Iе- г Я-
где с - 0 . 5  \bL +1Г /  -  удельная кинетическая энергия. Урав­
нение баланса внутренней энергии (4) в суше с (8) выражает 
закон сохранения полной анергии:

ЯРД Еп_ . 'b(Xt'lPEnWK uJ + Э<х.х^/>£У^
Т2)-Ь ~ * b U , f )  (-9)

'Ъ (X&1 P*2LJfL + ЪСх.х*'1 Р*у) \
Ъ Ы , } )  ■ W o l f )  J '

/7 Jc
где £  =  £ + Е - удельная полная энергия.

Разностную схему, аппроксимирующую (1)-(4), будем назы­
вать полностью консервативной, если в ней выполняются дис­
кретные аналоги закона сохранения полной энергии и баланса 
отдельных её видов, причем в соответствующих уравнениях не 
содержатся дисбалансные недивергентные источники.

(:

/
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§ 2. Дискретизация уравнений по времени.

п.1. Разобьем временную ось -h0< Ь < 00 на отрезки 
длины Ть точками ■ii , -Ьц, где =4, "4
Все величины в (1)-(7) будем относить к узлам -Ьк згой вре­
менной сетки. Введем обозначения:

Аппроксимацию уравнений (1)~(4) по времени проведем в два' 
этапа: первый - лагранжев, второй - этап перестройки оистемы 
координат и учет перетекания. Такой подход повышает устойчи­
вость схемы [ g , Ц  ] , а также является удобным с алгоритми­
ческой точкн зрения.

п.2. Уравнения первого этапа.
На, первом этапе системы координат движется вместе с газом, 

т.е. \̂ /* = = 0. Следовательно, обращаются в ноль и кон­
вективные цроизводные в левых частях (I)—(4). Тогда аппрокси­
мации по времени уравнения (2)-(4) запишутся следующим образом:

Р - Р ( р ; £ )  ; (13)

J L z J L  = 11 + U. ; Ч -  Lu = ir + v ~
Zl 8- zT~ & ' (I4)

I, (Ш)
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Здесь й, , тг . Е > X • f  -  промежуточные
значения физических величин, вычисляешь на первом этапе. Если 
расчет ведется в чиото лагранжевых переменных, то и. — Zc ,
{г  -  V  и т.д., а второй этап отсутствует. Параметр б" в (15)
подбирается из соображений устойчивости.

п.2. Уравнения второго этапа.
На втором этапе производится учет конвективных потоков с 

использованием уже найденных промежуточных значений:

t  % t x e" ‘ p r . ^ + Щ & р Щ м
Г* d ( ° L , f )  V C d ,#

§ * *  -  & 3*, Щ ^ р т С М  + rb i x , x t~ip m v)
Ъ. + ъ и р  " w f ) =0№

Ш  1~ * р г й * ,к )  ^ ( к , х £чр т / Ю  л  18) 

^  ъ и , р )  ' Ъ Ы # )

h i  - т . г  + ^Ck ^ P e w ^ M  4 1 (к ^ к ^ в Ш ^ = п  d 9> 

Г* ъ и ,р >  Ч Щ )  '■

W *  = И  -  < Х >  я ± ( и ,  +  1 1 ) - Х ^ & -  =
С А (20)

аналогично W  ̂  >

= I  >п(й+и), Ф * =  £м(&-+гг), <21)

( й + I I ) , т ( г Р  + 2Г),
д а л  (22)

Н1=рД , ГК = р л

Нетрудно видеть, что, сложив уравнения первого этапа с 
соответствующими уравнениями второго этапа и приведя подобные
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члены, мы получим аппроксимацию производных по времени с первым 
порядком в виде:

я-ь

и. J tL z £ !

-&М £ , 
£ ь

& Р А 1Г

ей Ь

•Л Л
h z  - т е

(р> t  __ср> У' 

Тъ
Отметим, что, именно в силу выбора дискретно! величины 

импульса наЛ+1 -м слое по времени в виде (21), разностные про­
изводные массы ( р Д  ) и импульса (рл U., рА1Г ) по времени 
оказываются согласованными: из них следует консервативная ап­
проксимация изменения кинетической энергии в уравнении (8):

_ 1 Cl/ +^ ) M Z » L  + ц  l * ~ £ l  + гг А *_=£?
%  Л ^П- ^ Ln, £д.

где Е к = 0.5 т -( iZu. + ITV-)

§ 3. Аппроксимация по пространству.

п.1. Дискретизация физических величин по пространству.
На плоскости (х} ty*) рассмотрим область Q. , заня­

тую газом, для которой можно задать достаточно гладкое одно­
значное отображение , переводящее G- в единичный квад­

рат Л в пространстве СЭЛ-переменных . Пусть в об­
ласти Q. построена криволинейная сетка с четырехуголышми 
ячейками, а отображение ^  взаимооднозначно переводит её в 

прямоугольную сетку )  в £2 0 п®гаии
- Cons i (рис. I), г' = I ,..., /V ; /3 =1,...,

А* ■ ка 
И  •

Рис. I .

А

. а

и------ —



Дудем относить координаты ( х • Ч- )» скорости ( U , V~),
импульсы ( и относительные скорости ( \Л/Х , к уз­
лам зтой оетки ( t , f ) t  а термодинамические функции J3 , /я , £ ,

£  - к центрам ячеек ( I +0.5, j  +0.5).

п.2. Аппроксимация уравнений первого этапа.
Якобианы в правых частях уравнений (10)—(12),(14) аппрокси­

мируются в полном соответствии с техникой, изложенной в Г12 j :

/ ЭГа.»)\ _ _ J ____ У  Q, эгг,-

\  Uij. ' (гз)

где - сеточная функция, принадлежащая пространству функ­
ций, определенных в центрах ячеек, со - множество узлов сетки, 

со - множество центров ячеек, "\/Г • - аппроксимация объема, 
ячейки:

Vr. « A . . L  l„ 4 24)

(индексом г!л' £  СО обозначается также центр ячейки, левый 
нижний узел которой имеет индекс г̂’ & со ).

Аналогично:

< З Д ^ еи‘ Щ

Здесь__^k,e. - сеточная функций-, определенная в узлах
( к, £ е.ы ).

Таким образом, алцроксимация уравнений первого этрпа, 
имеет вид:

M i  ”  £  " 1 ч Г  Р * '  Н  6 S r - <ж)
К 6ШХ V

- V 6 5 3 -  <27)
К 611% о 'с

—  <г>ПП-и.ЬЩ , f,j6£0, <28)

К; -  %  -  %  < 8ПГ <"̂  ^ ' Д , -  . (29)



* w h z x ,'<) н
КеШ,

(32)

(33)

Здесь Ш1 и - шаблоны, изображенные на рис.2,3.

1Г 1 1+1,j+1

X
—
____

».

i+ i}

(D.
Т I

Шл

£г1--
I

! ® '  ; ®  , 

б-1- - -------------L ------------------ -I
ш г  *  *

i .

Рио. 2. Рис. з.

Уравнения (26)-(33) образуют замкнутую систему первого

этапа.

н.З. Искусственная вязкоеть.
Искусственная вязкость, по аналогия со второй физической, 

вводится в данную схему следующим образом:

Z ■ % '  f t j ■ 1 - y f \ гг№|з4)

где о _ безразмерный коэффициент порядка единицы, подби-



11

раемый экспериментально, Сц = - адиабатическая
скорость звука, -  некоторый характерный размер ячейки.

п.4. Аппроксимация уравнений второго этапа.
Разностные уравнения второго этапа удобно записать в пото­

ковой форме.
I. Уравнение неразрывности.
Это уравнение аппроксимируется на шаблоне Ш1 :

rk; L--+ Р ?—р Р + f P- p P=0
я- Л

(35)1г 'vs '23 Чч 
С -?Здесь потоки массы гш  относятся к середине соответствую- 

грави ( /с,т) ячейки и вычисляются по формулам:

и (36)

—у
где W K,m- вектор относительной скорости переноса, относящийся 
к середине грани (к ,т.) и равный:

(37)

Ыц,м -  вектор нормали к грани {К  , to ), равный по величине 
площади зтой грани (рис. 4):

+ Х/И $К> , (38)

м 12.

Рис. 4.



В качестве уют берется значение плотности в одной из 
двух прилегающих к грани ячеек, а именно: из той ячейки, откуда 

идет поток газа через эту грань. Такой алгоритм соответствует 
методу "донорных ячеек" [13] и обеспечивает в (35) первый поря­
док аппроксимации ("вверх по потоку”) уравнения (I).

Значения плотности р  на новом слое по времени находятся 
из (32): р  = т  / v , где новые координаты узлов ( .%,%) ,  
входящие в выражение (24) для V  , задаются по какому-либо 

алгоритму движения сетки. В чаотности, положив Хгу = Хг\- > 
г' > = у > • , получим чисто эйлерову сетку. В остальных случаях 

етка будет подвижной. Так, если в качестве X , ^  взять 
координаты t  , у , найденные из (33) после решения урав­
нений первого этапа, сетка переходит в лагранжеву, движущуюся 
вместе с газом.

2. Уравнение изменения удельной внутренней энергии.
Аналогично (35) записывается и разностное уравнение изме­

нения внутренней энергии:

-  FJ ♦ Fa‘ -  F,; -о <39>
г -  £

где потоки Г/<.>т внутренней энергии через грани ячейки опре­
деляются формулой (36) с заменой Р^т  на величину ($>$-)к,щ . 
вычисляемую по алгоритму, описанному выше для •

3. Уравнение изменения импульса.
Уравнения переноса импульса (17)-(18) аппроксимируются в 

узлах сетки на шаблоне Щ2 (рис. 3):
tb* Ф* и гс
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Уравнения (35)-(42) образуют полную систему для̂торого 
этапа, если в (40), (41) задать потоки импульса , отно­
сящиеся к серединам ребер ( К , т  ) на шаблоне Ш^ (рис,4,5).

п.5. Условия полной консервативности.
Требования полной консервативности, выдвинутые в § I, озна­

чают, что потоки импульса должны быть связаны с потоками
массы (36) определенным образом.

Пусть выполнены следующие условия (рис. 5):

Доказательство полной консервативности получившейся схемы 
проводится в той же последовательности, что ив [/у ] :
спроектируем уравнение неразрывности :35) в узел сетки (рис.З):

(43)

(для остальных граней - аналогично).

з

/ /
• /

/“О

л
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(26) и (40), умноженным на И ^; , получим уравнение баланса 
кинетической энергии относительно компоненты скорости и, , 
записанное на шаблоне Ш̂  :

Г  Г K,U' ч- ^  ^  , Y ' W k  о *

• ^ — -^4- + - C { L  + ^ (45)^  т т@  ЛЮ '*©

rie Г к'“  /и,, и  1/. . <46>

а потоки кинетическрй энергии С̂и~. равны (рис. 5):

* - H F . t  + F j i F j  + F n U o U ,  . (47)
МЙ) 8 К }Ч °$

Аналогичным образом из соотношений (35),(27),(41) получается 
уравнение баланса кинетической энергии для составляющей скорости 
у"• После проектирования (28),(39) в узлы сетки и сложения 

с полученными уравнениям балаяса приходим к дискретному анало­
гу закона сохранения полной энергии (9), записанному на шаблоне 

ц/с в дивергентном виде:

г~^ сгп п п п

-  Ш 1  y f e ,
Кбшг ЙХ”- - ° 0 П кешг 4 ^
Если просуммировать это соотношение по всем узлам области, 

получим уравнение:

t - z E l . F L U K - L  £  [и* Г  * <®>
U  i,j&CM K£UJ2 O X ty

t °u^ tV'caJ к6Шг
Дивергентность уравнения (48) приводит к тому, что все 

потоковые члены для внутренних узлов в слагаемом F O J ’A. с0~ 
кращаются и остаются только потоки внутренней и кинетической 

энергии через границы области G- • После перемены порядка 
суммирования в правой части (49) также остаются только слагае­

мые, аппроксимирующие работу сил давления по границе области &.
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Таким образом, полученная в итоге двухэтапная разностная 
схема газовой динамики при условиях (43) обладает свойством 
полной консервативности.

§ 4. Постановка, начальных и краевых условий.
\

Помимо уравнений, в постановку эволюционной задачи входят 
начальные и краевые условия. Частичная трехслойность (по ско­
рости) уравнений (26)-(29),(40),(41) требует знания на каждом 
слое -Ьн,, помимо величин j? , £ , U. , 1Г , х , ещё
и скорости и  , V~ с предыдущего сдоя. Как показывает опыт 
расчетов, в начальный момент времени -t = -k0 достаточно, вместо 
определения а и у- по какому-либо двухслойному алгоритму, 
положить: i t = l L  , U~= i r  .

Для реализации граничных условий удобно ввести по границе 
области фиктивный слой -ячеек. При этом внутренние ячейки обла­
сти обходятся регулярным образом. В зависимости от конкретной 
задачи фиктивный слой может иметь различную структуру. В част­
ности,, он может быть слепленным с приграничными ячейками и 
состоять из ячеек с пулевым объемом и массой.

Граничные условия в задачах со свободной границей газа и 
известным внешним давлением удобно задавать на первом
этапе. Условия, связанные с оттоком газа наружу и внутрь обла­
сти, естественным образом реализуются на -втором этапе.

§ 5. Примеры численных расчетов.

Свойства новой схемы исследовались в расчетах ряда одно­
мерных ]Tl4,I5 ] , а также двумерных тестовых задач. Отметим, 
что возможность управления движением оетки существенно расши­
ряет границы применимости методики.

Рассмотрим следующую задачу: на плоскости ( г, г) (т.е.
X , у-) задан эллипсоид с полуосями ,
занятый идеальным газом с ^  »  2, Начальные условия: р(-Ьо) = I, 
£С-Ьо)= I» CL * 1.5, 4 ч I.U. В момент времени Ьо включа­

ется внешнее давление:
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Г -fr, -fc £  з

^  |  3 , -6 > 3

Конечное время расчета =4. Нужно рассчитать процесс 
деформации такого сгустка газа. (На границах = 0, г = О 
задано условие симметрии).

В условиях ограниченности массы вещества, участвующей в 

расчете и необходимости точного определения положения внеш­
ней границы предпочтительнее использовать лагранжеву методику.

Построим в эллипсоиде четырехугольную сетку, изображен­
ную на рис. 6, и будем вести расчет по охеме первого этапа. , 
Суть процесса заключается в следующем: от внешней границы 
эллипсоида вглубь области пойдет ударная волна. Так как 4<а~ , 
то по оси Z. волна дойдет быстрее, чем по оси t  , и
начнется отражение. Нежесткость четырехугольной ячейки при­
водит к тому, что в месте столкновения отраженной и падающей 
волн лагранжевы ячейки перехлестываются, и дальнейший расчет 
становится невозможен. Таким образом, возникает необходи­
мость, сохраняя движение сетки по внешней границе газа лаг- 
ранжевым внутри области делать это движение отличным от лаг- 
ранжева, не допуская перехлеста ячеек. Это можно сделать, 
подключив второй этап схемы. Здесь возникают самостоятельные 
вопросы движения и построения сеток. Результат решения рас­
сматриваемой задачи с простейшим способом движения сетки 
приведен на рис. 8.

В качестве второго примера эффективности использования 
СЭЛ-переменных приведем плоскую задачу о дифракции ударных 
волн на клине [1б] : вдоль канала, изображенного на. рис.

Эа, идет ударная водная заданной интенсивности (число Маха 
М = 3.74 ). Она падает на наклонную поверхность, располо­
женную по углом (ф = 3 0  к стенке канала. Происходит . 
процесс сложного маховского отражения и формирование авто­
модельного решения. (Подробная постановка этой задачи, а также 
материалы физических и численных экспериментов даны в [16 ] ).

Линии уровня плотности, полученные при решении задачи 
по п.к.р.с. на чисто эйлеровой сетке, приведены на рис. 96. 

Видно, что ширина размазывания фронта отраженной ударной 
волны значительна. Естественно предположить, что при иснолъ-
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зовании некоторого алгоритма движения сетки можно улучшить 
качество разностного решения. Простейшим способом движения 
может стать "лагранжевость" сетки по направлению X (рис. 
10а). Результат такого расчета изображен на рис. 106, из ко­
торого видно, как "сжался" фронт отраженной волны.

Два приведенных примера иллюстрируют расчетные возмож­
ности построенной п.к.р.с., а также показывают, что использо­
вание СЭЛ-переменных делает решение некоторых задач, во-первых, 
принципиально возможными, и, во-вторых, может повысить качест­

во решения.
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