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§ 1. Введение 

1. Постановка задачи. В настоящей работе изучается асимптотиче­
ское поведение (при £-^+оо) решений задачи Коши для полулинейного 
параболического уравнения, описывающего диффузию тепла в среде с 
нелинейным объемным стоком энергии 

B(u) = ut— Au+u? = 0, *>0, x£RN, (1.1) 

и(0, х)- = м0(*).>0, x£RN; u0eC(RN)y sup и0<-оо. (1.2) 

Здесь / ^ 0 и x£RN—соответственно временная и пространственная коор-
N 

динаты, Д = V д2/дх2£ —обозначение оператора Лапласа, р > 1 — фикси-

рованная постоянная. Относительно начальной функции и0 в (1.2) пред­
полагается, что и0(х)-^0 при |л:|->-+оо. Ограниченное решение задачи 
(1.1), (1.2) существует, единственно и является классическим в любой 
области вида [т, -\-oo)xRN, т > 0 (см., например, [1]). Кроме того, не­
трудно показать, что при ^ > 1 решение u=u(t, x) строго положительно 
в R+'XRN, если и0Ф0. 

Прежде чем перейти к изложению основных результатов, скажем не­
сколько слов о том физическом смысле, который вкладывается в данное 
исследование. Здесь мы ограничиваемся кратким пояснением понятия 
«собственной функции» нелинейной диссипативной среды, более подроб­
но см. об этом в приведенном ниже обзоре и в цитируемой там литера­
туре. г 

В неограниченную теплопроводную среду с нелинейным поглоще­
нием, диффузия тепла в которой описывается уравнением (1.1), внесено 
извне некоторое начальное температурное возмущение и(0, х) = 
= и0(х)^0, и0ф0, достаточно произвольного вида. Какова дальнейшая 
судьба этого возмущения? Оказывается, в результате по истечении опре­
деленного времени в среде, как правило, формируется некоторое устой­
чивое пространственно-неоднородное образование — нестационарная теп­
ловая структура со своими законами эволюции при больших t. Каждой 
из них отвечает свое множество притяжение W в пространстве началь­
ных функций, при этом «законы» эволюции решения при больших вре­
менах не зависят от специфики начального возмущения (т. е. они одни 
и те же для любых и0(*Ж). Другими словами, пользуясь терминологией 
[2], [3], можно сказать, что данная нелинейная среда имеет свой набор 
устойчивых «собственных функций» (сокращенно с. ф., в дальнейшем 
кавычки мы будем опускать), которые определяют асимптотическое по­
ведение решений задачи (1.1), (1.2) при достаточно произвольных на-
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чальных возмущениях щ. Подчеркнем, что для (1.1) рассматривается 
задача Коши без краевых условий, что позволяет говорить именно о 
с. ф. среды, не подверженной каким-либо внешним воздействиям. Разу­
меется, эта постановка является естественной и с позиций качественной 
теории дифференциальных уравнений с частными производными (что, 
как не само уравнение, должно определять асимптотическое поведение 
решений задачи). Однако мы хотим особо отметить, что понятие с. ф. 
нелинейной среды играет важную роль в описании сложных нестацио­
нарных физических, химических, биологических и др. процессов, в част­
ности, процесса морфогенеза в активных биологических средах (см. об 
этом в [2], [4], [5] и приведенном в п. 3 этого параграфа кратком об­
зоре). 

Возникает вопрос, что представляет из себя набор с. ф. рассматривае­
мой нелинейной среды (1.1) и отвечающее каждой из них множество 
притяжения Ж в пространстве начальных возмущений (1.2). Другими 
словами, ставится проблема конструктивного описания аттрактора нели­
нейного эволюционного параболического уравнения (1.1). 

2. Основные результаты. Значительная часть работы посвящена ис­
следованию одного семейства частных решений уравнения (1.1) ради-
ально симметричных автомодельных решений следующего вида: 

i_ 

uA(t,x) = (T + t)'&-1QA(c), | = _ i £ / , (1.3) 
(У - j - t) п 

где Г ^ О — произвольная постоянная, а функция 0A(g)>O определяется 
путем интегрирования обыкновенного дифференциального уравнения, 
которое получается после подстановки (1.3) в исходное уравнение 
(1.1): 

Ан(&А)^АфА+±в'А£,+ -±-дА-вА = 0, 1>0, (1.4) 
2 р — 1 

где Д£— оператор Лапласа в радиально симметричном случае Д* = 
= £>l~N (d/d^) (^^(d/d'e,)). Оно имеет очевидное однородное решение 

0л(Ю = вя = (р -1 )~ р - 1 , 1>0, (1.5) 

все остальные должны удовлетворять краевым условиям 
6/ (0) = 0 , вА( + оо)=0. (1.6) 

В силу первого из них функция (1.3) является решением уравнения (1.1) 
всюду в R+lXRN. 

В § 2 установлено существование бесконечного набора различных 
нетривиальных автомодельных функций 6 А ( | ) > 0 , определенных при 
любых £ ^ 0 . Показано, что структура семейства {вА} различна в слу­
чаях ( J^ l + 2/iV и l < p < l + 2/JV, причем это различие в конечном итоге 
определяет главные особенности асимптотического поведения решений 
задачи при $^l + 2/N и £6(1, 1 + 2/N) (смысл этого вывода разъясняет­
ся в конце работы). 

В § 3 установлено, что каждое автомодельное решение, вообще гово­
ря, является «центром притяжения» широкого множества решений зада­
чи (1.1), (1.2), отвечающих различным «неавтомодельным» начальным 
распределениям и0(х), т. е. частные решения uA{t, х) являются асимпто­
тически устойчивыми относительно не слишком «больших» возмущений 
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«автомодельной» начальной функции иА(0, х), не выводящих и0(х) из 
множества притяжения F A . Тем самым, функции иА — искомые (автомо­
дельные) с. ф. нелинейной среды и являются элементами аттрактора 
эволюционного уравнения. Таким образом, здесь возникает ставшая уже 
привычной ситуация, когда с. ф. представляют собой подходящие авто­
модельные (инвариантные) решения параболического уравнения, кото­
рые в результате из разряда просто отдельных частных решений урав­
нения переходят в разряд глобальных аттракторов широкого множества 
достаточно произвольных решений (см. библиографию в [6] — [8]). От­
метим также, что автомодельные закономерности развития процесса 
часто сохраняются и при достаточно «сильных возмущениях» нелиней­
ного оператора рассматриваемого параболического уравнения, что по­
зволяет в ряде случаев построить полную систему так называемых при­
ближенных автомодельных решений (п. а. р.) уравнения с коэффициен­
тами достаточно произвольного вида [6], [7], [9] — [12] (однако 
нередко «порождающие» автомодельные решения лежат в семействе 
инвариантных решений уравнения, не имеющего, на первый взгляд, ни­
чего общего с рассматриваемым; подобные «вырожденные» п. а. р., удов­
летворяющие уравнению более низкого порядка, чем исходное, построе­
ны в [9], [7], [10]). Нетривиальные п. а. р. существуют и у задачи (1.1), 
(1.2) при «критическом» значении параметра p = l + 2/JV, а также при 
некоторых начальных функциях щ в случае $>l-\-2/N. 

В § 3 показано, что при [i£(l, l + 2/iV) автомодельные решения исчер­
пывают все множество радиально симметричных с. ф.* При этом струк­
тура множества притяжения ЖАу отвечающая решению (1.3) с фиксиро­
ванной автомодельной функцией 0A(£), определяется с помощью верх­
них 0+(£) и нижних 9_(£) (6+^6- в R+1) решений уравнения (1.4), на 
основе которых в § 2 доказывалось существование данного решения за­
дачи (1.4), (1.6) (и вообще, отметим, что доказанная в § 3 асимптотиче­
ская устойчивость решений (1.3) одновременно позволяет установить 
некоторые свойства решений задачи (1.4), (1.6), которые довольно труд­
но получить непосредственно из анализа обыкновенного дифференци­
ального уравнения). 

В случае fi^l+2/N выделены классы решений задачи (1.1), (1.2), 
которые эволюционируют при £->+оо по другим, чем в (1.3), «неавто­
модельным законам». При 46>1 + 2/Л/г асимптотическое поведение боль­
шинства из них описывается семейством различных автомодельных ре­
шений уравнения теплопроводности без стока 

vt = Av, t>0, x£RN, (1.7) 

но, как уже упоминалось выше, существуют и такие решения, асимпто­
тическая эволюция которых описывается нетривиальными п. а. р. Для 
случая $=l + 2/N в § 3 выделено семейство решений задачи (1.1), (1.2), 
асимптотическое поведение которых при ^-^+оо описывается п. а. р. 

иа (U х) = [(Т + t) In (T + t)\ 2 gm ©, I = - ^ L - . (! .8) 

Оно отличается от автомодельного решения (1.3) (при $=l + 2/N) до-
1 Вопрос существования не радиально симметричных автомодельных решений (1.3), 

где l = x(T + t)~l/2£RN остается открытым. Отметим, что в указанный в [13] класс 
уравнений, все решения которого являются симметричными относительно некоторой 
точки, см. (1.4), l£RN не попадает. 
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полнительным логарифмическим множителем. Функция g*(W определя­
ется, вообще говоря, единственным образом (см. § 3). Эти результаты 
уточняют соответствующие выводы [14]. Отметим, что в [14], кроме то­
го, получены достаточные условия асимптотической устойчивости одно­
родного автомодельного решения (1.3) с функцией (1.5), которые, как 
показано в данной работе, являются и необходимыми. 

П. а. р. (1.8) удовлетворяет параболическому уравнению 
дип кг ип 
_ 1 = Д и в _ _ * а- . (1.9) 

dt 2 (T + t)\n{T+t) 
Любопытно проследить, как меняется структура аттрактора исходно­

го параболического уравнения (1.1) в зависимости от изменения пара­
метра (3>1 (в случае радиально симметричных решений). При рб 
6(1, 1 + 2/N) аттрактор целиком состоит из однопараметрического семей­
ства автомодельных решений типа (1.3) и, следовательно, его размер­
ность равна 1. При p > l + 2/iV, как уже отмечалось, в число с. ф. допол­
нительно входит многообразие автомодельных решений уравнения теп­
лопроводности (1.7) без стока, который при определенных ограничениях 
на начальную функцию и0(х) является несущественным при £->+оо. 
Последнее семейство в силу линейности (1.7) является уже двумерным. 
Значение параметра $=l + 2/N тем самым является «критическим», при 
переходе через него меняется тип уравнения для одного набора с. ф. 
((1.1) переходит в (1.7)) и их структура, а также, по-видимому, размер­
ность аттрактора. При этом в точке p = l + 2/iV возникает новая асимпто­
тика— п. а. р. (1.8), удовлетворяющее уравнению (1.9), которое замет­
но отличается от исходного. 

Исследование асимптотического поведения решений задачи (1.1), 
(1.2) во многом опирается на результаты и представления, развитые в 
работах [2], [3], [15] — [17] (см. также библиографию в [2], [4], [5], 
[7]), которые посвящены анализу неограниченных автомодельных с. ф. 
(режимов с обострением), отвечающих квазилинейному уравнению теп­
лопроводности с источником 

ut = V{uaVu)+u?, t>07 x£RN, (1.10) 
где о^О, ^>1—постоянные, V(-) =grad x ( - ) (см., кроме того, [18], 
где рассматривались глобальные автомодельные решения уравнения 
(1.10) при p > l + 2/JV). 

З а м е ч а н и е . В § § 2 и З мы старались как можно реже использо­
вать полулинейную структуру уравнения (1.1), т. е. возможность сведения 
задачи (1.1), (1.2) к эквивалентному интегральному уравнению за счет 
обращения оператора d/dt—А. Поэтому большинство результатов рабо­
ты без принципиальных изменений переносятся на случай квазилиней­
ного уравнения 

щ = &и°+1—и\ t>0, x£RN, (1.11) 

где р > о + 1 , о > 0 (некоторые конкретные возможности такого обобще­
ния обсуждаются в тексте §§ 2 и 3). Построение верхних и нижних реше­
ний уравнения (1.11) следует согласовать с пространственно-временной 
структурой его автомодельных решений, которые в этом случае имеют 
вид 

1 

иА (/, х) = (Т + t) ^ 9л ©, I = L L L _ _ . (1.12) 
(Т +1) ^-v 
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Для функции Э А ^ О тогда получается вырождающееся обыкновенное 
дифференциальное уравнение, которое допускает финитные обобщенные 
решения. Здесь также возникает «критическое» значение параметра, 
равное р* = а + 1 + 2/Л/", причем структура семейства {0А} и асимптотиче­
ские свойства решений уравнения с частными производными существен­
но различаются в случаях р ^ о + 1 + 2/Л/" и рб(о+1, о+Л + 2/N) (отме­
тим, что эта же «критическая» величина р* проявляется и в случае урав­
нения с источником (1.8) [2], [16], она тем самым характеризует неко­
торые общие закономерности эволюции глобальных решений уравнений 
(1.9) и (1.8) при р > о + 1 + 2/Л0. Несколько подробнее о квазилинейном 
уравнении (1.11) будет сказано в приведенном ниже обзоре. 

3. Краткий обзор результатов исследования нестационарных решений 
нелинейных уравнений теплопроводности со стоком. Предварительно от­
метим ту роль, которую, на наш взгляд, играет изучение нестационар­
ных решений нелинейных параболических уравнений (к ним относятся, 
в частности, (1.10), (1.1) и (1.11)) в теории диссипативных структур и 
синергетике, которые интенсивно развиваются в последнее время, см. 
[19] — [24]. Сейчас известно и достаточно подробно изучено большое 
число различных диссипативных структур, возникающих в открытых 
термодинамических системах за счет взаимодействия, фактически, трех 
«противоборствующих» процессов: диффузии (диссипативный процесс) 
и, особо подчеркнем, процессов выделения и поглощения «энергии», т. е. 
действия объемных источников и стоков. В результате, в среде по исте­
чении определенного времени могут возникать устойчивые стационарные 
или квазистационарные периодические структуры сложной формы (на­
пример, в известной модели «брюсселятор» [19], [21], [24]), периоди­
ческие бегущие волны (бора в [25]) и др. Специально отметим, что во 
всех таких задачах проявляется эффект локализации эволюционных 
процессов на определенных длинах или участках среды, в каждом из 
которых они протекают как бы независимо. Можно утверждать, что ло­
кализация в том или ином виде — необходимая предпосылка возникно­
вения сложных структур в диссипативной среде. Более того, оценка раз­
меров области локализации, а они часто могут быть не произвольными 
и определяются внутренними свойствами среды, позволяет заранее пред­
сказать спектр с. ф., которые могут возникать и устойчиво эволюциони­
ровать в рассматриваемой области (процесс самоорганизации в среде 
[2]). 

С нашей точки зрения для понимания «законов» взаимодействия 
процессов выделения и поглощения «энергии», формирующих, в конеч­
ном счете, спектр диссипативных структур, необходимо предварительно 
изучить их в простейших моделях по отдельности, т. е. отдельно рас­
смотреть уравнение с источником и уравнение со стоком. На этом пути 
сразу возникает понятие существенно нестационарных диссипативных 
структур, амплитуда и пространственный профиль которых быстро 
меняется со временем. Здесь уместно провести аналогию, например, с 
общепринятыми выводами о том, что в окрестности точки бифуркации 
стационарных, квазистационарных или периодических решений беско­
нечномерных нелинейных эволюционных уравнений число степеней сво­
боды системы снижается до небольших конечных значений, что, в общем, 
свидетельствует о существовании общих закономерностей развития не-
устойчивостей в различных нелинейных средах (см. [26] — [28]). Мы 
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считаем, что в элементарных нестационарных моделях «нелинейная теп­
лопроводность» + «источник» (или + «сток») должна содержаться та­
кая же общность, относящаяся уже к характеру протекания существенно 
нестационарных процессов, т. е. развитию различных быстрых (или даже 
сингулярных по времени) процессов присущи общие черты, которые на 
качественном уровне проявляют некоторые простейшие модели. Эта 
общность, несомненно, присутствует в процессах, протекающих в «сверх­
быстрых» режимах с обострением (см. [2], [5] и приведенную там биб­
лиографию). 

Для сравнения ниже в весьма сжатой форме указывается проблема­
тика и основные направления исследования режимов с обострением, воз­
никающих в нелинейных средах с объемным энерговыделением — про­
цессом, противоположным поглощению. 

3.1. Об у р а в н е н и я х с и с т о ч н и к о м . Свойства нестационар­
ных решений квазилинейных параболических уравнений с объемным 
энерговыделением, например, вида (1.10) изучались в большом числе ра­
бот, см. обзоры в [5], [2]. Сейчас можно говорить об установлении не­
которых общих закономерностях протекания таких процессов. В част­
ности, большой интерес с точки зрения приложений представляет изуче­
ние тепловых режимов с обострением, которым отвечают неограничен­
ные решения уравнения (1.10), существующие в течение конечного вре­
мени, с амплитудой, неограниченно возрастающей на конечном интерва­
ле изменения времени: supuit, #)->+оо при /->Г0"< + оо (t=T0 — мо-

X 

мент обострения). Было установлено, что в задаче Коши для (1.10) при 
значениях параметров нелинейной среды р ^ а + 1 неограниченные реше­
ния локализованы в пространстве в том смысле, что u(ty x ) -^+oo , /->• 
->7У" в ограниченной области (при (3>о+1—LS-режим — на множест­
ве меры нуль, при р = о+1—на фундаментальной «длине», зависящей 
только от величины а > 0 , профиль немонотонного начального возмуще­
ния и0(х) при этом роли не играет). Эффект локализации при р ^ о + 1 
в конечном итоге определяет возможность возникновения в среде слож­
ных структур (с. ф.), развивающихся в режиме с обострением. Исследо­
вания показали, что сложные с. ф. с большим числом точек экстремума 
на пространственном профиле представляют собой автомодельные реше­
ния уравнения (1.10) следующего вида (ср. (1.3)): 

i_ 

uA(t,x) = (T0-t)~*-1QA®, 1= ( т \ т , (1.13) 

где т = [ р — ( а + 1) ]/2(р—1) и функция 0 A (g )^0 удовлетворяет эллип­
тическому уравнению 

чг(0^ел)-т2 ~-ь- ^— ел + ер
л = о, |€ R'\ (i.i4> 

6А(1)~>0 при |g | ->+oo. В недавней работе [29] показано, что уравнение 
(1.14) при р > а + 1 в многомерном случае имеет определенный набор не 
радиально-симметричных решений весьма разнообразного вида, напри­
мер, решение, эффективно локализованное в области, представляющую 
из себя звезду (о более ранних исследованиях уравнения (1.14) см. в 
[2], [3], [5], [15], [17]). Каждое из таких решений определяет в соот­
ветствии с (1.13) нестационарную диссипативную структуру, развиваю-
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щуюся при t-+T0~ в режиме с обострением, со своей «архитектурой»-
пространственного профиля, своей областью локализации и присущими 
только ей «законами» объединения элементарных структур в более слож­
ные. 

Эффект локализации тепла проявляется также в задачах для урав­
нения без источника, например, вида 

ut=(uaux)xy t>0, x > 0 , (1.15) 
где объемное энерговыделение моделируется действием на границе по­
лупространства х > 0 режима с обострением (см. [30] и приведенный 
там список литературы). Развитые специальные методы исследования 
нелинейных параболических уравнений позволяют провести достаточно 
подробное исследование неограниченных решений уравнения теплопро­
водности с источником общего вида 

ut = V(k(u)Vu) + Q{u), (1.16) 
где &^0, Q^O — практически произвольные функции (соответственно 
коэффициент теплопроводности и мощность объемных источников энер­
гии), см. [5]. Это в первую очередь касается: 1) условий возникновения 
режимов с обострением, 2) условий на k, Q проявления эффекта локали­
зации тепла, 3) в некоторой общности удается решить и вопрос о «тон­
кой» пространственно-временной структуре неограниченных решений — 
с. ф. нелинейной среды (1.16). 

Тем не менее, ряд важных проблем в теории режимов с обострением 
в теплопроводных средах остается нерешенными даже по отношению к 
уравнению (1.11) со степенными нелинейностями. Здесь мы выделим 
две из них. Первая состоит в конструктивном описании всего набора 
с. ф. нелинейной среды, т. е. всех возможных решений эллиптического 
уравнения (1.14) (результаты, полученные в [29], во многом опирались 
на качественные и численные методы). В этой связи отметим, что (1.14) 
не допускает эквивалентной вариационной формулировки, поэтому к ней, 
по-видимому, не применимы развитые в последние годы вариационные 
методы исследования нелинейных эллиптических задач в RN (см., на­
пример, работу [31]). Вторая проблема состоит в исследовании асимп­
тотической устойчивости при /->Г0~ всех с. ф., которое позволяет прове­
сти «эволюционный отбор» с. ф. нелинейной среды. Существующие 
здесь трудности, в общем, связаны с сингулярностью решения по време­
ни и его неустойчивостью в обычном смысле по отношению к возмуще­
ниям начальной функции. Надо сказать, что этот вопрос остается откры­
тым и в других задачах для нелинейных уравнений и систем типа Шре-
дингера, гиперболических уравнений и т. д. (см. об этом, например, в 
[5]). Отметим, что такая же проблема возникает для уравнений (1.1) 
или (1.11) с поглощением при значениях [36(0, 1), когда возможен син­
гулярный процесс полного остывания за конечное время; см. ниже. 

С указанной выше точки зрения свойства нестационарных решений 
параболических уравнений с поглощением изучены не столь подробно, 
как в случае уравнений с источниками. Это в основном относится к за­
даче Коши, в которой естественным образом возникает понятие с. ф. не­
линейной среды. Последнее в значительной мере стимулировало выпол­
нение данной работы. В то же время исследованию уравнений с погло­
щением (1.1), (1.11), а также уравнения общего вида 

ut = V(k(u)Vu)—Q(u), k^O, Q^O (1.17) 
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посвящена большая литература, получен ряд важных и интересных ре­
зультатов; на некоторых из них мы сейчас кратко остановимся. 

3.2. У р а в н е н и е н е л и н е й н о й т е п л о п р о в о д н о с т и со 
с т о к о м . Впервые обратили внимание на интересное свойство локали­
зации тепловых возмущений в средах с поглощением авторы работы 
[32]. Там было, в частности, построено простое частное обобщенное ре­
шение задачи Коши для уравнения с линейным стоком 

ut = Aua+i—u, t>0, x£RN, 

которое имеет вид 

„ M = exp<- 0 [ W »[^^(a ' -J | J i - )y , ,1.18, 
где а > 0 — произвольная постоянная и 

2 + NG 
*о(0 = { ^ П - е х р ( - с / ) ] | , / > 0 (1.19) 

(в (1.18) введено обозначение (р) + = { р , если р ^ О ; 0, если /?<0}). 
В каждый момент времени / > 0 это решение финитно по х, носитель 
обобщенного решения — шар радиуса R(t) =ax0(t). При этом, как сле­
дует из (1.19), R(t) возрастает, причем R(t)-+ao~in2+Na)<C + oo при /->-
-> + оо, т. е. тепловые возмущения проникают на конечное расстояние и 
локализованы в области {\x\<.ao~U{2+Na)} в течение всего времени. 
В [32] приведены также другие примеры локализованных решений 
уравнения (1.17) и (1.1), ^6 (0, 1), в одномерном случае. В последующей 
работе [33] локализованные решения уравнения (1.11), N=1, при $ф1 
были построены численно. 

Затем в работе [34] были доказаны теоремы существования и един­
ственности решения задачи Коши для вырождающихся параболических 
уравнений (1.17), Л/"=1, установлена справедливость теорем сравнения 
решений, введены понятия обобщенных верхних и нижних решений 
(супер и субрешений, см. также [35]). На основе этого аппарата в [34] 
с помощью сравнения со стационарными решениями были получены 
достаточные (и близкие к необходимым) условия локализации тепловых 
возмущений. Для уравнения (1.11), N = 1 , они выглядят следующим об­
разом: если ^ < о + 1 , то финитные тепловые возмущения локализованы, 
при ^ > о + 1 локализации нет и образующаяся тепловая волна проника­
ет как угодно далеко (как потом было показано в [36], это же имеет 
место и при р = о+1) . Для уравнения (1.17), # = 1 , общего вида доста­
точное условие локализации выглядит следующим образом [34]: 

Щ Q (Ф"1 (0) del ' *1 <+<*>. (1.20) 

и 

где ф -1 — функция, обратная к ср(и)= f k(s)ds, и^О. Для уравнения 
о 

(1.11), N=1, (1.20) является необходимым и достаточным условием 
локализации финитных решений. 

В [34], кроме того, изучен любопытный эффект полного остывания 
за конечное время: если функция Q ( a ) > 0 , a > 0 , удовлетворяет усло-
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ВИЮ 
i 

1 «м < + ~' (1'21) 

то при любом ограниченном начальном возмущении и0(х)^0 найдется 
такое Г > 0 , что u(t, x)=0 при всех t^T (этот результат получен на 
основе сравнения решения задачи Коши с пространственно-однородным 
решением U(t), удовлетворяющим обыкновенному дифференциальному 
уравнению U'(t)=—Q(U'(t))\ для (1.1) и (1.11) условие (1.21) озна­
чает, что рб(0, 1)). Дифференциальные свойства обобщенных решений 
уравнения (1.11), N=1, изучались в [37]; показано, что обобщенное ре­
шение u(t, x) обладает ограниченной производной (ик)х, где Я = 
= тах{о, (а+1—Р)/2} (ЭТОТ результат является точным). 

В [35] с помощью построения верхних и нижних решений получены 
условия движения или неподвижности в течение конечного времени фи­
нитного фронта тепловой волны, описываемой уравнением (1.11), N=1. 
В [38] определены условия движения тепловой волны вперед («волна 
разогрева») или назад («волна охлаждения»). Во всех случаях харак­
тер движения фронта зависит от асимптотического поведения щ{х) в 
окрестности начальной точки вырождения. По поводу обобщения резуль­
татов [35] на случай уравнения (1.17) общего вида см. [39]. Весьма 
наглядно возможные режимы движения тепловой волны, а также эф­
фект полного остывания иллюстрирует следующее решение уравнения 
(1.11) при р=1—о, об(0, 1), см. [38], [39]: 

uA(t,x) = ^(t)Q($), 1= ' ' 
Ф(0 

тде я|з(0^0 И ф ( 0 ^ 0 — соответственно амплитуда и ширина тепловой 
структуры: 

Na 2(1+ No) 

r(t) = a/2+Na(A-b0t2+Nor, 
2 2(1+ NO) 

<P*(f) = cf*Na(A-bJ"Na)+. 

Здесь A > 0 — произвольная постоянная, 
Na 2(1 f M r ) 

_ [2 (2 + No) Y*-No
 h __ а2 Г2(2 + Мг) 1 2+A/cr 

a°~[ о J ' ' °~4( l+t fa)L о J 
2 

cn = 
2 (2 +Mr) l2WVa , = Г 2 (2 + M r ) I 

и функция 6(g) ^ 0 финитна: 9( |) = [ (1— £2) + ]1 /a . Размеры носителя 
данного обобщенного решения меняются со временем немонотонно. На 
интервале (0, t*), где 

2+Л/СГ 

Г А П 

L = 
(2 + Мх) b0 J 

2(1+iVa) 

ширина структуры ср(/) возрастает, затем поверхность теплового «фрон­
та» начинает двигаться назад к началу координат х = 0, и, наконец, в 
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момент времени 
2+NG 

t _ т - ( А \4l+m 

У о = га 
г|)(/) и ф(/) одновременно обращаются в ноль (иА(Т0, * ) = 0 ) , т. е. на­
ступает полное остывание. Автомодельное решение является локализо­
ванным, в любой момент времени диаметр его носителя не превосходит 
2ф(*.)< + <». 

Теоремы существования и единственности обобщенных решений крае­
вых задач для (1.17), JV=1, доказаны в [36]. Там же получены условия 
локализации краевых граничных режимов в среде с поглощением (см. 
также [38], [41]). О локализации в случае уравнений с поглощением,, 
содержащих дополнительные члены, например, 

ut=(ua+i)xx— {ик)х—и\ Х ^ 1 , 

см. в [42] — [43]. Отметим, что здесь в зависимости от соотношения меж­
ду параметрами о, р, X локализация может быть односторонней; в част­
ности, если К т щ { а + 1 , |3}, т. е. локализация слева [42]). 

Отметим, что несколько ранее первой работы [32] в [44] было по­
строено локализованное частное решение другого квазилинейного урав­
нения с линейным поглощением 

ut=(\ux\aux)x—u9 o > 0 (1.22) 

(см. также [45], [46]). В дальнейшем различные (в основном качест­
венные) исследования локализации и характера движения тепловых 
фронтов в случае более общих, чем в (1.11) и (1.22), нелинейностей бы­
ли выполнены в [47] — [49] и др. 

Вернемся к одномерному уравнению (1.17). Локализация тепловых 
возмущений возможна, естественно, лишь в том случае, когда тепловая 
волна имеет конечный фронт, т. е. возмущения в среде распространяются 
с конечной скоростью. Полученное в [50] необходимое и достаточное 
условие наличия этого свойства выглядит следующим образом: 

1 
k (л) dr[ 

Л+j k it) Q (С) &1 

Ф + 
k(QQ(t,Y 

< + oo (1.23) 

(легко проверить, что при выполнении условия локализации (1.20) схо­
димость интеграла в (1.23) также имеет место). Несколько довольно 
тонких результатов для уравнения (1.17) общего вида при N=1 полу­
чено в [51]. Они относятся к условиям отсутствия эффекта полного 
остывания (что будет, если (1.21) не выполнено?) и выяснению вопроса 
о близости (1.20) к необходимому условию локализации. 

Для вырождающегося уравнения (1.17) со многими пространствен­
ными переменными теоремы существования, единственности, различные 
виды теорем сравнения и др. были установлены в [43], [52], [53] (см. 
также [54] и приведенную в указанных работах библиографию). Инте­
ресный эффект, непосредственно связанный со свойством полного осты­
вания за конечное время, обнаружен в [55], где рассматривалось урав-
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пение (1.17) при k=l. Было показано, что при выполнении условия 
1 

J (TIQ (л))*4 V 

О 

(если Q — монотонная функция, то из (1.24) следует (1.21)) всякое ре­
шение задачи Коши с нефинитной начальной функцией и0(х)>0 в RN, 
и0(х)-+0, |# | ->+оо, в любой момент времени ^ > 0 становится финитным 
по х. 

Вопросы, связанные с асимптотическим поведением при t-^+oo не­
стационарных решений уравнений типа (1.11), рассматриваемого в огра­
ниченной области QCZJR^, изучались в [56], [57]. В [56] анализирова­
лась задача для уравнения ut = A(\u\°u)—1^|3-1^ («параболическое» 
продолжение (1.11) в область отрицательных значений и) с условиями 
Неймана на границе (д/дп) (| и\°и) =0, / > 0 , x£dQ. Было показано, что 
в случае р > о + 1 при t-++oo всегда происходит стабилизация к про­
странственно-однородному решению */(/) = [(р—l)/]-1^13-1) в том смыс­
ле, что 

u(t, x)/y(t)-+c, /-^+оо, 

где с в зависимости от начального возмущения и0(х)?=и(0, х) в О при­
нимает одно из значений — 1 , 0, + 1 . При этом ограничение р > а + 1 
существенно; в случае р = а+1 уравнение имеет бесконечный набор про­
странственно-неоднородных решений в разделяющихся переменных ви­
да Ui(t, x)=y(t)Xt(x) (разумеется, функции Xt не являются знакопо­
стоянными в Q). В краевой задаче для (1.11) с условием Дирихле 
u(t, х) = 0 на (ЗЙ, подробно изученной в [57], в зависимости от величины 
параметров р и о стабилизация может происходить по различным зако­
нам. В случае р > с + 1 при больших t сток является несущественным по 
сравнению с оператором диффузии и асимптотика процесса описывается 
автомодельным решением vA= (l + t)~Uog(x) уравнения vt = Ava+i, где 

1 
.g(x)>0 в Q такова, что Aga+4—g—0 в £>, g = 0 на dQ. Если fj=<j+l, 

о 
то стабилизация происходит в соответствии с точным автомодельным 
решением иА уравнения (1.11), иА= (l + t)-l/0f(x), где / ( х ) > 0 удовлет­
воряет задаче А/ст+1+ — /—/а+1 = 0 в Q, / = 0 на dQ. Если же 1 ^ р < а + 1 

а 
(при этих значениях в задаче Коши происходит локализация возмуще­
ний, см. (1.20)) несущественным при /-->-+оо является диффузионный 
член уравнения. В результате при t-++oo решение задачи асимптотиче­
ски сходится всюду в supptt( + oo, x) к пространственно-однородному 
решению y(t) {y'{t) =—y*(t)), т. е. 

1 __ j _ _ 

для любых x€supp и( + оо, х)\ для всех остальных x£Q u(t, x)=0. 
В [56], [57] получены оценки скорости стабилизации. 

Асимптотическое поведение решений задачи Коши для (1.11) изуче­
но в меньшей степени. Помимо уже упоминавшейся ранее работы [14] 
(см. также § 3 данной статьи) и результата [57] о стабилизации к одно­
родному состоянию при 1<с;р<а+1, об асимптотических свойствах ре­
шений (1.11), N=1, говорят также точные оценки скорости движения 
тепловых фронтов, полученные в [39], [58], [59], см., кроме того, ука-
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занную там библиографию. В [39], [58] установлено, что в случае 
Р > о + 3 размеры носителя финитного решения задачи Коши оценива­
ются по формуле supp u(t, x) ~ ti/io+2\ t-*+oo, что можно связать со 
сходимостью u(t, х) к известному автомодельному решению vA = 
= t-1/{0+2)f(xt-i/{0+2)) уравнения vt--= (vG+i)xx. Это означает, что при р>а + 
+ 3 в задаче Коши сток в уравнении несущественен при ^ + о о (об 
этом же свидетельствуют выводы [52]). Для a + l < p < a + 3 в [59] по­
лучена оценка 

P-(g+i) 
suppu(tyx)~t2([i~1\ t-+ + oc, 

что можно расценить, как свидетельство асимптотической устойчивости 
автомодельного решения (1.12). И, наконец, если р = а + 1 , то 
suppa(/, x)~lnt при больших t [59] (в частности, supp u-^R1 при /->-
-> + оо и локализации при ^ = а + 1 нет). В этом случае уравнение (1.11)* 
N= 1, p = a + 1 имеет автомодельное решение такого вида: 

uA(t, x) = (\ + t)-1/af(r\)9 r\=x—aln(l + t), a—const, 

которое в предположении устойчивости обеспечивает нужную оценку. 
В заключение отметим, что остается открытым вопрос о структуре 

сингулярных решений уравнения (1.11) с поглощением в условиях пол­
ного остывания за конечное время, когда pG (О, 1). В этом случае су­
ществуют полностью затухающие локализованные автомодельные реше­
ния вида (1.13), иА = 0 при t^T0i где (финитная) функция 6А удовлет­
воряет эллиптическому уравнению (ср. (1.14)) 

АфТ - т 2 ^ - Ь + - г Ч 9л - 9̂  = 0, t G RN, (l .25) 

и, как обычно, 0А(1) -^О при |£|->- +оо. Важно отметить, что это урав­
нение допускает немонотонные решения, в то время как решения (1.12) 
без затухания (р>1) немонотонными быть не могут (это прямо следует 
из уравнения для функции 0А). При этом возникают принципиальные 
проблемы исследования многообразия решений нелинейной эллиптиче­
ской задачи (1.25) и тем самым определения спектра возможных с. ф. 
нелинейной среды с поглощением, а также доказательства их асимпто­
тической устойчивости. 

§ 2. О радиально симметричных автомодельных решениях 

Этот параграф целиком посвящен исследованию решений краевой за­
дачи (1.4), (1.6) для обыкновенного дифференциального уравнения. Од­
новременно удобно рассмотреть семейство задач Коши для того же 
уравнения 

А в(в)=0, £>0; в '(0)=0, e(0)=| i , (2.1) 

где постоянная j i>0 выступает в роли параметра. Необходимо найти та­
кие значения ji>0, которым отвечает положительная в R+1 функция 6 = 
= 9(1; ц), удовлетворяющая условию 8( + оо; |г)=0. Тогда 8(6; \i) будет 
искомой «автомодельной» функцией 6А(g). Из вида оператора Ан непо­
средственно вытекает 
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Л е м м а 1. При всех 0<jw< (|3— 1)~1/(|3-1) = 9 я решение задачи (2.1) 
является строго убывающим всюду, где оно положительно. Если \i^QHr 
то 6( + оо; ji)>0. 

Формальный асимптотический анализ уравнения (1.4) при £-*-+оо 
(т. е. при 6А->0+) дает следующие асимптотики возможных решений за­
дачи (1.4), (1.6): либо это «степенная» асимптотика 

2 

дА(1) = с{^+ . . . . £ - * + о о ; С > 0 , (2.2) 

либо «экспоненциальная» 

ел(|) = 0 | р - 1 - 2 ехр ( - - £ - ) + . . . . s-^ + oc; D > 0 . (2.3) 

Можно сказать, что (2.3) является предельным случаем «степенной» 
асимптотики (2.2), т. е. (2.2) «переходит» в (2.3) при С->0+ (этот вы­
вод будет обоснован в дальнейшем). Существование решений типа (2.2) 
и (2.3) устанавливается с помощью анализа уравнения (1.4) в окрест­
ности £= +оо на основе теорем о неподвижных точках непрерывных 
преобразований, тем же способом получаются соответствующие асимпто­
тики для производных 6А' ( | ) , 0А" Ш, а также доказывается локальная 
разрешимость задачи Коши для всех достаточно малых £>0. 

Исследование задачи (1.4), (1.6) проводится разными методами ъ 
случае ^ l + 2/N я 06(1, 1 + 2/N). 

1. Случай p ^ l + 2/iV. Ниже показано, что при f ^ l + 2/iV существует 
лишь одно бесконечное множество функций с асимптотикой типа (2.2) 
(последнее устанавливается так же, как в п. 2, путем построения верх­
них и нижних решений уравнения (1.4), кроме того, другим способом 
это будет доказано в § 3). 

Т е о р е м а 1. Пусть $^l + 2/N. Тогда при всех JLIG (О, QH) решение за­
дачи (2.1) строго положительно в R+\ 6( + oo; \х) = 0, причем оно не мо­
жет иметь «экспоненциальную» асимптотику типа (2.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножим уравнение (2.1) на £^-1 и проинте­
грируем обе его части по интервалу (0, £). В результате получим равен­
ство 

\ 
Ъ"'1*' (?) + { 9 (?) f - J Л"-* (Л) [ у - рЗГ + в М (л) J di\. (2.4) 

о 

При p ^ l + 2/Л/ имеем N/2—1/(р—1)^0 и, следовательно, правая часть 
(2.4) строго положительна. Пусть 0=i0(g; \x) обращается в нуль в неко­
торой точке g = g*>0. Тогда, очевидно, 0'(£*; jx)^0 , левая часть (2.4) 
при 1 = 1* неположительна и равенство (2.4) невозможно. Итак, 0(£; \х) > 
> 0 в R+1 и в силу монотонности 0( + оо; ji) =0. 

Второе утверждение теоремы также следует из (2.4). Действительно, 
если бы 0(g; \х) имело «экспоненциальную» асимптотику и 0(£; \х) = 
= о(£_а) при £->• +оо для всех а > 0 (тогда, как нетрудно показать, этим 
же свойством обладала и производная 6', см. [18]), то (2.4) при £= +оо 
давало бы противоречие. 

З а м е ч а н и е . В § 3 будет показано, что при $>l+2/N решение с 
фиксированной постоянной 0 0 в разложении (2.2) единственно. 

При fr^l + 2/N решения 6(£; \i) легко упорядочить по величине пара­
метра (Ы. 
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Т е о р е м а 2. Пусть p ^ l + 2/N. Тогда решение 6 ( | ; |ы) монотонным 
образом зависит от параметра JLX6 (О, 6Н), т. е. если 0<|л1<|л2<ен , то 

9i = 9 (g; Hi) < 9 Й; fc) = «2 sc/<% в #?. (2.5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим z = Q2—81. Предположим противное: 

пусть существует такое £ = £*, что г>0 на (0, g»), z(£*)=0 и, следова­
тельно, г ' ( Ы ^ 0 - Тогда из тождеств (2.4) для функций 84 и 62 легко по­
лучить 

s* 

Е?-V (У Г т ] ^ - ^ (т)) N 
Р - 1 + Р J [ре (л; Hi) + 

+ ( 1 - р ) в ( л ; | ц ) Г 1 Ф Л | > 0 , 

что противоречит условию 2х(£*) ^ 0 . 
На рис. 1 приведено примерное схематическое изображение поведе­

ния функций 6== 6(g; (х) при различных значениях параметра }х£(0, 0Н). 
2. Случай рб(1, 1 + 2/iV). Здесь картина поведения решений, отвечаю­

щих различным значениям jx, несколько иная, чем изображенная на 
рис. 1. 

o(t;/i) 

Рис. 1. Случай p^l+2/JV 

2.1. Рассмотрим сначала задачу (2.1) при достаточно малых \х>0. До­
кажем предварительно следующее простое утверждение: 

Л е м м а 2. При всех 

0 < | х ^ ( 
Р - 1 2 ) ' ^ ' ^ N 

1 (2.6) 

яе существует всюду положительного решения задачи (2.1) с асимптоти­
ками (2.2) или (2.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, пусть 0(£; (х)>0 Б 
Я+1 при некотором р, из множества (2.6). Тогда переходя к пределу в 
(2.4) при ! - * + о о и учитывая при этом, что 6^-^0, 9/|лг""1->0 при £-*• 

—>- + оо, получим 

j т^в (n; (x) _л/_ 
2 Р - 1 

+ в^(т,;ц) dti = 0. 

448 



Однако в силу монотонности 6(£; \x) no g этот интеграл строго меньше 
выражения 

которое при выполнении (2.6) неположительно, что приводит к противо­
речию. 

Нетрудно показать, что в условиях леммы решение 0 ( | ; \х) обраща­
ется в нуль в некоторой точке 1=^< + оо. Это связано с некоторыми 
довольно громоздкими выкладками (см., например, [18]). Вместо этого 
будет доказана более простая 

Л е м м а 3. Пусть рб(1, 1 + 2/N). Тогда найдется такое значение JJ,±6 
€(0, 8JV), что при всех jiG(0, j^) решение задачи (2.1) обращается в нуль 
в некоторой точке | = | ( i < +cx). 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится путем «линеаризации» уравнения 
(2.1) относительно тривиального решения 6 = 0 . Предварительно про­
должим уравнение в область отрицательных значений 6, например, сле­
дующим образом: вместо (2.1) рассмотрим уравнение 

^ ( f - ^ y + i .e 'g+_L_e-|e| , , - ie = 0, g>0 (2.7) 

(в области 6 ^ 0 оно совпадает с исходным). Положим теперь 

11 

где 6( | ; \х) —решение (2.7) с условиями (2.1). Тогда, очевидно, 
fM = h f /(0)=0. (2.8) 

Hfii(S) удовлетворяет уравнению: 

F« <АО = ^ г г ( f _ 1 / ; ) ' + { / ; & + - ^ ^ = ^ i h t% (2.9) 
с малым параметром jip_1 при нелинейном «возмущающем» члене в пра­
вой части. Рассмотрим соответствующую линейную задачу, отвечающую 
значению ji = 0: 

F*(fo)=0, l>0; f0(0) = l, f0
,(0)=0. (2.10) 

Заменой 
i_ 

Е = 2(—ч)а , т | < 0 , (2.11) 
(2.10) сводится к краевой задаче для вырожденного гипергеометрическо­
го уравнения 

/л + (-у-л)/;-р37/о = о, ч<о. 
П р е д л о ж е н и е (см. [60]). Если N/2^ 1/(0—1), то f0(r\)>0 при 

всех ц<0. Если # / 2 < 1/(0—1), т. е. р<1 + 2/ЛГ, то /0(л) "^ e C T ЛРЙ *\<° 
ло крайней мере один корень. 

Справедливость леммы 3 вытекает из этого предложения, а также не­
прерывной зависимости решения обыкновенного дифференциального 
уравнения (2.9) от малого параметра JLI15-1. 

2.2. Начнем увеличивать параметр ц, пусть теперь (2.6) не выполне­
но. Докажем сначала следующее утверждение: 
2 Математический сборник, т. 126(168), № 4 4 4 9 



Т е о р е м а 3. При $d(l, 1 + 2/N) задача (2.1) имеет по крайней мере-
одно положительное решение с экспоненциальной асимптотикой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на построении подходящих верхнего 
6+ и нижнего 6_ решений уравнения (2.1), которые будем искать в 
«экспоненциальном» виде 

е ± ф = Л ± е х р ( - а ± ! 2 ) , 1>0 (е^(0) =0) , (2.12) 

где A±i а± — положительные постоянные, подлежащие определению. Не­
трудно поверить, что 

А* (в±) - А± ехр (— а±12) Га± (4а± - 1) I2 + 

+ j ^ - 2Na± - Jt exp ( - a±g* (p - 1 ) ) ] 

и поэтому 0+ будет верхним решением (т. е. Ан(0+) ^ 0 в /?+), если 

-<7' л;">(гТ-2Чехр[т^г(^-2Н]'' (2',3> 

и соответственно G_ будет нижним решением (Ай (6_)^0 в R\) при вы­
полнении, например, таких условий: 

a = ± , Л * - 1 ^ - ^ - - ^ . (2.14> 
4 ' Р - 1 2 V ' 

Отметим, что, как следует из (2.14), «экспоненциальное» нижнее реше­
ние существует только в том случае, когда 1/(р—1)—iV/2>0, т. е. при 
Р<1 + 2/ЛЛ 

При произвольных значениях А±, а±, удовлетворяющих, соответст­
венно, (2.13) и (2.14), всюду в /?*+ справедливо неравенство 6-(§)<0+(§) 
и поэтому (см., например, [61]) задача (2.1) имеет по крайней мере одно-
положительное решение 0 ( | ; \х) такое, что 0 _ ^ 0 ^ 0 + в Rl

+. Из послед­
него неравенства вытекает «экспоненциальный» характер асимптотики 

этого решения (например, 0 = о (ехр I — ( 8)^2)) ПРИ £"*" + °° д л я лю* 
богоеб(0, 1/4)). 

З а м е ч а н и е . Можно уточнить пространственную структуру реше­
ния, полагая вместо (2.12) 

в* (I) = А± (а2
± + ¥)6± ехр ( - 1 £») , g > 0, 

причем, как нетрудно показать, для нижнего решения можно взять б_ = 
= 1/(Р—1)—iV/2, а подходящее верхнее существует при любых б + > 1 / 
/(Р—1)—NJ2. Таким образом, 

в(?;и) = о { ^ ' Г + В е х р ( - ^ 2 ) } , 1-> + ос, (2.12'). 

для любого е > 0 (при 8 = 0 асимптотика (2.12') совпадает с (2.3)). 
Покажем теперь, что наименьшим среди всех положительных реше­

ний задачи (1.4), (1.6) является решение именно с «экспоненциальной» 
асимптотикой. 

Т е о р е м а 4. Пусть рб(1, 1 + 2/N). Положим 
ji, = sup Jf.=sup{fi>0|6.(i; ц) = 0 для некоторого I = | ц < + оо}. (2.15) 
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Тогда |ы*б (О, 6Н), функция G*A(g)=6(|; \i*) — решение задачи (1.4), 
(1.6) — имеет «экспоненциальную» асимптотику и является минимальной 
среди всех других ее решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 3 множество JI не пусто, а ич 
теоремы 3 вытекает, что оно ограничено сверху. Следовательно, sup Jt 
существует, ji*G (О, 0Н) и в ( | ; |ы*) > 0 в R\. Последнее вытекает из непре­
рывности зависимости решения задачи (2.1) от параметра \х на произ­
вольном компакте из /?*+. Вторая часть теоремы будет доказана в § 3. 

Из теоремы 4 непосредственно вытекает такое 
С л е д с т в и е . Пусть рб(1, 1+2/N). Тогда при любых цб(|ы*, 6Н) 

функции 6( | ; [х) строго положительны и являются решениями задачи 
(1.4), (1.6). 

2.3. Перейдем теперь к исследованию решений со «степенной» асимп­
тотикой, которые, как показано ниже, существуют при любых значениях 
£»1. 

Т е о р е м а 5. При р>1 задача (1.4), (1.6) имеет бесконечное множе­
ство решений со «степенной» асимптотикой (2.2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем на этот раз искать верхние и нижние 
решения уравнения (2.1) в виде 

1 
13-1 6± © = А± (<4 +12) *~\ £ > 0 (в± (0) = 0). (2.16) 

Нетрудно проверить, что 

А« (в*) = А* <<4 + Г)" ̂  ( ( f l V ^ - - Д - I а* + 
;— 1 

+ 
•2JV 4 р -л§ф}. (2.17) 

Р - 1 (Р-1)2 

Поэтому АВ(0+)^О в R*+, т. е. 0+(|) —верхнее решение, если 

Л^>4^+-^-Т. (2.18) 
Р— 1 (Р— I ) 2 Ч 

Аналогично, А й (8_)^0 в Ri
+ и 6_(§)—нижнее решение в том случае, 

когда 

at > 2JV, Л!"1 ^ " __ . (2,19) 

Остается теперь выделить пары функций 6- и 6+ так, что 6 -^6+ в R1^. 
Тогда между ними лежит положительное решение задачи (1.4), (1.6). 
Фиксируем произвольное С>0, удовлетворяющее условию 

c3-i > _±_ /_L_ _ N_\ (2.20) 

и положим Л+ = Л_ = С. Тогда функции (2.16) имеют одинаковую асимп­
тотику 

2 

e±(E) = Cg~M + . . . . £->+°о. 
Очевидно, что 0 + ^ 0 - в #'+> если а+^а,-. Возьмем 

ai = ( P _ 1 ) | - C P - 1 _ _ ± _ . ^ _ l T _ ^ j j > а>=2Ы + ф-1)С^>2М. 

Тогда а _ ^ а + > 0 (последнее неравенство обеспечивается условием 
(2.20)) и неравенства (2.18) и (2.19) выполнены. Следовательно, суще-
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ствует решение 6А(§) задачи (1.4), (1.6) такое, что 6_(§)^6A(£)^ 
^ 6 + ( | ) в /?'+, причем оно имеет асимптотику (2.2). 

З а м е ч а н и е . Как следует из (2.20), при N=1 и N=2 каждому про­
извольному значению С>0 в разложении (2.2) отвечает по крайней мере 
одно решение задачи (1.4), (1.6). 

На рис. 2 показано примерное поведение решений задачи (2.1) при 
различных [LtG (0, 6Н) в случае рб(1, 1 + 2/W). Отметим, что здесь различ­
ные кривые 9 = 0 (g; \i) могут, вообще говоря, пересекаться, однако это 

/<* 

О 

Рис. 2. Случай |3£(1,1+2/М). Жирной линией выде­
лена «автомодельная» функция 6 А * Ш = 0 ( £ ; |Я*) С 

«экспоненциальной» асимптотикой 

{ 

может быть лишь в тех точках, где 6 достаточно мало. Именно, справед­
ливо следующее утверждение, которое доказывается так же, как теоре­
ма 2. 

Теорема 6. Пусть (36 (1, 1 + 2/N). Тогда в области 

решения 6(§; JLI) МОНОТОННЫМ образом зависят от параметра \х. 
В заключение приведем решение задачи (1.4), (1.6), представимые 

в явном виде [62J;Пусть (1 = 2. Тогда функции 
-ь А± В± 

Л^' (а± + 1*)* (а*-К2) 
г̂де 

i_ 

Л* = 48 ( —ЛГ— 14=j=l0(l + 

1_ 1_ 

В* = 24(2±'(1+-£•)•) , a- = 2 ( i V : + 1 4 ± 1 0 ( l + f ) 2 ) . 

удовлетворяют уравнению (L4). Из них 6+(£) строго положительно в 
R*+ при любом целом Л/^1. Отметим, что при N=\ величина р = 2 попа­
дает в интервал (1, 1 + 2/N) = (1, 3), при N = 2 имеем р = 2=1+-2/ЛГ, i 
длявсех#>3 —р = 2>1'+2/ЛГ.-
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§ 3. Собственные функции нелинейной задачи 

В этом параграфе исследуется асимптотическое поведение решений 
задачи (1.1), (1.2) и, в частности, доказывается устойчивость автомо­
дельных решений. При этом одна из основных проблем состоит в выде­
лении в пространстве начальных функций областей притяжения, отвеча­
ющих каждой с. ф. рассматриваемой нелинейной задачи (автомодельных 
решений, которые являются главными «кандидатами» на роль с. ф., Kai<: 
показано в § 2, бесконечно много). 

В § 2 автомодельные функции 8 А ( | ) > 0 упорядочены за счет введения 
параметра ^ = 8А(8)£(0, 6 Н ) . Множество притяжения, отвечающее авто­
модельному решению2 

i_ 

иА (/, х; Г) = (Г + t) V-18 (g; jx), I = ?-— , (3.1) 
(T + t)2 

где r = const>0, мы будем обозначать через Ж» (естественно, нас инте­
ресуют нетривиальные множества Ж», состоящие не только из автомо­
дельных начальных распределений иА(0, х; Т)). Под асимптотической 
устойчивостью автомодельного решения (3.1), как обычно (см., напри­
мер* [6], [7] и приведенную там библиографию), понимается сходимость 
при t-+ +oo автомодельного представления решения исходной задачи 
(1.1), (1.2), отвечающего некоторому значению Г>0 

1 i_ 

®т (U I) = Рг (и (/, х)) (/, I) = (Т + tt1 и (/, I (Т + О2), t > О, I б RN
9 (3.2) 

к соответствующей автомодельной функции 8A = 8(g; \х). Величина Т 
в (3.2) определяется по виду начальной функции щ£Ж». Очевидно, что 
нормировка (3.2) автомодельного решения (3.1) дает в точности функ­
цию 8( | ; \х). 

В дальнейшем нам понадобятся следующие элементарные оценки ре­
шения задачи (1.1), (1.2) сверху и снизу. 

Л е м м а 4. Пусть |3>1. Тогда всюду в Rl
+XRN 

и (/, х) ^ (Т0 + t) р ~ , Т0 = Г -^f'19 (3.3) 
|_suptt0 J 

и для любого t0>0 всюду в [t0, + оо) XRN 

и (/, х) > (4я/)~ 2 ^0 ехр ( - i ^ ) , (3.4) 

где постоянная F0 = F0(t0) имеет вид • 

^о= J e x p ( - ^ « i o ( O d C > 0 . 

1. Случай р>1+2/# . 
1.1. У с т о й ч и в о с т ь а в т о м о д е л ь н ы х с. ф. При p > l + 2/iV 

условия устойчивости автомодельных решений определить особенно 
просто. Ниже доказаны теоремы о равномерной по ^RN стабилизации 
8->6А при £-> + оо. 

2 Здесь 1&RN, построенные в § 2 автомодельные функции зависят от одной пере­
менной [1\. 
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Т е о р е м а 7. Пусть при (J> 1 + 2/N существует такое Г>0, что 
u0(x)—uA(0, x; r ) G L ' ( ^ ) . (3.5) 

Тогда 

\\VT(t,t)-eA(t)L{RN)^0(t '- P-1), (3.6) 

2 Э-lv II Вт (t, I) - е л <£) Ц ^ = О (/ 2 • " ) - - 0. (3.6') 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

w+
0 (х) = max {а0 (*), ил (0, х\ Г)}, хщ (х) - min {и0 (х), иА (0, х\ Т)} 

и через w±(tJ x) обозначим решения уравнения (1.1) с начальными усло­
виями w±(0, x)=wf(x), x£RN. Очевидно, что w+^uA(t, x\ 7), w^ 
^uA(t, х\ Т). Рассмотрим функцию z+ = w+—иА^0у которая удовлетво­
ряет задаче 

zt = Аг+ - (w+f + U!A^ Аг+, t > 0, х б RN, (3.7) 
г+ (0, х) = 4 (х) = wt (х) - иА (0, х; Т) 6 L1 (Я "). 

Отсюда сразу получаем 

z + ( / , x )< L^_ j e x p ( - - ^ 4 ( x + * / ) ^ < 
(4ш)2 

•E-^W, = 0 ^ , > - (3-8) 
(4я*)2 

Аналогично выводится оценка снизу функции z~(£, я). Теперь, учитывая, 
что z-^Zu—uA^z+ и 

i_ 

i" - UA k(RN> = (Г + °" """9r ('' 9 ~ QA ® Ц(^) ' (3'9) 

приходим к оценке (3.6). 
Вторая оценка получается еще проще. Аналогично предыдущему из 

уравнений для функций z± имеем 

\иЦ,х)-иАу,х;Т)\± <^\\и0(х)-иА(0,х]Т)\\1 . 

Отсюда, поскольку 

вытекает (3.60 • 
З а м е ч а н и е . Необходимо отметить, что несмотря на встречающий­

ся в (3.8) тепловой потенциал, эта теорема без труда может быть пол­
ностью перенесена на случай квазилинейного уравнения (1.9). При этом 
вместо (3.8) используется следующая оценка решения задачи Коши для 
уравнения p, = Ap0+1, о>0, приведенная, например, в [63]: 

2k 

sup p (t, х) ^ 4 " || р (0, х) \N
LI{RN) , 

xeRN l 

где k = N/(2 + No), с>0 —постоянная, не зависящая от функции р(0, л:) 
(в этом случае легко проверить, что сходимость 8Г->0А, t-++oo, в нор­
мах C(RN) и Ll(RN) будет иметь место при p > a + l + 2/iV). 
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В следующей теореме указано, по-видимому, оптимальное множество 
устойчивости Ж^ автомодельного решения (3.1). 

Т е о р е м а 8. При р> 1 + 21N множество притяжения Ж^ отвечающее 
данному автомодельному решению (3.1), имеет вид 

Ж^ = {и^0\ существует такое Г>0, что 
(3.10) 

М * ) — М О , * ; Т)=о(\х\~™-») при | х | ->+оо}. 

З а м е ч а н и е . Оптимальность множества (3.10) вытекает из теоре­
мы 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим первую оценку (3.8) для функции 
z+(ty х). В данном случае, вообще говоря, z0

+ (x) ^L1 (RN), однако в силу 
условия и^Ж^ найдется такая монотонно убывающая функция <р = 
= ф( |* | )=о( |х | - 2 / ^- 1 >) , | х | ->+оо , что 2 0

+ ( х ) ^ ф ( М ) в RN. Пусть для 
простоты sup£0

+(*) =z0
+(0). Тогда из (3.8) имеем 

N +оо 

supz(t,x)=:z+(0,x)=:O Г 2 | ^ 1 е Х р ^ _ ^ ф ( у ) ^ | . 

Из этой оценки, а также аналогичной для функции г~ с учетом (3.9) по­
лучаем 

|9Г — 9Л || v = 0 fi-i С ц^г е х р / ji\ ф (f Ц) d4 

причем, как нетрудно убедиться, правая часть стремится к нулю при 
./-*• + оо. 

Из теоремы 8 непосредственно вытекает одно любопытное следствие. 
С л е д с т в и е 1. Пусть $>l+2/N. Фиксируем произвольное С>0. 

Тогда задача (1.4), (1.6) может иметь не более одного решения с дан­
ным главным членом в «степенной» асимптотике (2.2). 

Подчеркнем, что здесь теорема единственности решение обыкновен­
ного дифференциального уравнения доказывается на основе анализа ре­
шений соответствующего уравнения с частными производными. 

1.2. « Н е а в т о м о д е л ь н ы е » с. ф. ( п р и б л и ж е н н ы е р е ш е ­
н и я ) . Теорема 8, разумеется, остается справедливой и в том случае, 
когда иА=0, т. е. при 9л ( ! )=0 . Поэтому множество притяжения Ж,„ 
отвечающее автомодельной функции 9А(Ю = 0(£; 0) = 0 , имеет вид 

2 

Ж0 = {и0>0\и0(х) = о(\х\~^), | x | - v + oo}. (3.11) 
Таким образом, если при $>l + 2/N и0£Ж0, то 

ег(*, | ) -^0 при t-++oo (3.12) 

равномерно по %€RN. Отметим, что это одновременно доказывает такое 
известное нам утверждение (см. теорему 1): 

С л е д с т в и е 2 из т е о р е м ы 8. При $>l + 2/N задача (1.4), (1.6) 
не имеет решения 9А(§) с «экспоненциальной» асимптотикой (2.3). 

Действительно, в противном случае существовало бы такое автомо­
дельное решение uA(t9 х\ Т), что иА(0, х\ Т)£Ж0. Тогда PT(uA(t, x\ Г)) = 
===9А(£) > 0 В RN, что противоречит (3.12). 

Итак, если и0£Ж0, то решение u(t, x) эволюционирует при t-* +oo по 
«еавтомодельным законам. Ниже будет показано, что асимптотическое 
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поведение «почти всех» таких решений определяется пространственно-
временной структурой семейства автомодельных решений уравнения те­
плопроводности 

vt = Av, t>0, x£RN, (3.13) 

т. е., другими словами, если и0£_Ж0, то в случае £>1 + 2/Л/" в исходном 
уравнении (1.1) нелинейный сток энергии —u?J становится несуществен­
ным при t-+ +00 по сравнению с диффузионным членом. Отметим, что 
такая ситуация довольно типична для квазилинейных параболических 
уравнений. В частности, на основе этого своеобразного «асимптотическо­
го вырождения» определенных членов уравнения в [6], [7], [9], [10] — 
[12] построены широкие классы устойчивых п. а. р. различных нелиней­
ных уравнений теплопроводности с достаточно произвольными (несте­
пенными) коэффициентами. 

Нам понадобится однопараметрическое семейство автомодельных ре­
шений уравнения (3.13), которое имеет вид 

vA{t,x;T) = (T + ty«fa(4), Ч = р Г ^ * - ' (3.14> 

где а > 0 — параметр. Подстановка (3.14) в (3.13) приводит к такой зада­
че для функции fa>0: 

Ч1'" (г\"-ЧаУ + | /«л + «/в = 0, Л > 0, (3.15) 

/ Л 0 ) = 0 , /в( + оо)=0. (3.16) 

Условия разрешимости (3.15), (3.16) и некоторые необходимые свойства 
ее решений указаны в следующем утверждении: 

П р е д л о ж е н и е (см. [60]). При любых аб (0, N/2) задача (3.15), 
(3.16) имеет положительное в R+1 решение /а(г))> причем, если аб (0, Nj2)r 
то 

fa(i\)=Mi\-2a + ..., ri->+oo; M = const>0. (3.17) 

Если a = N/2, то единственным подходящим решением является функция 

/в = £ ( л ) = Л 1 е х р ( - ^ ) , т ] > 0 ; М > 0 . (3.18) 

При а>А/у2 положительных решений не существует. 
Обозначим через fT(t, г\) (здесь в отличии от (3.14) фЯм) автомо­

дельное представление решения u(t, x), согласованное с видом автомо­
дельного решения (3.14) уравнения (3.13) 

i_ 

fT(t,4) = (T + f)au(t,r\(T + tf), * > 0 , т|6 Я*. (3.19) 

Так же, как и ранее в теореме 8, в случае u0dW0 асимптотика решения 
задачи (3.15), (3.16), определяемая выбором параметра aG(0, N/2] в 
(3.14), зависит от специфики начальной функции. В частности, при этом 
существенно различаются два случая: u0$Ll(RN) и MQCL1 (/?*). Сначала 
будет рассмотрен случай и0$Ь1 (RN), которому отвечают значения a<N/2. 
Отметим, что при доказательстве сформулированной теоремы не исполь­
зуется возможность обращения оператора d/dt—А, т. е. это же утверж­
дение нетрудно переформулировать применительно к квазилинейном/ 
уравнению (1.11). 
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Т е о р е м а 9. Пусть (1 > 1 + 2/N и, кроме того, 
${N—2)^N, (3.20) 

т. е. p6(l + 2/iVf +оо) яра Л/=1 или N = 2 и рб(1 + 2/ЛГ, N/(N—2)) np-i 
N^>3. Пусть существует аб (1/(^—1), N/2) и такие положительные по­
стоянные Г, М и А, что 

u0(x)—vA(0, x; Т)£Ь1{Я»), (3.21) 
u0(x)^AvA{D, x\ Г), xdRN. (3.22) 

Тогда \\fT (t, ц) — fa (ц) \\ Л д7 -> 0 при i-+ + оо.3 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим z = vA—и. Тогда для z получаем 
уравнение 

zt = bz+u\ />0, x£RN\ 2(0, x)eLi(RN). (3.23) 

Положим z+ = max{0, z } ^ 0 , z~ = — min{0, z } ^ 0 , f^O, х£7?^. Очевидно, 
что 1 г (t) \\LHRN) =: 1 z+ (0 ||Li(/?iV) + I z- (t) \\LI(RN), причем в силу (3.21)2- (0, x) 6 
£Ll(RN). Из (3.23) непосредственно следует, что 

— IIг+ (0II л/ ^ f »* (*> х) dx> — II*" (0 1 л/ < ° (3-24) 

(эти неравенства выводятся при естественных предположениях A|z|(f, 
-)€Li(RN), zdC1 (/?4

+; /?*)). Из (3.22) на основе принципа максимума за­
ключаем, что u^AvA в Rl

+XRN и тогда из первой оценки (3.24) следует 
неравенство 

— 

(3.25> 

Нетрудно проверить, используя разложение (3.17), что при любом а > 
>1/(Р—1) и всех р, удовлетворяющих (3.20), имеет место включение 
/а6/ /(#") . Тогда (3.25) означает, что 

- ^ - I ^ W l ^ ^ c o n s t ^ r + O2 , * > 0 . (3.26) 

Из второй оценки (3.24) получаем 

l 2 " ^ ^ const, * > ° - (3-27^ 
Наконец, учитывая, что 

\\z(t)\\L4RN) = (T + t) Л\М,гд-Ш\ь11н11). (3-28> 
N 

-а+ 

из (3.27), (3.28) при условии a<N/2 получаем 

l / r M - Z a O D l U = {0(^ 2 Ш), a 

Of'**-1), а<?^±1 v ; 2(3 
N_ 
2 

a" - W + 2 

-щ*") 2p 

^•A «>т 
8 Оценка скорости сходимости будет получена в процессе доказательства теоремы. 
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Следовательно, если аб(1/(^—1), ЛГ/2), то (|/V — /e|| N -+0 при £-*• 
-»- + оо. 

З а м е ч а н и е 1. Данная теорема не является вполне «оптимальной» 
по допустимым значениям параметра р (это относится к ограничениго 
(3.20)). Однако, если (3.20) не выполнено, то удобно провести доказа­
тельство сходимости fr-^fay t-+ +oo, в норме Lp+i(RN), выбирая величи­
ну р > 0 из условия p>N/2а$—1. Тогда, предполагая, что и0(х)—vA(09 x; 
T)£Lp+i(RN), нетрудно аналогичным образом показать, что при «6(1/ 
/(р— 1), N/2) \fT — fa\LP+iN ->0, t-++oo (при этом необходимы огра­
ничения z=vA—u£Cl(Rl

+; Lp+i(RN)), z^+'^etf1 (#*))-
З а м е ч а н и е 2. В теореме 9 получена асимптотика решений и(t, x), 

отвечающих начальным функциям вида (это следует из (3.21)) 

Щ{х)~\х\-г«, И + + оо, (3.29) 

при а€(1/(р—1), N12). Ограничение а>1/(р—1) действительно является 
существенным, так как при а=1/([$—1) соответствующие с. ф. следует 
искать в классе автомодельных решений (3.1). Если же а€ (0, 1/([J—1)), 
то, как показано в [14], QT(t, £) стремится к пространственно однородно­
му решению 9А(Ю =QH= (р—I)-V(P-D^ причем этот вывод справедлив 
для любых р>1 . При a€(l/((J—1), N/2) все функции из (3.29) имеют бес­
конечную начальную «энергию»: u0^Li(RN). Это же справедливо и при 
а = А/у2, однако здесь с. ф. не имеет «автомодельной» структуры, как в 
(3.1) и (3.14). Об этом, например, говорит тот факт, что уравнение те­
плопроводности (3.13) с начальной функцией 

и(0, x)=v0(x)~\x\-»t | * | -*+oo , (3.30) 

имеет, как нетрудно показать, неавтомодельную асимптотику 

v(t,x)-+cf* ln/exp (— L ^ - ) , t~>+oc, c = const>0. (3.31) 

Таким образом, случай a = N/2 в (3.29) является «критическим» в том 
смысле, что здесь задача (1.1), (1.2), [}>l + 2/N, имеет нетривиальное 
п. а. р., согласованное с асимптотикой (3.31) соответствующей линейной 
задачи (3.13), (3.30) без стока. 

Случай u0(:Li(RN), и0ф0, рассмотрен в работе [14], где сформулиро­
вана теорема о сходимости при £—*+оо автомодельного представления 
(3.19), отвечающего значению a = N/2 к функции c*fa*(r\), где с*>0 — по­
стоянная, зависящая от начальной функции. Отметим, что этот же ре­
зультат при некоторых дополнительных ограничениях на и0(х) может 
быть получен другим способом, без привлечения интегрального уравне­
ния для функции u(t, x), которое, по-видимому, используется в [14]. Тем 
самым аналогичное утверждение при $>o+l+2/N справедливо для ква­
зилинейного уравнения (1.11). Не останавливаясь на этом подробно, от­
метим лишь, что главная проблема здесь состоит в следующем: необхо­
димо доказать, что предельная функция fa(r|)> K которой сходится функ­
ция fT(t, rj) при t = ti~+- +oo (в силу сравнительно просто выводимых оце­
нок решения задачи (1.1), (1.2) она удовлетворяет уравнению (3.13)): 

1) является единственной, т. е. не зависит от выбора последователь­
ности {и}\ 

2) отлична от нуля. 
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При этих условиях сразу получаем fa(r\) =c%*(r\) > 0 в RN (по край­
ней мере, это будет справедливо для функций и0 = и0(\х\)). 

Первое прямо следует из монотонности \\u(t, х)\\ =lfT(t, TJ)|| Y 

(при этом учитывается, что различные кривые (3.18) не могут пересе­
каться). Второе нетрудно получить путем построения специального вида 
нижнего решения уравнения (1.1). Именно, положим 

u_(t,x) = ^(t)(T + t)~2 эдр[- 4 ( ' Д 0 ] . (3-32) 

где функция гр(0>0 будет указана ниже. Тогда и- будет нижним реше­
нием уравнения (1.1), т. е. В ( г ) < 0 в R'+XRN, если 

V(t)^ — ¥(t)(T + t) 2 , t>o. 

Нетрудно проверить, что при $>l + 2/N в качестве ty(t) можно взять 
•функцию, равномерно по всем / ^ 0 отделенную от нуля, например, сле­
дующего вида: 

•$(t)=fy + A(T+t)-\ />0 ; ф0>0, Л>0 , (3.32') 

где у =— (р—1) —1>0 и уА> (^ъ + АТ-чу. Поэтому при соответствую-
щих ограничениях на и0(х) имеем: u(t, x)^u_(t, х) в RN, т. е. fT(t, r\)> 
>г|)0ехр(—|л|2/4) при любых t>0, r[(:RN. Отметим, что положить просто 
*Ф(0=ЛФо нельзя (это легко проверить, тогда (3.32) не будет нижним ре­
шением), поэтому в (3.32') введена малая «добавка», которая все-таки 
«компенсирует» нелинейный член — uJ в неравенстве B(z/_)^0, которо­
му должно удовлетворять нижнее решение. Последнее фактически и 
означает, что этот член уравнения является несущественным при t--*-
-+• + оо по сравнению с диффузионным. 

З а м е ч а н и е 3. Использованное в теореме 9 семейство автомодель­
ных решений (3.14) является двупараметрическим: каждая функция fa 
характеризуется, во-первых, значением параметра а в задаче (3.15), 
(3.16) и, во-вторых, как всякое решение линейного уравнения, величиной 
постоянного множителя М в (3.17). Как следует из условия (3.21), по­
следний параметр также является существенным. Отсюда можно заклю­
чить, что при р>1+2/Лг размерность аттрактора рассматриваемого пара­
болического уравнения не меньше двух. 

2. Случай ^6(1, 1 + 2/N]. Устойчивость автомодельных с. ф. Некоторые 
из полученных ниже результатов справедливы при любых |3>1. Иссле­
дование здесь разбивается на несколько этапов. 

Предварительно для удобства сформулируем следующую простую 
лемму, которая вытекает из принципа максимума: 

Л е м м а 5. Пусть 8+ (g) € С2 (RN) — какое-либо верхнее решение (2.12) 
или (2.16) уравнения (2.1). Пусть для некоторого Т>0 

и0(х)<Т^\Щ, x£RN. (3.33) 

Тогда для решения задачи (1.1), (1.2) справедлива оценка 

»(*.4^<Т + Г™-%{-р^р), ^>°- *eRN- (3-34) 
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З а м е ч а н и е . Лемма останется справедливой, если 0+ заменить на 
соответствующее нижнее решение 6_ уравнения (2.1) и поменять в (3.33) „ 
(3.34) знаки неравенства на противоположные. При этом от функции 8-
не требуется С2-гладкости во всем пространстве RN, достаточно, чтобы 
0_€С2 всюду, где 6_>0, т. е. 6-(£) здесь может быть и финитной функ­
цией. 

2.1. В с п о м о г а т е л ь н о е у т в е р ж д е н и е . На первом этапе будет 
использован подход к исследованию асимптотического поведения реше­
ний параболических уравнений, предложенный для исследования других 
задач в [64], [65] (он же применялся в [14]). 

Рассмотрим однопараметрическое семейство функций4 

1 i_ 

uk (/, х) = kP^u (kt, k2 x), t> 0, xe RN, (3.35) 
где k>0 — произвольная постоянная. Каждая из функций uh удовлетво­
ряет исходному уравнению (1.1) 

В Ы - 0 , (t,x)eRlxRN, (3.36) 
1 i_ 

ик (0, х) = k ^ \ (k2 х), xб RN. (3.37) 
Л е м м а 6. Пусть рб(1, 1 + 2/N] и выполнено условие (3.33). Тогда 

при всех достаточно больших k справедливы оценки 
uh(t,x)^cu t^>%>0, x£R", (3.38) 

т 
\\икУ)ТЬ2Щ^<с2, ^\\Vuk(s)(L2ds^c3> (3.39> 

т 
Т 
J || (uk)t (s) \\2

L4RN) < с4> || Vuk (x) fL2 ̂  съ, (3.40). 

где положительные постоянные ct не зависят от k. 
Первые две оценки прямо следуют из (3.33), остальные легко выво­

дятся из уравнения (3.36) и предыдущих оценок (см., например, [64]). 
Из леммы 6 на основе теорем вложения С. Л. Соболева [66] получа­

ем такое утверждение: 
Т е о р е м а 10. Из любой монотонной последовательности &,•->+ос,. 

можно выбрать такую подпоследовательность kt-+- +oo, что 
uk(t, x)-+w(t, х), k = kr++oo, (3.41) 

причем сходимость равномерна на любом компакте из [т, + oo)xRN и 
предельная функция w(t, x) удовлетворяет уравнению (1.1). 

Полагая теперь в (3.41) t=l, ki=T+U для достаточно больших i и 
я = 1, получим такое 

С л е д с т в и е . В сделанных предположениях 

в г М - > И 1 , а l=~^A' t^>+oo, (3.42> 

равномерно на каждом компакте из RN. 
Здесь GT—автомодельное представление (3.2) решения u(t, x). Функ­

ция w в (3.41), (3.42) может, вообще говоря, зависеть от выбора после-
4 Семейство (3.35) фактически позволяет другим способом определить автомодель­

ное представление (3.2), хотя, конечно, используемые ниже методы применимы для 
непосредственного анализа асимптотического поведения автомодельного представления 
(3.2) при *->+оо. 
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довательности kj в теореме 10 (отметим, что пока неизвестно, является 
ли w автомодельным решением уравнения (1.1)). Однако при 
$6(1, 1+2/N) у всех возможных функций w имеется одно общее свой­
ство, которое выделяется на основе проведенного в § 2 анализа реше­
ний «автомодельного» уравнения (1.4). 

Т е о р е м а 11. Пусть fJ€(l, 1+2/A0. Тогда если и0(х)Ф0, то 
^ ( 1 , Ю ^ 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности будем считать, что 
и0(0)>0. Тогда, как нетрудно проверить, найдутся такие достаточно ма­
лые Г>0 и |ы1>0, что 

и0 (х) > Г - ^ ^ ' е (^-; щ) , | х | < Т% suppG (£; ^), 

где 6( | ; \ii) —решение задачи (2.1). Поэтому (см. замечание к лемме 5) 
i _ 

«(/,x)>(r + 0~Me(^L-;Fi). ^>9, IxKiT + tf-suppQ&iiJ, 

;И, следовательно, 
Вт(*, | ) > e ( g ; |х±) >0 , | l | < s u p p e ( 6 ; щ) 

для всех />0 . 
З а м е ч а н и е . При р>1+2/Л/" (см. теорему 9), а также в случае 

£—1 + 2/W теорема 11 перестает быть справедливой. Это можно связать 
с отсутствием при p^l+2/Л/" «финитных» решений 6(£; |i) задачи (2.1) 
(теорема 1). 

2.2. У с т о й ч и в о с т ь а в т о м о д е л ь н ы х р е ш е н и й . Прежде 
всего покажем, что независимость предельной функции w в (3.41) от вы­
бора последовательности kj гарантирует ее «автомодельность». 

Л е м м а 7. Пусть 
Uh(t, x)-+w(t, *),'fe-H-oo. (3.43) 

Тогда 
__ _ i_ 

wit^^f^Qd), 6 = - ^ - , (3.44) 

.2deQ(l)=w(l,l). 
Действительно, из (3.43) непосредственно следует, что y^^-^w^t, 

4l2x)=w(t, x) для любых Y > 0 . Полагая в этом равенстве *f = ^_1, при­
ходим к (3.44). 

Таким образом, при выполнении (3.43) функция w является авто­
модельной и 6(g) удовлетворяет эллиптическому уравнению 

A(Q)^A£+±V^ti + -±-Q-Q^0, t£RN, (3.45) 

которое в радиально-симметричном случае совпадает с рассмотренным 
в § 2 уравнением (1.4). 

Теперь необходимо перейти к исследованию, которое позволило бы 
конкретизировать вид предельной радиально-симметричной «автомо­
дельной» функции 6 = 6А( |£|) в (3.44), а также отвечающее ей множе­
ство притяжения Ж» (ji = 6A(0)) в пространстве начальных функций. 

, Для этого удобно перейти к уравнению для автомодельного представле­
ния (3.2). Вводя новое «время» по формуле т=1п(1 + //Г), получаем, что 
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функция 6 г=8г(т, | ) удовлетворяет следующей параболической задаче:: 

^ L = A(9r), (t,l)(:RlxRN, (3.46> 
дт 

1 i_ 

вг(о,© = 7 ^ 4 ( ^ 9 . бея". (з.47> 
Сопоставляя (3.46) и (2.1), убеждаемся, что в новых обозначениях воп­
рос об асимптотической устойчивости автомодельных решений (3.1) сво­
дится к проблеме устойчивости и построения областей притяжения ста­
ционарных решений уравнения (3.46). Здесь, исходя из леммы 7, удоб­
но определить условия «монотонности по k» функциональных последо­
вательностей uk{t, х) в (3.35), что равносильно требованию монотонно­
сти по т автомодельного представления 8т(т, §). Эти условия дает сле­
дующая 

Л е м м а 8. Пусть 0+(|) {соответственно, 9-Ш)—какое-либо верх-
нее {нижнее) решение уравнения (2.1) (см. формулы (2.12) и (2.16) в 
§ 2), т. е. А я (6+)^0 (А к (9_)^0) всюду в RN. Тогда решение уравнения 
(3.46) с начальной функцией Эт(0, £)=6+(£) {соответственно, 6Г(0, %)•= 
= 6_(£)) является невозрастающим {неубывающим) по % в RN: 

- 6г(т, 9 < 0 (- QT>0) в R\ х RN. (3.48) 
дт \дт J 

Справедливость леммы вытекает из принципа максимума. Действи­
тельно, функция 2 = (6т)г удовлетворяет следующему «линейному» пара­
болическому уравнению: 

причем г(0, £) =Ал(0+.(|)) ^ 0 в RN. Следовательно, z ^ O всюду в 
R+iXRN. Утверждения, подобные лемме 8, были установлены для част­
ного вида параболических уравнений в [61], [67], и в общем случае — 
в [68], [69], где они использовались для доказательства теорем сравне­
ния решений параболических уравнений с различными нелинейными 
операторами. Отметим, что требование гладкости на функцию 6_(g), 
обеспечивающую критичность решения (6Т)Т^0 в R+

iXRN, могут быть 
ослаблены; достаточно, чтобы неравенство А н (6_)^0 было выполнено 
лишь там, где 6_>0 (см. [68], [69]). Поэтому в качестве 6_(£) можно 
взять, например, финитную функцию, гладкость которой может нару­
шаться в тех точках, где 6_ = 0. 

Из леммы 7 и 8 вытекает 
Т е о р е м а 12. Пусть ^>1 и радиально-симметричная функция 

и0{х) в (1.2) такова, что 
1 i_ 

ег(0,?) = г^Ч(г2й 
является верхним или нижним решением уравнения (2.1). Тогда суще­
ствует такая радиально-симметричная «автомодельная» функция 
6 А ( | | | ) , удовлетворяющая (1.4), (1.6), что 

ег(т, б)-*ел|Ш,т-*+оо, 
равномерно на каждом компакте из RN. 
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З а м е ч а н и е . Разумеется, все множество верхних и нижних реше­
ний уравнения (2.1) не исчерпывается теми функциями 6±, которые ука­
заны в § 2 (см. (2.12), (2.16)). Например, каждой «автомодельной» 
функции отвечает целое семейство таких функций 

в±(1): = Л±вл(|Ц), 

где Л+>1, Л_<1 —постоянные. Действительно, в этом случае 

т. е. 

Ай(е+)<о, Ал(е-)>ов/г. 
Перейдем теперь к построению множества притяжения Ж^ отвечаю­

щего данной функции 9А = 9 ( | § | ; |я). Это можно сделать с помощью сле­
дующего утверждения, которое вытекает из леммы 8: 

Л е м м а 9. Пусть 9+, Q-dC2(RN)—соответственно верхнее и нижнее 
радиально-симметричные решения уравнения (2.1), которым отвечает 
одна единственная «автомодельная» функция 9А = 9 ( | £ | ; |ы) такая, что 

М1Ш^М1Ш^М1Ш>5<^. 
Тогда множество 

Ж^={и0^0\ существует такая Г>0, что 9_(111) ^ 

^T^^u0(T4)^A\W^^RN} 
принадлежит Ж^. 

Таким образом, проблема выделения множеств Ж^ тесно связана с 
задачей о классах единственности решений 9A( |g |) задачи (1.4), (1.6). 

Ниже мы подробнее остановимся на исследовании множества W'А*у 
отвечающего «минимальной» функции ЭА*(|£|) = Э ( \\\; |л*), указанной 
в теореме 4 (§2). 

Т е о р е м а 13. Пусть р€(1, 1+2/N). Пусть начальная функция 
и0(х)Ф0 такова, что 

и0(х)^Т~т-ЧА(±±у xeRN. (3.49> 

Тогда 9т(т, |)-^9А*(|1|) при т-^+оо равномерно на каждом компакте 
из RN. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из следствия к теореме 10 вытекает, что 
9т(т, ^)->ш(1, I) при т=Тг-^ + оо, причем в силу (3.49) w(l9 l)^ 
^9 А *( |£ | ) В RN. Тогда, действуя так же, как при доказательстве теоре­
мы 11, нетрудно найти такие постоянные щ£(0, \L*) И Т 0 ^ 0 , ЧТО 

в.(|) = в(|Е|; ^ ) ^ 9 г ( т 0 , Е ) ^ 8 л ( и | ) , IGRN. 

Однако в силу леммы 8 радиально-симметричное по | решение 9г~(т, £) 
уравнения (3.46), отвечающее начальному распределению 9т"(т0, Ю = 
= 9( |£ | ; \ii), является неубывающим по т, и поэтому из теоремы 4 (§2) 
следует, что 8т~(т, Ю - ^ 0 А * ( | 1 | ) , т->+оо. Отсюда 9т(т, g) также стаби­
лизируется к 9А*(|5|) ПРИ т-^ + оо. 

З а м е ч а н и е . Таким образом, «автомодельная» функция 9А*(|£|) 
устойчива снизу. Если 9А*—единственное решение уравнения (1.4) с 
«экспоненциальной» асимптотикой, то она будет также устойчивой свер­
ху, причем множество притяжения ЖА* в этом случае может быть опре-
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делено, например, следующим образом (см. замечание 2 к теореме 12): 

ЖА*= {и0(х) ^ 0 | существуют такие Г>0 и 

А > 1, что 0 < и0 (х) < rm~1)AQ*A № ] , хб RN\ . 

Отметим, что из теоремы 13 непосредственно вытекает такое утверж­
дение, которое завершает доказательство теоремы 4 в § 2. 

С л е д с т в и е . При ^£(1, 1+2/N) «автомодельная» функция 0 = 
= 6 A * ( U | ) является минимальным в RN решением среди всех неотрица­
тельных решений {в том числе и радиально-несимметричных) эллипти­
ческого уравнения (3.45). 

3. «Критический» случай [}=1+2/Л/г, uQ^Li{RN). Приближенное авто­
модельное решение. Устойчивость нетривиальных автомодельных реше­
ний (3.1) при р = 1 + 2 / # изучалась в предыдущем пункте. Напомним, 
что в силу теоремы 5 этим решениям отвечает бесконечная «энергия». 
Ниже рассматривается вопрос об эволюции начальных возмущений 
u0(x)^Li(RN), причем мы ограничимся анализом случая, когда 

и0(*)=о{ехр(—?|*|2)}, |х|-> + оо, (3.50) 
для некоторой постоянной i > 0 . Будет показано, что здесь «стабилизи­
рующим» является следующее автомодельное представление решения 
u(t9 x): 

gT (t, I) = Qr (u) = [(T + t) In (T + t)]~ 2u(t,l(T + tf ), (3.51) 

где Г>1 —постоянная. Это означает, что в случае, когда gT{t, £) стаби­
лизируется при ~̂> + оо к некоторой ограниченной функции g-*(£)^0, 
асимптотические свойства u(t, х) описываются п.а.р. ua{t, x) такого 
вида: 

К 
U (/, X) ~* Ua (/, X) = [(Г + t) 1П (Т + O f 2 g. [{т + ц%) • (3-52) 

По сравнению с (3.1) в (3.52) присутствует дополнительный логарифми­
ческий множитель. 

Покажем сначала, что при больших t решение u(t, x) ограничено 
снизу в RN функцией, имеющей структуру п.а.р. в (3.52). Это утвержде­
ние уточняет один из результатов [14]. 

Л е м м а 10. Пусть (5 = 1 +2/iV, и0ф0. Тогда для любого Г>1 найдут­
ся такие т > 0 и Л6(0, {N/2)N/2), что всюду в [t,+oo)xRN 

а 
u(t,x)>u__(t,x)=A[(T + t)ln(T + t)]~2 e x p [ - j J ^ - ] . (3.53) 

Для д о к а з а т е л ь с т в а в силу оценки (3.4) достаточно показать, 
что функция и- в (3.53) является нижним решением уравнения (1.1). 
Это прямо следует из вида уравнения для функции gTi которое будет 
получено ниже. 

Оценим теперь u(t, x) сверху через функцию, близкую по своему 
виду при больших t к п.а.р. (3.52). 

Л е м м а 11. Пусть р = 1+2/N и начальная функция и0 удовлетворяет 
условию (3.50). Тогда для любого Т>е2 найдутся такие постоянные а>0 
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и # > 0 , что 

и (/, х) <с ^+ (t, х) = Н [(Т + t) In (T + t)]~2expi 
I 4! 

..(T+Vll+alir^T + t)]* J 
(3.54) 

всюду в R+
lxRN. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что и+ в (3.54) является верхним 
решением уравнения (1.1), если постоянная # = # ( а , Г) > 0 достаточно 
велика. Тогда, выбирая а и Я большими, с учетом (3.50) приходим к 
оценке (3.54). Итак, определим условия, при которых 

В(и + )>0 в RlxRN. (3.55) 

Введем обозначения: T=(T + t), ср(т) = т'/2[ \-\-a In-1 т]. Тогда, как не­
трудно проверить, неравенство (3.55) эквивалентно такому: 

j i t r (!_„.). -т+ 
где введено обозначение 

N 
2 

где 

<Р W ф' (т) 

r^L(i+-

^ = 0! 

2 т 

|§г= 
= 1 ( 1 + _ 5 _ 

2 \ 1пт 
1 \ -

1пт j 

_ ^ 

т(' 

ю-

(1 + 1п-1т) —• 

2 

т 1пт 

- \x\2Jx. Имеем 

• ) ( • + • £ -
а2 . 2а 

i Н 
In2 т In т 

--i-)>o, 
In Г У 

2а 
1п2т 

- ) ( i j 

«2 = 

- • exp (— 

•)>i+ 

l nx ; 

a2 (a, T) = 

Д . 

i 
2Л/ 

In T 

2 

|s|2)^o, 
(3.56 

> 

In т 

С учетом этих оценок получаем, что (3.56) будет заведомо выполнено, 
если 

- f Ш* + «,-Ахр(-Ш^0. 
Очевидно, что при достаточно большом # > 0 это неравенство будет 
справедливо. Например, если 

Я7" > Nax max J 1, exp ( 1 ^ - - l Y l 

Лемма доказана. 
Из двух последних лемм вытекает, что при выполнении (3.50) и 

и0фО «автомодельное» представление (3.51) (Г — велико) при всех 
больших t ограничено сверху и снизу 

А ехр (_ 1Щ < §т (/, i) < Я ехр | - — Ш1- -3] . (3.57) 
4 1 — п 

1п(Г + 0/ ' 
Следовательно, это же справедливо и для возможной предельной функ­
ции •£.(!)., причем оценки здесь имеют вид 

Л ехр ( - • ! ! £ - ) < g . ( ? ) < t f ехр ( - - ^ - ) в RN. . (3.57') 

3 Математический сборник, т. 126(168), № 4 4 6 5 

file:///-/-a


Полагая т=1п(1+^/Г) , нетрудно вывести параболическое уравнение 
для функции gT=gT(x, I) 

^ - ^ г + ^ ^ ф + i gr+ -J—^gT-.8f^. (3.58> 

Из этого уравнения на основе поточечных (3.57), а также других инте­
гральных оценок gT (для их вывода необходимо предварительно приве­
сти дифференциальные члены в правой части (3.58) к дивергентному 
виду) получаем, что функция £г(т, £) стабилизируется при т=тг*-> + оо 
(Тг—подпоследовательность произвольной последовательности tj->+oor 
j-++oo) равномерно на каждом компакте из RN к решению стационар­
ного уравнения, отвечающего т = + оо, т. е. £"*(§) удовлетворяет уравне­
нию 

*б& + | 2 (В.)ф + - f А = О, IG R*.. (3.59). 

В радиально.-симметричном случае (и0 = щ(\х\)) шо имеет вид (3.14)г 
a=N/2 и, следовательно, 

g. (I) = Af exp ( - i i l l j , М = const, (3.60)» 

причем в силу (3.57/) М£[А, Я ] , где постоянные А и Я, указанные в 
леммах 10 и 11, зависят от вида начальной функции и0. 

Отметим, что из вида уравнения (3.58) непосредственно вытекает 
справедливость леммы 10, так как функция <7(£)'=Qr(i/-(#, *)) = 
= Л ехр (—1£|2/4) удовлетворяет (3.59), и поскольку (N/2)q—qi+2/N^0) 

в RN при Л6(0, (N/2)N/Z]f q(l) является нижним решением уравнения* 
(3.58). 

Сам факт стабилизации ё*т(т, | ) при т=Тг->+оо нетрудно показать-
тем же способом, что и в п. 2.1. Именно,-определяя в соответствии с 
(3.51) семейство функций 

uk(t, x) = (k\nk)N/2u(kt, tihx), />0, xGR", £ > 1 , (3.61) 

каждая из которых удовлетворяет уравнению 

(uk)t = Auk - (In k) -1 иГ"", (3.62)* 
с помощью оценок, аналогичных указанным в лемме 6, устанавливается,, 
что для функциональной последовательности {uh} справедливо утверж­
дение типа теоремы 10, т. е. 

uk(t, x)-+w(ty X), k = kc++oa, 

равномерно на каждом компакте из /?•*,, где функция ж удовлетворяет^ 
уравнению (3.62) при & = + оо, т. е. 

wt = Aw, t>0f,x£RN. (3.63) > 
Следовательно, 

gT(ti,l)-+w(l,$9 £ = _ £ _ , . t^+oc. 

Любопытно, что «логарифмическое» отклонение в п.а.р: (3.52) (или w 
(3.61)) от автомодельной зависимости (3.1).не меняет свойства инвари­
антности предельной функции w(t, х),,т.. е. здесь какчи ранее (см. лем­
му 7) справедлива следующая 
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Л е м м а 12. Пусть 
uk(t, x)-+w{t, х), к-^+оо. (3.64) 

Тогда функция w является автомодельным решением уравнения (3.63) 

w(t,x)=i*g®, 1 = -%-. (3.65) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие (3.64) означает, что 

(k In kf и (kt, №х) --> w(t9 х), k - -v + ос. (3.66) 
Умножим обе части (3.66) на б^/2, '6=const>0, сделаем замены f->6/, 
х-+ЬЧгх и положим k'=kb. Тогда получим 

N 

(JUL)2 ф> in k'f и (k't, (k')v*x) -у bTw (б/, б2 х) 
\ 1п£' / 

Однако в силу (3.64) левая часть сходится при &'->-+оо к w(t, x), т. е, 
w(tr x)=bN/2w(8t, 8ъх) для любого б>0, откуда вытекает (3.65). 

В заключение покажем, что в условиях леммы 12 предельная функ­
ция Я*(1) н е зависит от начальной функции w0(|x|) и является един­
ственной в следующем смысле. 

Т е о р е м а 14. Пусть $=l+2/N и и0 = и0(\х\) ФО удовлетворяет 
(3.50). Пусть равномерно на каждом компакте из RN 

Ят(т, !)->£*(!), т-^+оо. 
Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как было показано ранее, в сделанных пред­
положениях предельными могут быть только функции вида (3.60), где 
Мб [Л, Я] , т. е. остается доказать, что в данном случае возможно лишь 
одно значение постоянной М, а именно 

которое, тем самым, не зависит от начальной функции. Интегрируя 
уравнение (3.58) по RN, что можно делать в силу (3.57), приходим к ра­
венству 

d% 

Тfl gT (т) U*> - l gT (т) Ь + w > } • т > °- (3-69) 

В силу равномерной по т ограниченности ||£"г(т) IL1^) (см. (3.57)) из 
(3.69) вытекает требование сходимости интеграла: 

,+°° G{gT)(%)d% 1 т + 1пГ 
< + оо (3.70) 

для всех т0>0. Однако в условиях теоремы G{gT){x)-+G(g*) при 
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х->+оо. Отсюда с необходимостью получаем условие 
2 

С^=у|в.Ц-|?.ГД =0, (3.71) 
L N(RN) 

в противном случае интеграл в (3.70) расходится. Подставляя в (3.71) 
функцию g* из (3.60), приходим к (3.68) и, следовательно, к (3.67), что 
завершает доказательство. 

Отметим, что в условиях теоремы 14 п.а.р. (3.52) 

иа (t, x) = [(Т + t) In (T + t)]~ Ч±у fi+A.y exp 
4 (Г + 0 J 

которое описывает поведение решений задачи при больших t, удовлетво­
ряет уравнению 

дип N ип д, 

dt 2 (T + t)\n(T+t) 

которое существенно отличается от исходного (1.1). 
4. Заключительные замечания. Подчеркнем, что во многих рассмот­

ренных случаях эволюционные свойства решений задачи (1.1), (1.2) мо­
жно в определенном смысле предсказать и объяснить, анализируя струк­
туру семейства {иА} его автомодельных решений типа (3.1) или, что то 
же самое, семейства решений {0(£; \i), 0<|ы<8н} «автомодельного» 
уравнения (1.4), схематически изображенную на рис. 1 и 2. Как уже 
упоминалось ранее, функции 0(£; \х) являются либо стационарными ре­
шениями уравнения (3.46), которому удовлетворяет автомодельное 
представление решения u(t, x), либо критическими функциями, если 
0( | ; \х) обращаются где-то в нуль (отметим, что последнее является об­
щим свойством широкого класса квазилинейных параболических урав­
нений [68], [69]). Таким образом, наличие в семействе {6(£; \х)} «фи­
нитных» функций (случай р€(1, 1+ 2/7V)) гарантирует, что предельное 
распределение 0T( + oo> g) нетривиально и тем самым принадлежит клас­
су рассмотренных автомодельных функций (теорема 11). И наоборот, 
если «финитных» функций в семействе {6(§; ц,)} нет ($^l+2/N), то это 
указывает на то, что с достаточно малых начальных функций, лежащих 
ПРИ j l | - ^ + °° «ниже» любых стационаров 0(£; \i), происходит стабили­
зация к тривиальному решению (теорема 8 при иА = 0, лемма 11). Это 
означает, что здесь существуют с.ф., не принадлежащие семейству 
,{$(& !*)}• которые поэтому следует искать в другом множестве «неавто­
модельных» предельных функций (п. 1.2 и п. 3). Таким образом, струк­
тура непрерывного «поля» частных решений {иА} уравнения (1.1) позво­
ляет выделить некоторые наиболее общие асимптотические свойства 
всех его возможных решений. 

Эти представления по смыслу близки к выводам, полученным на ос­
нове метода стационарных состояний [70] — [72], в рамках которого са­
мое общее свойство локализации неограниченных решений (режимов с 
обострением) нелинейных параболических задач определялось с по­
мощью похожего анализа непрерывного «поля» функций, состоящего из 
построенных решений соответствующей стационарной задачи. В этой 
связи укажем также на работы [73], [74], где излагается один подход 
к исследованию эффекта локализации воздействия граничных режимов 
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с обострением на среду с нелинейной теплопроводностью, который, фак­
тически, эквивалентен своеобразной «аппроксимации^ граничного LS-pe-
жима с обострением на непрерывном «поле» локализованных S-режи-
мов, каждому из которых отвечает свое весьма простое автомодельное 
решение. При этом исследуемый LS-режим такого простого решения, 
проявляющего свойство локализации, не имеет. 

Общность указанных рассмотрений позволет сделать вывод о том, 
что построение полного непрерывного семейства («поля») каких-либо 
частных, достаточно простых (например, автомодельных или инвариант­
ных) решений нелинейного параболического уравнения дает возмож­
ность за счет указанной выше «аппроксимации» обоснованно судить о 
многих важных эволюционных свойствах рассматриваемого процесса. 

В заключение отметим, что с помощью построенных в § 2 автомо­
дельных решений (1.3) можно проиллюстрировать результаты работы 
[75], где, в частности, изучались условия разрешимости задачи Коши 
для (1.1) с начальным условием и(0, х)=8(х), б — дельта-функция. 
Установлено, что при p^l+2/TV она не имеет решения, точнее ее «ре­
шением» будет u(t, x)=Q, так что lim u(t, х)=0фд(х) в RN. Все поло-
жительные автомодельные решения (1.3), Г = 0 , в этом случае имеют в 
качестве начальной функцию вида 

иА(0+, x)=C\x\'2/^-i\ хфО; C=cons t>0 , (3.72) 

так что иА(0+, x)^.Li(RN), что правильно согласуется с выводом [75]. 
В случае рб(1, 1 + 2/N) автомодельные решения (1.3), Г = 0 , удовле­

творяют либо (3.72), если 6А(§)—функция со «степенной» асимптоти­
кой (2.2), либо начальному условию 

иА (0+, х) = AJS1 (х), х б RN; I = - J — ^ > 1 (3-73) 
р —1 N 

(в частности, иА(0+, х)=0 в RN\{0}), если функция 9А = 6А*( | ) имеет 
«экспоненциальную» асимптотику (2.3). В (3.73) постоянная А0 равна 

В обоих случаях при |3б (1, 1+ 2/N) иА (0+, х) ^L1 (RN). 
Таким образом, (3.72) и (3.73) характеризуют степень сингулярности 

в точке х=0 начальной функции, при которой задача Коши для (1.1) 
имеет в R+*.XRN классическое (и нетривиальное) решение. 

П р и м е ч а н и е . После того, как данная статья была послана в ре­
дакцию, нам стало известно о существовании работы [76], в которой не­
сколько иным методом получены некоторые результаты §§ 2 и 3, относя­
щиеся к анализу случая [3>1+2/А/ (случай f ^ l + 2 / W не рассматривал­
ся). Новым результатом [76], в основном, является доказательство су­
ществования бесконечномерного множества асимптотически устойчивых 
не радиально-симметричных автомодельных решений уравнения (1.1) 
вида (1.3), где функции 0А(£)>О удовлетворяют эллиптическому урав­
нению Л(6 А )=0 В RN (оператор А определен в (3.45)). Отметим, что 
для доказательства устойчивости таких автомодельных решений приме­
нимы методы, использованные в § 3 (случай [3>l+2yW). Укажем также 
на работу [77], в которой результаты [75] обобщаются на случай ква-
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зилинейного уравнения (1.11) и, кроме того, при K$<a+l+2/N. изу­
чена асимптотика решения задачи Коши и (0, х)=8(х) при t->-0. В ра­
боте [78] более подробно изложены результаты [14]. 

Авторы благодарны Л. А. Пелетье, приславшему препринты [76], 
[77]. 
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