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А. А. Самарский 

1. Введение
С развитием вычислительной техники и ее широким применением при ре­

шении научно-технических задач значительное распространение получили 
дискретные методы решения за,дач математической физики — метод конечных 
разностей (МКР) и метод конечных элементов (МКЭ). Х отя по принципам по­
строения и исследования соответствующих дискретпьтх схем эти методы отлича­
ются, однако их идейная оспова одинакова. Они являю тся основными методами 
численного решения задач математической физики. И это не случайно: 1) МКР' 
и МКЭ обладают универсальностью, гибкостью и модульностью — качествами, 
которые требуются от методов, реализуемых нри проведении вычислительного- 
эксперимента; 2) они соответствуют структуре и возможностям современных 
вычислительных машин.
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Исследование многих комплексных проблем естествознания и техники про­
водится методом вычислительного эксперимента, который предъявляет высокие- 
требования точности, экономичности, простоты реализации, утойчивости и т. д.

К а к  правило, большинство реальных задач нелинейны, причем природа 
нелинейности разнообразна. При исследовании комплексных нелинейных проб­
лем линейные задачи всегда используются в качестве моделей. Кроме того, ли­
нейные задачи являю тся  основой при теоретическом исследовании дискретных 
методов. Теория разностных схем для линейных уравнений весьма развита 11], 
для  нелинейных ж е уравнений формулируются некоторые требования общего 
характера , моделирующие в пространстве сеточных функций свойства исходно­
го дифференциального уравнения (см. п. 2).

Вопрос о точности является  основным как  для теории, так и для практики 
приближенных методов вообще. Д л я  случая, когда решение исходной задачи 
достаточно гладкое, в теории М К Р имеются многочисленные и достаточно пол­
ные исследования сходимости и оценки точности. Однако реальные физические 
процессы, как  правило, протекают в гетерогенных средах, когда разные области 
решения обладают разными физическими характеристиками, при наличии со­
средоточенных внешних факторов (сил, источников). Кроме того, для реальных 
задач входные данные являю тся  негладкими. Поэтому большое значение приоб­
ретает вопрос об исследовании точности дискретных схем в зависимости от 
гладкости решения.

Важность этого вопроса была отмечена еще в начале развития теории раз­
ностных схем. В 50—60-х годах была разработана теория однородных разност­
ных схем, которые сохраняют сходимость и на разрывных решениях в случае 
краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений второго по­
рядка с разрывными коэффициентами [2, 3J. Отметим, что классическое понятие 
погрешности аппроксимации в точке здесь дает неправильное представление о 
точности метода. При помощи специальных априорных оценок и представления 
погрешности аппроксимации в подходящей дивергентной форме для одномерных 
задач было получено необходимое и достаточное условие сходимости в классе 
разрывных коэффициентов — консервативность схем (самосопряженность раз­
ностного оператора). Этот принципиальный результат используется в качестве 
исходного требования при построении разностных схем для мпогомерных и не­
линейных уравнений математической физики. Пересмотр понятия аппроксима­
ции и развитие аппарата априорных оценок для погрешности разностного ре­
шения в сеточных нормах W l  (со), С (со) (где со — сетка) через погрешность 
аппроксимации в негативной норме позволило получить новые априорные оцен­
ки и расширить представление об области применимости однородных разност­
ных схем для уравнений с частными производными.

Можно сказать, что для одномерных стационарных задач в настоящее время 
имеются фактически исчерпывающие результаты, включая построение однород­
ных разностных схем любого порядка точности для уравнений и систем обык­
новенных дифференциальных уравнений с краевыми условиями произвольного 
вида, имеющих обобщенные решения из W \  [4—7J. Перенесение этих методов 
на многомерный случай, однако, оказалось недостаточно эффективным и позво­
ляло получить лишь заниженные оценки точности (натфимер, О (]/7i) вместо 
О (h ) в одномерном случае).
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2. Сходимость к обобщенным решениям
При изучении многомерных задач .математической физики с негладкими 

данными мы естественно приходим к понятию обобщенного решения. Здесь 
особое значение уже приобретает конструкция разностной схемы и изучение 
ее сходимости для  задач с обобщенными решениями из некоторого класса. Са­
мыми естественными являю тся  соболевские классы Wp.

Обобщенное решение дифференциального уравнения определяется как  
■функция, удовлетворяющая некоторому интегральному тождеству. Таким об­
разом, классическая трактовка погрешности аппроксимации как невязки при 
подстановке точного решения в разностную схему и ее оценка при помощи фор­
мулы Тейлора не является  естественной. В свое время, как  было уже отмечено 
выше, отказ от такой трактовки понятия аппроксимации оказался  полезным 
при исследовании сходимости разностных схем для одномерных задач с разрыв- 
лыми коэффициентами. Там приходилось бороться с отсутствием аппроксима­
ции при нарушении гладкости в отдельных заданных узлах сетки. Однако мо­
жет оказаться, что в случае обобщенных решений аппроксимация отсутствует 
во всех узлах сетки. Таким образом, необходимо отказаться от классического 
определения погрешности аппроксимации и использовать подходящие его обоб­
щения.

Первые результаты по исследованию сходимости дискретных методов для
задач с обобщенными решениями из W \  были получены в теории МКЭ. Так как  
погрешность метода Ритца минимальна в смысле энергетического скалярного 
произведения, то оценку сходимости МКЭ удалось свести к проблемам' интер­
поляции и аппроксимации, которые хорошо изучены в конструктивной теории 
функций. Д л я  эллиптических задач 2/п-го порядка в МКЭ получены следующие 
■типичные оценки сходимости [81:

\ \ У к ~  « ! |  я < М Ш ' * - ‘ Ч ! г Н [  7,  ,  & > * .  ( 1 )
11 У ^  I I I! (Q) W

где | h j — характерный размер шага; Q — область определения точного реше­
ния и (х)\ W t  (£2), к  —- 1, 2,. . ., — пространство Соболева; уь (х ) — приближен­
ное решение, рассматриваемое как  элемент ий (Q); (к — 1) — степень полино­
миального продолжения, s т\ М  — постоянная, не зависящ ая от /г, а (х). 
Dh (,х), Типичным для МКЭ является  случай s — пг. Д л я  сеточного уравнения 
Пуассона, полученного с помощью треугольных элементов, оценка (1) верна 
при 5 — 0, 1. к -  2 [8, 9].

Д л я  М К Р до сих пор типичными были оценки (т — 1)

IU — 1/!!^1(1о ) < 'М [/г12 !1и !1с^)9 (2)

где 0 ) — сетка в Q, W<> (со) — дискретный аналог пространства Wl (Q). Если 
даже Q — прямоугольник, то условие и Q С4 (Q) должно быть дополнено тре­
бованием выполнения условий согласования решения дифференциального урав­
нения в угловых точках области [10, И ].  Сравнение (1) для МКЭ при к =  2, 
з — 1 и (2) для-МКР приводит к задачам: 1) получить нужную скорость сходимо­
сти МКЭ в случае гладких решений без повышения степени полиномиального
продолжения (в сеточном аналоге нормы W l  (Q)), 2) получить для разностных 
■схем оценки с сохранением порядка сходимости при понижении гладкости ре­
шения. Решение 1-й задачи для МКЭ получено различными авторами.
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Д л я  эллиптических задач 2-го порядка верна оценка [8. 91

|| уи -  - it |j 1 _ <  Л/ | h |ь' j5 и || fr+l , к  >  2, (3)

где (Гз — дискретное множество точек области. Д л я  линейных треугольных эле­
ментов оценка (3) при к — 2 получена в [9], где й> — множество вершин тре­
угольных элементов. Другие оценки получены в [12, 13]. В литературе по МКЭ 
оценки (3) называются сверхсходимостью в узлах  о> [8].

3. Согласованные априорные оценки
Б  последние два года для эллиптических задач удалось получить оценки схо­

димости ряда разностных схем, близкие к оптимальным [15—23]. Основной ин­
терес представляют такие априорные оценки, в которых порядок скорости схо­
димости разностной схемы согласован с гладкостью решения исходного диффе­
ренциального уравнения. Но определению априорную оценку для погрешности 
разностной схемы пазовом согласованной с гладкостью решения, если она имеет 
вид

II у  U И с; <  М  I // р - '  !| и I! , к 5, 5 ;> 0, (4)
|! У  V ;  ( с о )  '  1 1 11 "^2  ( £ 2 )

где к, s — целые числа; |f • и || • ^  — соболевские нормы на множестве

функций дискретного и непрерывного аргументов соответственно.
Х отя оценку (4) можно трактовать как  дискретный аналог оценки (1) для 

МКЭ, метод получения (4) существенно отличается от теории МКЭ. Он опирает­
ся на специальное представление погрешности аппроксимации. Представление 
погрешности аппроксимации я]; разностной схемы должно быть согласовано через 
оператор разностной схемы с нормой, в которой получается оценка сходимости. 
Например, если разностный оператор А  представляется в виде суммы Ах -\- 
- \ - A z =  А  и ищется оценка в норме Л2, то погрешность аппроксимации необ­
ходимо представить в виде А}тц А 2у\.г ij), где гц, т]2 имеют порядок О (| h |fr)
на обобщенных решениях из W l ,  к - -  1, 2. Д л я  сравнения укажем, что приме­
нявшееся ранее представление погрешности аппроксимации в так  называемой 
дивергентной форме можно условно трактовать как  представление в виде сум­
мы — A ' l2r\i -f- A ' t  ТЫ оно затем использовалось для получения априорных 
оценок погрешности z =~ у  — и в энергетической норме || z \\л  — (Az, z f ^  через
li 'Hi II “г II "Иг II- При этом г)1 ИГ)2 имеют тот же порядок О (| h  |/;), но на решениях 
из к — 1,2. Таким образом, указанное выше обобщение понятия аппрок­
симации позволяет существенно ослабить требования, предъявляемые к решению
(W l  вместо СК+1), и обеспечивающие сходимость со скоростью О (| h |*) в Ь 2 (со).

Н иж е излагаются результаты, полученные в работах [14—221 на основе но­
вого аппарата исследования и построепия разностных схем на минимальных 
шаблонах, а именно — получены согласованные априорные оценки вида (4) и 
исследована скорость сходимости к обобщенным решениям линейных и квази­
линейных эллиптических и параболических уравнений.

Развитый метод сводится к  следующим этапам: 1) построение разностных 
схем с помощью осредняющих операторов точных схем для обыкновенного диф­
ференциального уравнения второго порядка, 2) представление погрешности 
аппроксимации в соответствующем виде (например, в виде гр =  A i.r|i г  .Л.2 П2 ) 
и получение априорной оценки для погрешности разностной схемы. 3) оценка

1  / , ,  7  З а  к а  а  Л »  3 0 5S i-
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составляющих (например, гц и г\2) погрешности аппроксимации на обобщенных 
решениях и  оценка скорости сходимости разностной схемы.

Этот общий подход и концепция согласованных оценок сходимости последо­
вательно применяются к эллиптическим уравнениям второго и четвертого по­
рядков, к параболическим задачам и осесимметричным уравнениям Пуассона и 
уравнениям Лямэ теории упругости [14—22]. Д л я  фиксированных эллиптичес­
ких схем по существу получен спектр оценок, среди которых а) имеются принци­
пиально новые оценки вообще для теории дискретных методов, например, оцен­
ки в Ь р и оценки сходимости для  решений из W h  б) к ак  частные случаи, содер­
ж атся  известные в литературе оценки; эти оценки улучшают ряд оценок в М К Р ,
например, оценок скорости сходимости в С и W*.

Д1ы остановимся здесь па некоторых применениях метода согласованных 
оценок.

4. Сходимость разностной схемы к решению из WJ (Q)
Пусть Q — {О <С ха <С Za , 3> 0, а  =  1, 2} — прямоугольник с границей 

Г, со — {£(i) =  (iihi, i2, h2) G £!} — сетка в Q страницей  у CZ Г. Рассмотрим пер­
вую краевую задачу

L u  — L\U -|- L 2u —/  (х), х  — (a:i, х 2) G Ф  и (х) — 0, х  t  Г,

Lal1 =  ('ка ^  “ <]а Ы и ’ а  =  1 > 2 • (5)СС V (X J
Задача допускает разделение переменных, функции ка (х): да (х) и /  (х) удовлет­
воряют условиям:

О <  Cl <  ка (ха) <  с2, ка (ха) t  L l  (Q), qa (xa) >  0, qa (xa) G L p (£2), p  >  1, 2,
2 df

f  =  f ( x )  =  ^ - ^ r - ( x ) - \ - f o { x ) ,  f a { x ) ^ L 2 {0‘), а  =  1 ,2 ,
а=1 ^

/о (х) G L2+e(£2), 8 > 0 ,  (6)
которые обеспечивают принадлежпость решения и =  и (х) =  и (a?i, х 2) задачи 
(5) к W \  (Q) [24]. П ам понадобятся некоторые результаты теории разностных 
схем для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка [1]:

1ж = ^ 1 к ( х ) ^ - )  — д { х )и  =  — !(х) ,  0 < > < Z ,  и ( 0) =  0,  и(1) =  0. (7)dx  \  dx

Д л я  этой задачи на произвольной неравномерной сетке со =  {a:;, i =  0, 1, 
2. . . N ,  x Q — 0, x n  =  1} в [25J построена точная разностная схема

А у =  {ау*)~ — dy =  ~  ф (ж), 0 <  х  =  ih <  I, у {0) =* 0, у {Г} =  0.
(3)

Здесь приняты обозначения
. , . У{~  У i-г У^л ~  У{ ,y =  y ( x i) ^ y i, у-  = ------ ------, у ~ = ------ j------ , hi —  х-г Xj_lf

г

=  - 7 7 -  - j -  hi+1).

Коэффициенты а =  а$,' d =  <2*, ф =  ф$ выражаю тся через значения коэффициен­
тов' к (x)t q (яг), /  (х) в окрестности Xi-i х  x i n  узла х-г (формулы для них 
не^выписываем, отсылая к [25]). В частности, ср — f f ,  где оператор Т (который
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мы называем оператором точной схемы или осредпяющим оператором точной 
схемы) обладает следующим свойством: Т  (L u ) ~  А и  в каждом узле сетки. 
Формулы для Т в общем случае уравнения (7) мы не приводим, отсылая к 
[25, 15]. В частном случае к (х) 1, q (х) == 0, т. е. при L u  ■— и"  оператор
точной схемы Т имеет вид

х—o,5ft+
f  =  r 2, T u = - L  jj 1(1) dl ,  /< =  /!;, /i+ =  /(j+1, (9)

х—0,5 h

где T  — ойератор осреднения по Стеклову.
Д л я  двумерной задачи (5) имеем L  — +  Л2, а  =  1, 2 — оператор

точной схемы, соответствующий L^:

(L au ) =  А аи - (aaUxa)-a — dau , (10)

где cia., da — коэффициенты точной схемы для  уравнения L au — —F (х) при 
ф и к си р о в а н н о м у  — а ,  (} =  1, 2, Операторы TW и для задачи (2) пере­
становочны, 7’(1) 7^-2) — Поэтому действуя оператором yd) J 4 2 ) на
уравнение (5), получим разностную схему:

Лг/ =  —ф (х), ж е © ,  у =  0, х (: у, (11)

Л  =  b2A i  +  b i A 2, ф -  b a -  Т М  (1 ) ,  а  =  1, 2 .

Решение и =  и [х) задачи (5) как  функция из W \  (Q) может быть не опре­
делено в узлах  сетки. Поэтому мы будем сравнивать сеточное решение у (х) 
задачи (11) с некоторым средним значением (проекцией) й (х) решения и  =  
— и (х) задачи (5) в окрестности узла х  (; со. Определить й (х) можно по-раз­
ному. Положим, например,

_ f Т \ Т zU, X £ со,
а(ж) =  1 о ,  * б 7 ,

где Т а, а  =  1, 2 — оператор осреднения по Стеклову (9) по переменной ха

Xv\h{j'2

T au { ' t x 2) =  ̂ -  u ( l t x 2)dl ,  h1 =  (h1)il, /iJ =  (Ai)il+1.

Справедлива следующая
Т е о р е м а  1 ([20]). Если  выполнены условия (6), то разностная схема (11) 

имеет первый порядок точности в L 2 (со), и верна оценка

где М  =  const 0 не зависит ни  от h, пи  от решения и .
При доказательстве теоремы используется представление погрешности ап­

проксимации в виде
о

ij- =  А и  ер =  2  Ла %,
а-.-1

и применяется лемма Брамбла — Гильберта [20].

7*
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З а м е ч а н и е  1. Аналоги теоремы 1 имеют место для краевых задач 2-го 
н 3-го рода, для  квазилинейного уравнения (5) с правой частью / — /  (ж, и ), для  
задачи в цилиндрических координатах (г, z), а также для случая

где (о — равномерная сетка с шагами hi и h2, справедлива априорная оценка 
(4), в которой, р  --  2; к — 2, 3, 4 и к  — 2 <; s ^  2.

В частном случае р — 2, s --  1, к =  2, 3 она получена В. Вайнельтом 
[14]; нрн р  — 2, s — 0, к — 2,3 — Р. Д. Лазаревы м и В. Л. Макаровым [19], 
при р — 2, 5 = 1 ,  А: =  3 ее можно рассматривать как  аналог результатов по 
«сверхсходимости градиента» МКЭ [8, 9]. При р  =  2, s =  2, к - -- 4 оценка со­
держит результаты [26, 27], где предполагалось, что и  £ С4 (Q). Здесь аналогов 
с МКЭ нет.

5. Схема второго порядка точности на решениях из W| (Q)

Рассмотрим задачу с разделяющимися переменными
L u  — (L i  -{- L 2) и — —/  (x), x  (xi, x 2) Q Q; и (x) ~  0, x t  Г,

Условия (14) обеспечивают принадлежность решения этой задачи к W \  (Q). 
Путем замены переменных уравнение (14) сводится к  (5) или к (12) при qi =

Д л я  задачи (13), (14) построена, по аналогии с предыдущим пунктом, пяти­
точечная разностная схема и доказано, что существует такая  неравномерная 
сетка, на которой схема имеет второй порядок точности в L% (со); если же коэф­
фициенты ка более гладкие и, помимо (13), выполнено условие кг {х2), к., (а^) £

Lu (Li +  Li) и — q (х) и — — / (ж),
о о

когда q (х) £ L (Q).
З а м е ч а н и е  2. В случае задачи Дирихле в прямоугольнике

At/ =  +  -^4- — — /  (х), х  £ Q; и (х) =  0, х  £ Г
дх] дх2

для пятиточечной разностной схемы
А у -  ijxlXl Ч- Ух,х, =  - T \ T \ f  (я), х  -  со; у  (х) =  О, х  (: у,

(13)

(14)

=  0, q2 ^  0.

£ W L (&), то эта разностная схема имеет второй порядок точности в L 2 (оз) 
на произвольной равномерной сетке, при этом верна оценка

6. Схемы для уравнения четвертого порядка
Рассмотрим краевую задачу в прямоугольнике Q
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где п — внеш няя нормаль к границе Г,
2

2  k afi (X ) 1Й 1 >  CL ( g  Й 2, Cl =  c o n s t  >  0, 
a,pj=i

где | i ,  — произвольные вещественные числа. На равномерной сетке ш =
=  {х ~  {iihu i2h2), ia— 1, 2, . . N a — 1, A a=  U N a, a  ^  1, 2}, w == {а:-- ( г А ,  
2̂ ^ 2 ) 1  ' 0: • • •, Ng,) (X —: 1, 2},

У =  Ш \  0 , Y± a  — {x 0 Vi COS (жд, и) =  + 1 } ,  a  — 1, 2

задачу (15) аппроксимируем разностной схемой
2

S  (brjpij- )- —  ю (х), arfco,
'x.'frU 1 ж̂ лУ л'а*л«

г/(г) =  0, г/7 х 0*0 =  0» ж 0 Y±a, a  — 1,2 , (16)лссз о̂с

где — 2’irl/cafi (•£), Ф - T \T \ f ,  Т а — оператор осреднения по Стеклову по 
переменной а ,  (3 = 1, 2.

Если f  (х) е w t l (Я), кац (г) € W L  (Й) Г) (Q), 1 =  0, 1, то для раз-
ыостной схемы (16) будет справедлива оценка (4) с s =  2 и к =  3 -J-1 , 1  — 0,1.

Аналогичные результаты имеют место и для квазилинейного уравнения чет­
вертого порядка с правой частью /  — /  (х, и).

7. Схемы для параболических уравнений
Разработанный математический аппарат применяется в [18, 20] для построе­

ния  и исследования разностных схем для параболического уравнения в области 
Qt -  й  [0, Т]

duldt  — L a  (я, t), (х, t) £ Qr , QT =  Q x  (0, Л ,  (17)

и  (ас, 0 )  =  u 0 (x), x  t  Q; u  (ж, £) =  0 ,  x  £  Г ,  0  <C t Г ,

где оператор L  определяется по формуле (5). Д л я  этой задачи строим чисто не­
явную схему

Ьф, ( ^  ~ — Аг/ (ж, f) ■ j- ер (х, I), ж^со, ££(0Т,

У 0) =-̂  (и0 (я)), ж £ ш, у (х, t) =  0, ж £ v, 2 £ о)т, (18)

где ф -= (/ (я, £)); со — сетка в прямоугольнике Q; v — ее граница;
сог — {tj -- /т ,  ; — 0, 1. . . .,}, а оператор А. определяется формулой (11).

Предположим, что решение и  — и (х, t) задачи (17) принадлежит W l ’ 1 (Qt )-
Обозначим а (х, t) — осреднение й (х, t) по Стеклову по переменной t\

t
Ti (х,  ̂ U(x, 0)d0,

t — X

где й (х. t) определяется по формуле (9).
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Т е о р е м а 2. Если  решение задачи (17) и (х, t) £ W \  1 (Qt ), то справедлива- 
оценка

У -  U « « 0.x»,) < м  ( т \LAQt) +  I ft I II и  llwi.»(Qi-) ), (19>

где у — решение разностной задачи(  18), М  — const 0 не зависит от т, /г, и.  
З а м е ч а н и е !  Аналогичный результат справедлив и для схем с весами,.

в том числе для  явной и симметричной схем.
3 а м е ч а н и е 2. Переходя в (19) к пределу при т 0, получаем оценку

О (1 h  |) для метода прямых в случае и £ W l ' 0 (Qt )-
З а м е ч а н и е  3. Все изложенные выше результаты сохраняют силу д л я

трехмерного случая и для квазилинейного уравнения (17) с правой частью*
f  =  f  (х, t, и), удовлетворяющей условию Липшица по и.
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УДК 517.96:[533.95+537.2]

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ПЛАЗМООПТИЧЕСКИХ (магнитоэлектрических) СИСТЕМ

А. Г. Свешников, С. А. Якунин

1. В настоящей работе будут рассмотрены некоторые вопросы построения 
ж исследования математических моделей определенного класса задач плазмо- 
оптики, раздела плазмодипамики, связанного с получением и управлением ин­
тенсивными потоками заряженны х частиц. Д л я  рассматриваемого класса задач 
характерно выполнение следующих физических условий;

L,  Rin  -^ел- (1)

Здесь %ц Хщ К н  — длины свободных пробегов ионов и нейтральных атомов по 
отношению к столкновениям друг с другом; L  — характерный масштаб системы; 
7?!л, — характерные значения ларморовских радиусов ионов и электронов. 
К  плазмооптическим системам относятся различные устройства, находящие мно­
гочисленные применения в научных исследованиях и технике [1—3]. Это в пер­
вую очередь плазменные ускорители, служащие для создания мощных компен­
сированных ионных потоков, устройства плазменной корпускулярной оптики — 
плазменные линзы, плазменные энерго- и масс-сепараторы, плазменные элемен­
ты ионных инжекторов, магнитоэлектрические ловушки и т. д. Все эти системы 
получили в настоящее время широкое применение. Так плазменные ускорители 
работают в космосе как  электрореактивньго двигатели [4], широко применяют­
ся в научных экспериментах, начиная от активных воздействий па ионосферу 
15] и кончая инжекцией в термоядерные установки; наконец, на их основе соз­
дана вакуум ная ионно-плазменная технология, совершившая настоящую ре­
волюцию в технике. Плазменные линзы, энергоанализаторы и масс-сепараторы


