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О МЕТОДЕ СТАЦИОНАРНЫХ СОСТОЯНИЙ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭВОЛЮЦИОННЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

В настоящей работе на нескольких примерах конкретных задач для квазили­
нейных уравнений и систем параболического типа излагается один достаточно об­
щи^ подход -  так называемый метод стационарных состояний исследования су­
щественно нестационарных задач математической физики. Он основа» на построении 
и анализе специального семейства стационарных решений, удовлетворяющих рас­
сматриваемому уравнению ’’ ’почти всюду”  (поэтому их удобно называть состоя­
ниями, подчеркивая, что они не являются стационарными решениями в обычном 
смысле). Фактически предложенный метод использует тот факт, что в семействе 
стационарных состояний содержатся в некоторой ’’параметризованной”  форме 
многие важные эволюционные свойства решений нестационарной:задачи. Подчерк­
нем, что метод применим к задачам с достаточно произвольными нелинейностями, ч
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когда никаких подходящих устойчивых автомодельных или в общем случае инва­
риантных решений задача не допускает. В тех же случаях, когда последние сущест­
вуют и определяют асимптотическое поведение решений, метод стационарных состоя­
ний, как правило, дает те же результаты, которые, тем самым, близки к опти­
мальным.

1. О б щ а я  х а р а к т е р и с т и к а  м е т о д а .  Пусть G С — произволь­
ная неограниченная область в с гладкой границей 9G, 0 €  G; А  (и) = Ф(х, и, 
Vu, А и ) , х  €  G, и = (и1г и2, . . . ,  ик)  — параболический оператор второго порядка, 
В(м) = \р(х, и, дм/Эи), х Е  9G (Э/Эи — обозначение производной по направлению 
внешней нормали к ЭG )  — ’’граничный”  оператор первого порядка. Функции Ф, (р 
считаются достаточно гладкими, А (0 ) = В (0 ) = 0. Рассмотрим эволюционную (па­
раболическую) задачу

(1) мг = А(м), f > 0 ,  * € G ;  В(ы)|э с =0, f  >  0;

(2) u (0 ,x )  = u0(x ) = (u0l( x ) > 0 , . . . , u 0k( x )> 0 ) ,  * € G .

ПуЬть существует единственное достаточно регулярное решение и = («j, иг, . . . ,  ик) , 
щ >  0 задачи, определенное в G при всех 0 <  t <  Т <  + °°, причем оно является 
существенно нестационарным (неограниченным) в том смысле, что

(3) max и,(?, ())-»• + 00 при ' ■
‘ 1 < 7 < *

В дальнейшем для удобства будем считать, что х  = 0 при всех 0 <  t <  Т  является 
точкой абсолютного максимума по х  функции u ( t ,x ) .

Основная проблема, которая здесь возникает, состоит в конструктивном 
описании пространственно-временной структуры нестационарного решения на раз­
витой стадии его эволюции (при временах t, "близких”  к Т ~ ) . В дальнейшем основ­
ное внимание будет уделено проблеме л о к а л и з а ц и и  н е о г р а н и ч е н н о г о  
р е ш е н и я .  В соответствии с [1 -3 ] решение задачи (1 ), (2) называется л о к а л и ­
з о в а н ы » ,  если оно неограниченно возрастает при t Т~ в области локализации 

■ *
n L = и  { х е с \ щ (т - , х )  =+°°\

<=1

конечных размеров. Если же хотя бы одно щ(г, х )  -*• + °°, t -+ Т~ всюду в G, то 
локализация отсутствует. Отметим, что локализация является фундаментальным 
свойством эволюционных уравнений, существование (или отсутствие) которого 
никак не связано с видом начального возмущения и0( х ) .

Хорошо известно, что наличие у  (1 ) подходящего стационарного решения 
щ (х ) часто выделяет в пространстве начальных функций множество притяжения 
JH такое, что включение и0 £  М  гарантирует стабилизацию u(t, х )  ->- us (х )  при 
t -*■ + °°. Это в конечном счете обеспечивает близость нестационарного решения к 
стационарному при всех достаточно больших t. В данном случае в силу предполо­
жения (3) указанная ситуация невозможна, тем не менее определенная ’’близость”  
u(t, х )  теперь уже к семейству стационарных состояний все же имеет место.

Основное предположение, необходимое для строгого обоснования метода, 
представляет собой п р и н ц и п  м а к с и м у м а  в следующей форме: если и ̂  
и и<2> — достаточно регулярные неотрицательные функции, удовлетворяющие (1 ), 
то из условия и ̂  (0, х )  >  i/ 1̂  (0, х )  в G следует неравенство и №  {t, х )  >  
>  (t, х )  в G для всех допустимых t >  0. Отметим, что принципу максимума
удовлетворяют практически все корректно сформулированные задачи для нели­
нейных параболических уравнений, а также для широкого класса параболических 
систем квазилинейных уравнений.
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Сформулируем основное утверждение. Пусть существует \ U x ( x ) \ ,  1 ^ =
= W {,  U \ , U * } ,  U \ >  0, -  некоторое семейство непрерывных стационарньк 
решений (состояний), удовлетворяющих при каждом значении параметра X >  О 
(X = (X j , Х 2 X*.) е  R *) задаче*

(4) A (U X)  = 0 п.в. в G; В(Ux)  I эс = 0; tfx(0) = X,

причем sup U\ (x ) = Ux (0 ). Все последующие результаты получены на основе сле-
X

дующей общей леммы, доказательство которой целиком основано на принципе 
максимума.

Л е м м а .  В сделанных предположениях для любого X >  и0 (0) найдется 
такое 0 <  t \ <  Т  и такая непрерывная кривая 1\ С G, соединяющая точку х  = 0 
с некоторой точкой границы bG, что

(5) u(f\, 0) = X; u(tx, x )  >  Ux(x), х £ 1 х.

Знак равенства = означает, что и,-(А, 0) = X,- хотя бы при одном 1 <  / <  к, а не­
равенство ^  в (5) следует понимать в том смысле, что для любого х  G 1\ найдется 
такое 1 <  / <  к, что u/(t\, х )  >  U { (x )  (для различных х  £  1\ значения / также 
могут быть различными).

Неравенство (5 ) позволяет оценить снизу пространственный профиль не­
стационарного решения, при этом вид оценки будет зависеть от параметра X >  0, 
в определенном смысле ’ ’равного” амплитуде решения u(t, 0 ). Более того, как 
показывают многочисленные оценки, полученные, в частности, с помощью построе­
ния приближенных автомодельных решений [2, 4 ], часто при некоторых ограниче­
ниях справедливо более сильное утверждение, а именно: при каждом достаточно 
большом X = u(t, 0) решение u(t, х )  ’’структурно близко”  к U\(x) в области ин­
тенсивного роста решения. Это, например, справедливо для широкого класса ква­
зилинейных уравнений вида ut = V (k (u )V u )  + Q (u ) ,  V (- ) =gradx (- ) (см. [5 ,6 ]). 
Следует отметить, что (4 ) представляют собой эллиптические задачи, которые под­
робно изучены. Кроме того, в ряде случаев для применения метода достаточно вы­
вести из (4 ) лишь более или менее точную оценку стационарного решения. Рассмот­
рим теперь некоторые примеры использования данного метода.

2. З а д а ч а  К о ш и  д л я  к в а з и л и н е й н о г о  п а р а б о л и ч е с к о ­
г о  у р а в н е н и я .  Пусть (1 ), (2) — это задача Коши (G = R ^ )

(6) ut = V [ * ( l  Vh I) Vm]+G(m), t >  0, x 6 R f ; и (0 ,х )  = ио(х )> 0 ,

где ^ ( s ) ,  Q(s) — достаточно гладкие функции 'P (s) >  0 , Ф '( 5)  >  0 , Q(s) >  0 при 
s >  0. Задачу (6) можно рассматривать как одну из простых моделей возникновения 
в нелинейной среде нестационарных диссипативных структур. Покажем, что в этом 
случае дает применение метода. Напомним, что по предположению u(t, х )  <  u(t, 0) 
в Rw при всех 0 <  t <  Т. Пусть для простоты и0(х )  радиально-симметрична (тогда 
этим же свойством обладает решение u ( t , x ) ) .

Построим семейство радиально-симметричных стационарных решений { j, 
X G R+, удовлетворяющих всюду, где они положительны, уравнению (в осталь­
ных точках полагаем U\ = 0)

(7 )  ~ h l  ^ 1 ) А ' ] ' + £ ( Ц 0  =  0 > г ~  11*11 > 0 ;  0 * (О )  =  Х.

* Способы построения семейства { U\(x~)} с нужными свойствами указаны в приводимых ниже 
примерах.
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Решение задачи (7) существует, причем
+

(8)

где Ф -1 (£) -  функция, обратная Ф(£)£- Отсюда в силу леммы (см. неравенство (5) ) 
при выполнении легко проверяемого условия U\(x) -*• + «> при X -*• + °° всюду в 
R l решение (6) не локализовано и u(t, х )  -*• + <» при t -+Т~ всюду в (посколь­
ку здесь кривая 1\ произвольна). Это так называемый HS-режим эволюции тепло­
вой структуры. Если же U\ (х ) -»• + °°, X -*• + 00 в ограниченной области из R N (S-ре­
жим) или даже в одной точке х  = 0 (LS-режим), то следует ожидать появление ло­
кализованных решений. В случае уравнения со степенными нелинейностями 
Ф(1 Vm| )  = I Vm| ° , Q(u)  = и® (а >  0, 0 >  1), когда (6) допускает автомодельные 
решения (см. [7 ]) ,  приведенный анализ дает верные результаты: /3 <  а +1 — HS-ре­
жим без локализации, Р = а + 1 (S ) и /3 >  а+  1 (LS ) — решение локализовано. Для 
случая /3 = а + 1 из (8 ) получаем, что диаметр области локализации должен быть 
не меньше D =  2 [(о +  2)ЛГ1/<0+1>/(а+ 1 )] («+*>/(»+О

3. П а р а б о л и ч е с к о е  у р а в н е н и е  с н е л и н е й н ы м и  к р а е ­
в ы м и  у с ш о в и я м и  в т о р о г о  рода .  Рассмотрим в качестве (1 ) еще одну 
скалярную задачу

(9) и*= t > 0 ,  х > 0 ;  - [Ф (м )Ы х = о  = i (u ) ,  t > О,

где Ф >  О, 0, g >  0 — заданные функции. Семейство стационарных состояний 
здесь строится особенно просто

£ /^ )  = ^ - 1|^( X) |l — J,  х > 0 ,  Х>0.

Отсюда, если Ф (Х)/#(Х ) -+ ц, \ ->■ + °° и д = + °°, то Lfx (x )  -»• + °° при X -*•+«» всю­
ду в RV, и решение не локализовано. Напротив, если д е  R+, то может быть лока­
лизация (S-режим) в области £lL с мерой mes D.L >ц .  В случае ц = 0 решение мо­
жет обращаться в бесконечность в одной точке х = 0, так как это справедливо для 
иж ( х ) . Для частного случая задачи (9 ) со степенными нелинейностями Ф(м) = 
= и0* 1, g (u )  = (а >  0, /3 >  1) сформулированные выводы подтверждаются 
на основе построения точных автомодельных решений. Для задачи (9 ) неравенство
(5) принимает вид

{*(„(,, 0 ) ) [ l - I I I , * ]  }. t ~ T - .

и довольно наглядно иллюстрирует возможность описания структуры нестационар­
ного решения в ’’параметризированном”  виде.

4. С и с т е м а  к в а з и л и н е й н ы х  у р а в н е н и й. Рассмотрим теперь
задачу Коши (G = Rw)  для следующей параболической системы двух уравнений 
с ’ ’перепутанными” нелинейностями в диффузионных членах: *

(10) щ = V (uMV «)+ M p, vt = V (uvVv) + vq, t > 0 ,  x G R n ,

ще д >  0, v >  0, р >  1, q >  1 — постоянные. Нелинейности в уравнениях степенные, 
однако, как нетрудно убедиться, задача не допускает автомодельных решений при 
произвольных значениях параметров. Применим лемму. Пусть для простоты началь­
ные функции {м0, v0\ зависят только от г -  Их В. Пусть U*, V* — радиально-сим­
метричное стационарное состояние, U*(0) = F *(0 ) = ^удовлетворяющее уравнениям

(И) V(V*VU) + UP = 0, VCVVtO+V* = О, x € R n,

[ 1 == U\(x), r >  0,
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и строго положительное в некотором шаре со* С (в существовании I f ,  V* не­
трудно убедиться после сведения (11) к эквивалентным интегральным уравнениям). 
Тогда система (11) допускает целое семейство стационарных решений, которое 
в данном случае удобно записать в виде

(12) Ua = a 2(c!+>l - 1'>tmU*(ax), Va = a2<'p+u~ 1'>fmV*(ах), x G R N ,

где т = (q -  1) ( р  — 1) — црф 0 и а >  0 -  параметр. При всех а функции Ua, Fa по­
ложительны в областях соа = \х\ ах е  W j}. Это семейство эквивалентно {С/\} прй 
специальном выборе X = (Х 1( Х2)  = (a2 а2 (р+р -0  /"<) _ Из (12) всилу
леммы получаем, что основные свойства неограниченных решений задачи зависят 
от знака т. Если т <  0, то при а -»-0 получаем: (Ua, Va)  ^ + ° °  в.сюду в RN и сОд -*• 
-*■ R n , поэтому в силу неравенства (5 ) локализация отсутствует. Если же т >  0, то 
{Ua, 'Va)'-*- + ° ° r а -»• + «> только в точке х =  0 (так как со» = {0 } ) ,  поэтому реше­
ние может быть локализовано в области с нулевой мерой. Осталось рассмотреть 
случай т = 0, когда (11) имеет такое семейство решений:

Ux =\U * (x ),  Г\ = Х(р_1)/мГ*(х ), x G R * ;  \ > 0 .

Отсюда (U\, F\ ) -> +оо при X -> + °° всюду в o>i, поэтому решение не может быть 
локализовано в шаре меньших, чем , размеров.

Необходимо подчеркнуть, что в случае систем уравнений данный метод вы­
деляет лишь те основные, свойства неограниченных решений, которые не зависят 
от специфики начальной функции. Более детальное исследование возможно на основе 
других, в частности численных, методов (см. [8, 9J, где получены интересные ре­
зультаты для систем типа (1 0 )).

В заключение отметим, что метод стационарных состояний дает верные ре­
зультаты для значительно более сложных задач, в том числе для задач без принципа, 
максимума.
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