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1. При численном решении задач газовой динамики (ГД ) в переменных, 
отличных от лагранжевых, необходимо каким-либо образом аппроксимировать 
выражения, описывающие процессы конвективного переноса массы, импульса и 
полной энергии. Если в основу аппроксимации уравнений ГД кладется система 
законов сохранения [1 ], то дискретные аналоги соответствующих конвективщдх 
членов оказываются дивергентными и однозначно определяют конвективный пе­
ренос тепла. Анализ широко используемых в практике разностных схем таких, как 
схема Лакса—Вендроффа [1 ], Мак-Кормака [2 ], Годунова [3 ], Белоцерковского— 
Давыдова [4 ], Жмакина—Фурсенко [5] и других, показывает, что следующие, из 
них дискретные аналоги конвективных производных, описывающие перенос внут­
ренней энергии, не являются консервативными. Это значит, что в указанных мето­
дах присутствуют дополнительные источники или стоки энтропии, обусловленные 
несогласованностью аппроксимаций основных конвективных потоков.
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Нарушение энтропийного баланса может оказывать существенное влияние 
на получаемые результаты [6 ].

В работах [7—11] предложены общие подходы к построению разностных 
схем ГД в эйлеровых и смешанных эйлерово-лагранжевых (СЭЛ) переменных с 
консервативйой аппроксимацией конвективного переноса полной, внутренней и 
кинетической энергии, массы и импульса. Такие схемы названы полностью кон­
сервативными [7 ], или схемами со сбалансированными аппроксимациями кон­
вективных потоков [10,11].

Класс схем с указанными свойствами достаточно широк и включает в себя 
как схемы с произвольным наперед заданным порядком аппроксимации на доста­
точно гладких решениях [10 ], так и схемы с аппроксимацией конвективных про­
изводных ’ ’вверх по потоку”  [11 ] .

2. Практика расчета задач ГД  в эйлеровых переменных показывает, что схе­
мы с аппроксимацией конвективных членов направленными против потока разнос­
тями оказываются монотонными и хорошо отражают физическую картину течения. 
Основным недостатком указанных схем является нелинейная аппроксимационная 
диффузия [12], величина которой возрастает с увеличением скорости переноса ве­
щества из одной ячейки в другую. Схемы с симметричной аппроксимацией конвек­
тивных членов практически лишены этого недостатка, однако приводят к  образо­
ванию нефизических осцилляций в окрестностях разрывов. Объединение достоинств 
схем зтих двух типов осуществляется в различных модификациях метода коррек­
ции потоков [5, 13, 14]. Так, в [14] идея коррекции потоков реализована на основе 
сравнения схем первого и более высокого порядка аппроксимации.

Подход, аналогичный развитому в [14 ], позволяет построить полностью 
консервативный алгоритм коррекции потоков для задач ГД в СЭЛ переменных.

3. Рассмотрим для простоты одномерную систему уравнений ГД в СЭЛ пе­
ременных, соответствующую случаю плоской симметрии [11]:

D pJ  bpw D pa J  bpuw ЬР
+ -------=0 , ---------  +

D t b% D t Ь% Ь%

DpeJ bpew РЪи

(1 ) - 5 Г * - э Г = - 1 Г

Здесь p — плотность, e — удельная внутренняя энергия, Р  — давление, у — пока­
затель политропы, и — скорость, % — ’’опорная переменная”  [ 1 1 ] ,  х = х (£ , t )  — де-

- т D  ,картовы координаты точек опорной переменной, J  = -----> -------- оператор диф-
Э£ D t

ференцирования по времени при фиксированной переменной %; <р(£, ?) -  задан­
ная функция, определяющая закон перемещения ’’опорной”  координатной системы 
относительно-неподвижного наблюдателя. Случай = 0  соответствует эйлеро­
вым переменным, ( ? , f )  = м (| ,? ) — лагранжевым.

4. В области % €  ( —«> ,+ «> ) введем равномерную разностную сетку с ша­
гом Пусть со: { ih%, i  = 0 , ± 1 , . . . ,  ± ° ° } — множество узлов сетки, со: {(/ + 0,5)h%, 
i = 0 , ± 1 , . . . ,  ± 0 0 } — множество центров ее ячеек. Обозначим через и мно­
жества сеточных функций, определенных на со и со соответственно. Пусть р, е, Р, 
flux(pMw), flux(pM2w/2)€JCtJ;x, и, у>, w, flux(pw ), flux (pew) G где flu x (pw w ),
flux(pw2 w/2), f lu x (p w ), flux (p ew ) -  конвективные потоки импульса, кинетичес­
кой энергии, массы и внутренней энергии соответственно. Аппроксимируем систему
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(1 ) разностными уравнениями, записанными в потоковой форме:

(2) ‘ (Щ +к  ~  Щ+к)1тп + [flux (pw )] I+1 -  [ f lu x (p w ) ]= 0;

(3 ) ($)■ -  &д!тп + [f lu x (pu w )]/+i4 -  [flu x (p U W ) ] {_,/2 = -(Р н '/ г  ~  P i-V &>

(4) [(rhe)i+V2 -  <jne)i+i/2] /тп + [flux(pew )] г+ 1  -  [flux (pew )]f = - P j +Vl(ut+1 -  u() ;

(5 ) Pt+y2 = (7 “  1) (pe )/+>/2 + <7гч-'Л. Wi = Uj ~ipi(tn+1), (х,- -  х{)/тп = <ft(f„+i);

(6) qi+n =  - 0 ,5 Kc{+VlPi+ iA [ (u i+1 -  щ) -  I (m,+ i .

Здесь Щ+у2 = Pi+^2(x i+l —Xf)  — масса, заключенная в ячейку с номером (г + И ),

т„ = f „ +1 -  f „ ,  3®,- = (mf+ i/2 + mf _y2)  (и/ + ггг)/4 -  импульс г'-ro узла сетки, с;+й = 

= [т (т  -  1 )ег-+у2] ( ‘/2) -  адиабатическая скорость звука, /  = f ( t „ + i ) , f  =  f ( t „ ) , 

f = f ( t n- i ) .
Система разностных уравнений (2 ) —(6 ) будет обладать свойством полной 

консервативности при условии:

(7) [flux (pu iv)]i+>/2 = { [flu x (p w )]i+ , + [flux(pw )],-} (ui+l +щ)/4.

В этом случае из (2 ),  (3 ) следует уравнение баланса кинетической энер­
гии в виде

(Ё$к) — е № )/тп + [flux(pM2w/2)]i+i/j -  [flux(pu2w/2)](-„,/2 =

/•g-v U j ( P / + i / 2 —  P i - Y ^ ,

E ik) = (mi+y2 + mf_  у2)щ иг1А, [flu x(pz/2 w/2)] i+Vl = { [flux (pw )] i+1 ~

a ( 8 )  и (4 ) приводят к потоковой форме уравнения баланса полной энергии:

( i / n> -£-/п>)/т„ + [flux(£-<n> w + ft/ )]l4Vi -  [Аих(£-<п>и ;+Л / )]г_ *  =0 ,

Ё [ л) = [(m e )i+V2 + (me)i_y2] l 2 + E f k ),

[Пих(£^п) w + Ри )]}+ 1/2 = { [flu x (pew )];+] + [flux (pew )] ,•}/2 +

+ [flux(pw2w/2)h+y2 +Pi+yAu i + 1 +Щ ) /2.

Таким образом, при условии (7 ) система уравнений (2 ) —(6 ) будет пол­
ностью консервативной независимо от способа аппроксимации конвективных по­
токов массы и внутренней энергии.

5. Имеющийся произвол в выборе разностных схем со сбалансированными 
аппроксимациями конвективных производных можно использовать для построе­
ния полностью консервативного алгоритма коррекции потоков. Пусть

[flux (pw )] i = W jP i , [flux(pew )] /= W{(pe)i ,

(9) Pi = p / [) = P i -y 2 -  sign (wi  -  | Wf I) (p i+ i/2 -  P,-_ vi),

(pe )i = (pe),-0 = (pe)i_./2 -  sign(w,- -  I wt \ ) [ ( p e ) i+y2 -  (ре),-_й ] .

Такое определение потоков массы и внутренней энергии соответствует методу ”до- 
норных ячеек”  [12]. Уравнения ( 2 ) - ( 6 ) ,  (9 ) аппроксимируют систему (1 ) с пер­
вым порядком как по времени, так и по пространству. При симметричном опреде­
лении величин р^ и (р е )/ :

Р*  = р / П) = (ft+,% + P i - У г ) !2, (Ре)* = (ре)<п) = [(ре)/+.Л + (р е ) ,_ й j /2 ■

уравнения (2 )—(6 ) имеют второй порядок аппроксимации по переменной %.
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Для объединения достоинств обоих типов аппроксимаций рассмотрим ’ ’взве­
шенные”  величины

(10) р; = ' 4 р ) р Р } + (1 -  д/р))Рг(П), (ре)* = д /е>(ре)Р + (1 -  д(е)) (ре)р!>,
в которых весовые множители д ^  €  [0 , 1 ] ,  д (е  ̂ €  [0 , 1 ] будем выбирать на 
основе анализа поведения вычисляемых сеточных функций р, (р е ) G Жш. Приве­
дем алгоритм нахождения величин д №  S  Жа , который можно трактовать как ва­
риант метода ’’предиктор—корректор” .

Положим вначале u j p  ̂ =  0 и из (2 ) определим предварительные величины 
масс ячеек Щ+уг и плотностей Р/+у2 = mi+y2l (xI+1 -  x t) . Затем для каждой ячейки 
вычислим допустимые пределы изменения количества вещества А т + , Ат~ €  
которые в соответствии с идеологией методов ’ ’коррекции потоков”  [13] при пе­
ресчете плотностей с Ф 0  не приведут к образованию новых локальных экстре­
мумов по сравнению с имеющимися:

Д тД  и = (Р/++./2 -  Pi+yJ (xi+1 -  х,)/тп ,
Ат  г+ 1/г = - (р г + 1/г -  р .+1/г)  (х/+ j -  хг)/т„,

где
Р{+Уг ~  ( P /4 -  l/l > Р/+ / 2 )  5 P f" +  /2  Р / '+ ’л ) »

/ей? (О
Ш(г) — трехточечный шаблон с центром в точке i.

На втором этапе положим д£р̂  =  1 и определим суммы всех дополнитель­
ных по сравнению с д£р* =  0  потоков, направленных внутрь и наружу ячейки с 
номером (/ + }£):

A Qi+Vi = шах-(0, Д^-) -  min(0, A F i+ ,),

AQ,7+i/2 = max(0, A F i+ l )  -  min(0, AFj),

A  F ^ W i t p V V - p W ) .

По найденным величинам вычислим промежуточные значения д 1 €  :

± = f min.(l, Am f+i4/A<2 f+1/4) , если AQ?+Vi >  0 ,

^ '+'Л 1 1 , если AQ*+Vi = 0 ,

по которым и определим весовые множители д (р) е  :

(р ) =  1 ™ п^ + й > ^ г- й ) ’ если A F i > °>
1 \ m in ^ t_ w^ - +1/2) ,  если A F ,<  0 .

Величины д }е  ̂ определяются аналогично анализа рассчитываемого профиля 
внутренней энергии (р е ) €

Очевидно, что описанная процедура не нарушает полной консервативности 
уравнений (2 )—(7 ).

6 . Рассмотренные явные полностью консервативные алгоритмы сравнива­
лись со схемами Годунова [3 ], Жмакина—Фурсенко [5] и Бориса—Бука (SHASTX) 
[13] на одномерных тестовых задачах в эйлеровых переменных, подробно описан­
ных в [5 ]. Оказалось, что схема (2 )— (7 ), (9) с к = 0,25 практически точно в отличие от 
схемы [3] передает волну разрежения при моделировании распада разрыва сравни­
тельно небольшой интенсивности ( Р 2 /Р1 = 2, Р2 /Р1 = 1, 7  = 1,4). Фронт ударной 
волны при этом остается монотонным и размазывается на 2—3 расчетные ячейки. 
При расчете сильного разрыва (Р 2/Л = 480, P2/Pi = 8 , у = 5/3) полностью консер­
вативная схема также обладает заметными преимуществами во всех областях 
течения.
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Полностью консервативный метод коррекции потоков на распаде сильного 
разрыва оказался заметно точнее схемы SHASTX, хорошо передает веер волны 
разрежения, а в областях контактной границы и ударной волны приводит к, резуль­
татам, практически совпадающим с полученными по схеме Жмакина—Фурсенко [5 ].

7. В схеме (2 )—(7 ) используются три временных слоя для-скорости и й два -  
для остальных переменных. Описанный подход без существенных изменений рас­
пространяется и на явную полностью консервативную разностную схему, трехслой­
ную по всем переменным (р , е, х, и)  [11]. Практическим критерием устойчивости 
обеих схем оказывается условие Куранта [12].

Полностью консервативный метод коррекции потоков обобщается на случаи 
двух и трех пространственных измерений и произвольные криволинейные системы 
координат.

Московский государственный университет . Поступило
им. М.В. Ломоносова 27 V 1983
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A.M. ДЕНИСОВ

МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ I РОДА В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Рассмотрим задачу приближенного решения операторного уравнения I рода 

(1 ) А х  -  у,

где А  — линейный, вполне непрерывный оператор, действующий из Я ! в Н 2 (Я ь  
# 2  — действительные сепарабельные гильбертовы пространства). Предположим, 
что А  определен на всем Н и  А Н Х -  Н 2 и ker А  = 0. Пусть правая часть (1 ) известна 
приближенно, т£. заданы элемент y s и число 5 такие, что || ^ 5  -  ^  || <  6 . Задача ре­
шения уравнения ( 1)  некорректна [ 1 ] .

Пусть Vi — некоторый ортонормированный базйс в Н 1. Рассмотрим множество

УДК 517.988.8 М А Т Е М А Т И К А

(Представлено академиком А.Н. Тихоновым 4 I V 1983)
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