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УДК 517.95 

О приближенных автомодельных решениях одного класса 
квазилинейных уравнений теплопроводности с источником 

Галактионов В. А., Курдюмов С. П., Самарский А. А. 

§ 1. Введение 

1. В работе рассматриваются квазилинейные параболические урав
нения вида 

^=A(u)~V(k(u)Vu) + Q(u). (1.1) 
dt 

Здесь V(-)=gracU(-)> t и х=(хи . . . , xN)dH!* — соответственно вре
менная и пространственная координаты, u=u(t, x)^0 — искомое ре
шение. Функции k(s)^0, Q ( s ) ^ 0 определены при всех s^O, £€ 
G C ^ R ^ n c a o , +oo)) , QGCMR+^nCCtO, +oo)) , k(s)>0 при s > 0 
(последнее неравенство означает параболичность уравнения (1.1)). 

Уравнение (1.1) используется для описания различных физических 
процессов, в частности, процесса диффузии тепла в нелинейных сплош
ных средах с объемным энерговыделением. В этом случае функция 
k(u) играет роль нелинейного коэффициента теплопроводности, а 
Q(u)—мощности объемных источников энергии, зависящих от темпе
ратуры среды и^О. 

Отметим, что (1.1) допускает эквивалентное представление 

-g-=A(«) = A(p(«) + Q(«), (1.1' 
dt 

N 
где А = 2 д*/дх? — оператор Лапласа и 

9(s)=$Sfe(Tl)d!b s > 0 . (1.2) 
о 

В дальнейшем для (1.1) будут рассматриваться либо первая краевая 
задача в некоторой области Q(t)czRN с, вообще говоря, подвижными 
границами или задача Коши, когда Q(t)=RN. В большинстве случаев 
нас будут интересовать существенно нестационарные решения u(t, x)> 
когда закон энерговыделения Q{u) в (1.1) таким образом «согласован» 
с коэффициентом теплопроводности k(u) (и в краевой задаче — с гра
ничными условиями), что 

max и (/, х) -> + °° О -3) 
хеш 

при t-^+oo или в течение конечного времени — при £->Т-<+'«>. 
В последнем случае функция u(t, x) называется режимом с обострени
ем (t=T — момент обострения) или неограниченным решением. Подоб
ные законы нарастания величин в режиме с обострением используются 
для описания различных сильно нестационарных физических процессов 
(см., например, [1]—[3] и приведенную там библиографию). 
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Кроме того, будет рассмотрен один класс задач, в которых при не
которых фиксированных k и Q в зависимости от краевых данных спра
ведливо либо (1.3), либо противоположное ему условие 

max u(t, x)->0, /-> + ос. (1-4) 

Во всех рассмотренных случаях на асимптотической стадии разви
тия процесса (т. е. /-^+оо или t-+T~) существенными являются «вкла
ды» обоих нелинейных членов в правой части (1.1). В работе изучают* 
ся пространственно-неоднородные образования — диссипативные струк
туры, рассматриваемые, как результат «нелинейного взаимодействия» 
процессов диффузии тепла и энерговыделения (см. [3] — [5]). При 
этом краевые условия на границе dQ(t) выбираются таким образом, 
чтобы в некотором смысле «стабилизировать» возникающую нестацио
нарную структуру и сделать ее асимптотически устойчивой (см. об 
этом ниже). Каждой паре функций {&, Q} ( + краевые условия) отвеча
ет семейство нестационарных диссипативных структур с характерными 
законами пространственно-временной эволюции, в определении кото
рых состоит основная цель работы. 

Исследование проводится с помощью построения так называемых 
приближенных автомодельных решений (п. а. р.) уравнения (1.1) при 
весьма широком выборе коэффициентов k и Q. Оно тесно связано и во 
многом опирается на результаты работ [6]—[9] (см. также [10], [11]), 
где похожими методами изучалась краевая задача для уравнения (1.1), 
N=1 при Q(J/)E==0. Особо подчеркнем, что представленное исследова
ние охватывает весьма широкий класс уравнений (1.1) с коэффициен
тами &, Q достаточно общего вида. 

2. В настоящее время весьма подробно изучены стационарные дис
сипативные структуры, отвечающие уравнению (1.1). Они удовлетворя
ют стационарному уравнению 

Acp(u(x)) + Q(u(x))=0 (1.5) 

(ф определяется из (1.2)) и соответствующим краевым условиям. За
меной ф(й)—У уравнение (1.5) сводится к полулинейному виду 

Av(x)+q(v(x))-=0, (1.50 

где q(v) = Q(q)~i(v)), ф -1 — функция, обратная к ф (ф"1 существует в 
силу монотонности ф). Исследованию нелинейных эллиптических задач 
для уравнений (1.50 общего вида в ограниченных и неограниченных 
областях посвящено большое количество работ (см., например, [12] — 
[21] и приведенную там библиографию). В ряде случаев получены до
статочные условия асимптотической устойчивости стационарных реше
ний уравнения (1.1), при выполнении которых 

\\u(t, x)— г(*)1М>, *-м-оо, (1.6) 
или неустойчивости, когда (1.6) не имеет места (см., например, [14], 
[19], [22]—[29]). Как правило, требование (1.6) выделяет в простран
стве начальных функций некоторое «множество притяжения», отвечаю
щее фиксированному стационарному решению и. Это же справедливо и 
для параболических систем квазилинейных уравнений типа (1.1) [26],. 
[30] — [32]. В общем случае проблема устойчивости связана с исследо-
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ванием аттракторов эволюционных уравнений (см. [33] и приведенную* 
там библиографию). 

3. Что касается нестационарных структур, то эффективным методом 
их исследования является построение подходящих автомодельных или 
инвариантных решений1 уравнения (1.1), конкретный вид которых оп
ределяется путем интегрирования некоторых обыкновенных дифферен
циальных уравнений. Эти частные решения имеют, как правило, весьма 
простую пространственно-временную структуру и, что особенно важно, 
часто являются асимптотически устойчивыми в специальных («автомо
дельных») нормах относительно малых возмущений краевых данных. 
Тем самым наличие у (1.1) подходящего автомодельного или инвари
антного решения полностью определяет конечный вид нестационарной 
диссипативной структуры, отвечающей данным коэффициентам k, Q. 

Устойчивость существенно нестационарных инвариантных решений 
uA(t, х), удовлетворяющих условию (1.3) при £->+оо или ^->Т~< + оо,. 
определяется отличным от (1.6) способом. Пусть, например, при неко
торых фиксированных k и Q функция иА имеет следующий вид (типич
ный для интересующих нас решений, инвариантных относительно ло
кальной группы Ли точечных преобразований): 

иА (*, х) = £ М> (0 6л ©], I = -*- , (1.7) 
Ф (О 

где E(s), ty{t), ф(0—известные достаточно гладкие и неотрицатель
ные функции, а 6А (|) удовлетворяет обыкновенному дифференциаль
ному уравнению, которое получается после подстановки выражения 
(1.7) в (1.1). Пусть u(t, х)—решение уравнения (1.1) с другими («не
инвариантными», но близкими к ним) краевыми данными. В соответст
вии с пространственно-временной структурой выражения (1.7) опреде
ляется автомодельное представление решения u(t, x) по формуле 

Q(t,t) = -±-E~4u(t,l4)(t))l (1.8) 

где Е~1 — функция, обратная к £, и тогда асимптотическая устойчивость 
инвариантного решения (1.7) означает, что в некоторой норме 

l ie (* ,5) -e A ( i ) IKo (1.9) 
при t-^+'oo или t-*T~. 

4. В наибольшей полноте групповая классификация уравнения (1.1) 
при произвольных коэффициентах k и Q, позволяющая выделить все 
типы решений, инвариантных относительно локальной группы Ли то
чечных преобразований, проведена в [34], [35] (см. также [36], [37]). 
Отметим, что бблее общие подходы, использующие, в частности, группы 
Ли — Бэклунда, не дают расширения класса подходящих инвариантных 
решений (см. [38], [39]). Свойства отдельных инвариантных решений 
этого уравнения, в ряде случаев их устойчивость и разрешимость соот
ветствующих нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, 
изучались, например, в [26], [34] — [62] (кроме того, существует боль
шое число работ, в которых свойства инвариантных решений использу
ются неявным образом). Подчеркнем, что исследование устойчивости 
нестационарных инвариантных решений уравнения (1.1) представляет 

1 Аналогичные подходы широко используются при изучении нестационарных реше
ний уравнения (1.1) с Q ^ O (см. библиографию в [61). 
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собой самостоятельную и достаточно трудную задачу. В настоящее вре
мя подробно и практически исчерпывающе изучена устойчивость лишь 
одного семейства таких решений — ограниченных автомодельных реше
ний типа «бегущей волны» 

uA(t,x)=QA(l),%=x—Dt 
(D — фиксированная постоянная), которые допускает (1.1) в случае ис
точника Q(u) такого, что Q ( 0 ) = Q(1 )=0 , и специального вида началь
ных функций 0^.и0(х) ^ 1 в задаче Коши (см. [40] — [45], [26] и приведен
ную там библиографию). Для этого решения (1.3) не имеет места. Ав
томодельное представление здесь имеет вид (ср. (1.8)) 

Q(t,t)=u(t,t + Dt+C) 

(u(t, x)—решение, отвечающее определенному классу «неавтомодель
ных» начальных функций и0(х); величина постоянной С зависит от 
и0(х)). Под устойчивостью тогда понимается выполнение (1.9) при t->-
—>•+ оо . 

Отметим, что в тех случаях, когда иА является неограниченным ре
шением (т. е. определено на конечном интервале 0 ^ / < 2 г , < о о ) , авто
модельное представление 9(/, g) не всегда можно определить по форму
ле (1.8). В связи с этим укажем на работы [3], [48] — [51], в которых 
изучались неограниченные автомодельные решения (и их асимптотиче
ская устойчивость) задачи Коши для квазилинейного уравнения 

— - Саз (и) = V (u?Vu) +и*у , (1.10) 
dt 

где о > 0 и (5>1—фиксированные постоянные. Неограниченные реше
ния задачи Коши для (1.10) обладают той особенностью, что малые воз
мущения начальной функции приводят к малому (априорно не извест
ному) изменению длины интервала времени существования решения. 
Поэтому здесь автомодельное представление типа (1.8), вообще гово
ря, не имеет смысла, т. к. функции я|)(/), ф(0 (здесь они имеют вид t|}= 
)=(Г—Ц~и^-1\ ф=(Г—*)П»-<*+1Н/2(э-1>) и решение u(t, x) определены 
на различных интервалах изменения времени2 (в [56] показано, что в 
случае краевой задачи для (1.10) асимптотической устойчивости в смыс
ле (1.8), (1.9) можно добиться за счет выбора подходящих граничных 
условий). Применительно к такой ситуации в [50], [51] предложен и в 
одномерном случае для (1.10) численно реализован другой подход, 
позволяющий исследовать «структурную» устойчивость неограниченных 
автомодельных решений в специальной «автомодельной» норме, в каж
дый момент времени согласованной с геометрическими размерами 
структуры и не использующей в явном виде переменной L Последнее 
делает используемый в [50], [51] алгоритм устойчивым относительно 
изменений длины интервала времени существования решения. Вопрос 
строгого обоснования этого интересного подхода является открытым. 

Отметим еще одну любопытную особенность процесса горения, опи
сываемого уравнением (1.10): при р ^ а + 1 его неограниченные реше
ния являются локализованными, т. е. возрастают до бесконечности при 
t-*-T~<C+-oo в ограниченной по своим размерам части пространства 
[3], [48] — [55], [63] (см. также библиографию в [64], [65]). Возмож-

2 Здесь возникает также другая трудность — при р ^ а + 1 функция 6А(£) опреде
ляется неоднозначно [3], [48] — [51], [55]. 
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ные приложения этого эффекта своеобразной «тепловой инерции» ука
заны в [66], [67]. 

5. Групповой анализ уравнения (1.1), проведенный в [34] —[36], по
казывает, что подходящие точные автомодельные или инвариантные 
решения существуют лишь при коэффициентах ky Q некоторого специ
ального вида, в основном степенного, как в (1.10), или экспоненциаль
ного, когда k (и), Q (и) ~ехр и. 

В настоящей работе асимптотические свойства решений уравнений 
(1.1) исследуются на основе довольно общего подхода «автомодельной 
природы», состоящего в построении приближенных автомодельных ре
шений (п. а. р.) рассматриваемых задач. Их основное отличие (которое 
отражено в названии) от точных автомодельных (инвариантных) реше
ний состоит в том, что они не удовлетворяют исходному уравнению, но 
тем не менее правильно передают поведение большого класса его реше
ний на развитой стадии их эволюции. Формальная методика построе
ния п. а. р. описана в [6] (см. п. 6, § 1). Установлено, что нетривиаль
ные п. а. р. существуют у весьма широкого класса уравнений (1.1). 

Кратко охарактеризуем содержание работы. Множество всех п. а. р. 
уравнения (1.1) при различных {&, Q} допускает естественное разделе
ние на два класса. В одном из них п. а. р. строятся путем специальных 
преобразований известных точных инвариантных решений уравнения 
(1.1) с нелинейностями определенного вида (степенного, экспоненциаль
ного и т. д.). Такие инвариантные решения можно назвать «порождаю
щими». В конечном итоге наличие указанных п. а. р. выражает своеоб
разную устойчивость «порождающих» решений относительно сравни
тельно «малых отклонений» коэффициентов k и Q от соответствующих 
«инвариантных» (степенных или экспоненциальных) зависимостей. От-

. метим в то же время, что п. а. р., определяемые некоторым «порождаю
щим» инвариантным решением уравнения (1.1) с коэффициентами «ин
вариантного» вида, могут весьма существенно (в зависимости от А и 
Q) от него отличаться. Исследование различных классов подобных 
п. а. р. будет проведено в следующих работах. 

Характерной особенностью п. а. р., принадлежащих другому классу, 
является то, что они в общем случае не имеют «порождающих» среди 
всех инвариантных решений уравнений (1.1) при произвольных коэффи
циентах. Этот весьма любопытный класс п. а. р. рассматривается в на
стоящей работе. В § 2 показано, что существует широкое множество ко
эффициентов k(s) в (1.1), удовлетворяющих, в частности, условию 

k(s) 
.k'(s)\ 

+ оо, (1.11) 

и соответствующих им функций Q(s)=Qh(s) таких, что «порождающие» 
п. а. р. ua(t, x) удовлетворяют нелинейному уравнению первого порядка 
типа Гамильтона — Якоби 

^L = В {Ua) = k(U;\ (VUa)* + Qk (Uo). (1.12) 
dt ua + 1 

Оно существенно отличается от исходного параболического уравнения 
(1.1). Указанная ситуация имеет место, например, при k(s)<— 
=ln*(l+s) , X>0, QA(s) = ( l+s) ln p( l+s) , p>0 (первые исследования 
«вырожденных» неограниченных п. а. р. в случае k=\ и Q(s) = 
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= ( l + s ) l n p ( l + s ) , P > 1 , были проведены в [10], [68]). Доказанная в 
работе асимптотическая устойчивость некоторых из таких п. а. р. ука
зывает на своеобразное «вырождение» (понижение порядка) уравнения 
(1.1) на развитой стадии эволюции диссипативной структуры. Поэтому 
в соответствии с [6], [7], [10], [ И ] , [68] этот случай построения 
п. а. р. будем называть «вырожденным». Аналогичный эффект «вырож
дения» возникает при исследовании краевых задач для уравнения 

jL~±(k(u)f) (1.13) 
dt дх \ дх) 

с коэффициентом /г, удовлетворяющим условию (1.11) (см. [7], [10], 
[и]). 

Особо подчеркнем, что «вырождение» исходного параболического 
оператора в (1.1) в оператор первого порядка уравнения (1.12) имеет 
место только в случае (1.11). Можно показать, что выполнение одного 
из условий, в определенном смысле противоположных (1.11), т. е. ус
ловия 

—— -> —, s-^ + oo; a = const > 0 [к' (s)\ о 
(это, например, k(s)—sa, k(s) — s°lnx(2 + s) и т. д.) или 

\k(s) 
, >0, S->- + оо 

(k(s) =exp s, k(s) = exp(expsa), a > 0 , и т. д.), делает рассматриваемый 
случай «невырожденным», когда «порождающие» решения удовлетворя
ют уравнению вида (1.1) параболического типа. 

В данной работе через CX(Q), где Q — ограниченная область в R^, 
обозначается пространство функций с нормой 

§ 2. Глобальные приближенные автомодельные решения 
в «вырожденном» случае 

В этом параграфе строятся п. а. р., удовлетворяющие уравнению 
первого порядка и определенные при всех / > 0 . 

«Вырожденный» случай реализуется при следующих ограничениях на 
коэффициент теплопроводности k в (1.1): 

-f-OO 

J ± М - А , = + оо, (2.1) 
о 

АЩ'+оо, s-> + oc. (2.2) 
I * (S)J 

Условие (2.1) накладывает ограничение «снизу» на характер поведе
ния функции k(s) при больших s, условие (2.2) —ограничение «сверху». 

В дальнейшем нам понадобится функция £6С([0, +оо)) , определяе
мая из равенства 

E(s) 

j A(ti) dx] = s> s > 0 (2.3) 
Tl+1 

0 

Нетрудно видеть, что £ (0 )=0 , E'(s)>0 при s > 0 и, в силу (2.1), 
£ ( + оо)=: +оо. (2.4) 
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Поэтому Е осуществляет взаимно однозначное монотонное отображение 
R+

1-^R+
1 и существует E~l: R+WR+1 — функция, обратная к Е. •. 

Для удобства дальнейшего изложения введем функцию / 
co(s)= max k(E(v)). (2.5) 

T16[0,S] 

Нетрудно проверить, что в силу (2.2) 

- ^ L - > 0 , s-> + oo. (2.6) 
S 

Например, в случае, когда k является возрастающей функцией, т. е. 
G)(s) =k(E(s)), в силу (2.2) имеем 

Hm ^L=\\mk'(E (s)) E' (s) = Нт £Ш1 {Е (s) + 1) = 
S-^-4-oo S S~>+oo S^+oo К \t (S)) 

= lim 
p-4-oo *(P) 

»/lim [-*iO 1'Г-О. 
Ip-H-oo U ' (p) J J 

Условие (2.6) понадобится нам в дальнейшем. 
1. « П о р о ж д а ю щ и е » п р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е 

р е ш е н и я . «Порождающие» п. а. р. существуют при наличии следую
щей связи между коэффициентами k и Q в (1.1): 

где а^1—произвольная постоянная. Функция Е в (2.3) удовлетворяет 
тождествам 

S 

Е'1 (s) = f - ^ Л,, £ ' (F-* (s)) = i ± i - , (2.8) 
J Т) + 1 k(s) 
о 

с помощью которых легко показать, что 

Т ^ Д _ = 7 - * e + oo, а ^ 1 . (2.9) 
J «а (Л) J sa 

Поэтому (см., например, [69]) при а ^ 1 все решения уравнения (1.1) 
с Q = Q«, отвечающие ограниченным краевым данным, определены при 
всех ^>0 . Напротив, в случае а > 1 условие (2.9) не имеет места, и 
п. а. р., вообще говоря, следует искать в классе функций, растущих со 
временем в режиме с обострением. Возможность построения таких 
п. а. р. обсуждается в заключительном пункте этого параграфа (см. 
также [10], [68]). 

Укажем теперь конкретный вид «порождающих» п. а. р. ua(t, x). 
Как уже упоминалось, при любых a ^ l все они являются инвариантны
ми решениями нелинейного уравнения первого порядка 

^ = B ( a a ) = ^ ( V U a ) s + Qa(«a). (2.10) 
dt ua + 1 

В случае а < 1 функции иа имеют вид 

ua(t,x) = E[(l+t)1-aQa(t)], (2.11) 

g = &,.... ы = Л—— 
(1+ог(1-а> 

1 
1=5 ев©], 

, . . . у 

(\ -

XN 
2-а 

, Л2(ь-а) 
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при а = 1 — э т о 

6 = (6ь . . - Ы = 

г/а(*, л:)=£ ,[ехр/е а( | ) ] , 
#1 *7V 

(2.12) 

ехр ехр 

Подставляя выражения (2.11) и (2.12) в уравнение (2.10), получаем, 
что 0«(|) во всех точках, где они положительны, удовлетворяют следую
щим нелинейным уравнениям первого порядка: при а < 1 уравнению 

(vea)2 + - ^ - v e e i 
2 (1 — a) 

а при а = 1 такому уравнению 
1 

1—a 
0а + 6» = 0, 

W + Y V<U = 0 (V (.) = gradg (•))• 

(2.13) 

(2.14) 

Существование немонотонных решений уравнений (2.13), (2.14) будет 
установлено ниже. 

k(s) Qal*) E(s) 

ехр Г ln(3+s) l 
W In (3+s)J 

, Y>0 ts exp ( a - l ) In s 
lnvln s 

ln a 4n ^exp l n s / 1 - Y — W i n s 1 Ins / 

exp [In* (1+s)], 0 < v < l cse-z exp [(a—1) \nys] x 
V 

X ln a^-v> s 
~exp Y2 Ins у J 

lnv (1+s), v > 0 i s l n a + V ( a - l ) s / ( 1 + T ) a 
- exp{[ ( l+ Y )5 ] 1 + v } 

in (4+ in (1+s)) czslnVsln"-1 Ins ~exp Ins I 

~ s l n 1n a5 ^exps 

{1+ In (1 + In (l+s))}-i ~ s j n a
s In1-01 In s ~exp (s In s) 

{ l + l n * ( l + s ) } - \ 0 < Y < 1 ' 

"( l~Y) a 
l n a + Y ( l - a ) s 

^ e x p a t f - Y J s ] 1 ^ } 

{1+In (1+s)}-* ^ S In S In06 In S ~exp (exp s) 

[ l + l n ( l + s ) ] - * x 
X f l + l n f l + l n a + s ) ] } - 1 

ŝ In s In In s ln a In In s ^exp [ exp (exp s)] 

В таблице приведены некоторые характерные коэффициенты k, 
удовлетворяющие (2.1), (2.2), и соответствующие им Qa. Там же ука
заны главные члены асимптотических разложений функций E(s) в (2.3) 
при s->-+oo (в явном виде Е часто не вычисляются), с помощью кото
рых определяется конкретный вид п. а. р. 
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Более общие классы п. а. р., имеющих в качестве «порождающих» 
функции (2.11) и (2.12), будут построены в п. 2 в конце этого пара
графа. 

Обозначим через 0(£, £) автомодельное представление решения 
u(t, x) исходного уравнения (1.1), определяемое в соответствии с прост
ранственно-временной структурой п. а. р. (2.11) или (2.12). Функция 0 
при а < 1 и а—1 имеет соответственно вид 

1 2 -а 

(2.15) 
(2.16) 

е (*. 9 = О + 0~ г~а Е-1 [и (t, i (1 + о2(1~а))], 
6 (*, £) = ехр (-1) £-1 [и ( /, I exp (^J . 

Смысл функций 0(^, £) ясен из сопоставления (2.15), (2.16) и (2.11), 
(2.12). Выражения (2.15), (2.16) «устроены» таким образом, что авто
модельным представлением п. а. р. является функция 0 а ( | ) . 

Будет показано, что при выполнении условий (2.1), (2.2), (2.7), а 
также некоторых других ограничений, имеет место сходимость 0(£, | ) 
к 0а (|) при t-^Л-оо. Это обеспечивает асимптотическую «близость» ре
шений параболического уравнения (1.1) и уравнения типа Гамильто
на— Якоби (2.10). Прежде чем переходить к изложению основных ре
зультатов этого параграфа, поясним с помощью некоторых качествен
ных рассуждений и оценок, почему на асимптотической стадии 
происходит указанное «вырождение» параболического уравнения (ес
тественно, в первую очередь это связано с рассматриваемыми здесь 
типами коэффициентов k и Q). Сделаем в исходном уравнении (1.1) 
замену и=Е~1(и). Тогда для U получим следующее параболическое 
уравнение: 

— - k (Е ([/)) MJ + (Vf/)2 + Ua. (2.17) 
dt 

В результате такой же замены Ua=E-i(ua) в (2.10) приходим к друго
му уравнению 

dt 
(2.18) 

которое отличается от (2.17) отсутствием первого члена в правой части. 
Однако, нетрудно показать, что в «малой окрестности» п. а. р. Ua 
(в частности, при U=Ua) он много меньше других членов уравнения 
при достаточно больших t. Проверим последнее, например, в случае 
а < 1 , когда (см. (2.11)) 

Ua(t,x) = (l+t) - " в а ® , 1 = 

0+0 
2 - а 

*(1-а) 

(2.19) 

Отметим при этом, что Ua является точным автомодельным решением 
уравнения (2.18). Учитывая только характер зависимости оцениваемых 
величин от времени, в силу (2.6) имеем 

k(E(Ua))AUa 

(Vt/a)« 

k(E(Ua)) MJa 

h*a 

иа 

<W 

e a 

k(E(Ua)) 
1 

Л-а 

<Q (tl~a) 
i 

i-~a\ 

b{E(Ua))^ co^-*) 

1 
Д - а 

l 

0, ^->+oc; 

i 
Д - а 

1 
->0, /-> + оо. 
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Эти оценки, в принципе, свидетельствуют о возможности построения 
п. а. р. уравнения (2.17), удовлетворяющих (2.18) (см. [6]). 

Исследование «порождающих» п. а. р. проведем сначала в двух срав
нительно простых частных случаях, в которых возможен более полный 
анализ. 

1.1. С л у ч а й k(s) = l, a = 0 . Уравнение (1.1) здесь является ли
нейным, т. к. Q(s)=Q0(s) = (1+5). Нам будет удобнее записать его в 
виде 

— = ки + и. (2.20) 
dt 

Для (2.20) будет рассматриваться задача Коши с начальным условием 
и(0, * ) -=и 0 (* )>0 , xGR*; uoeLl(RN). (2.21) 

При k=l преобразование Е в (2.3) имеет вид £ ' (s)=exps—1. Как сле
дует из (2.10), п. а. р. иа при этом удовлетворяет уравнению 

^r = 7T?V + (1+^^>0 '^R iV, (2-22) 
и определяется по формуле (см. (2.11) в случае а = 0 ) 

иа (/, х) = exp [Ua (t, x)] - 1 = exp [(1 +1) Qa (£)] - 1, g = x , (2.23) 

где функция 6а(|) является неотрицательной (тогда в силу (2.23) 
ua(t, x)^0) и удовлетворяет уравнению (2.14). Нам понадобится одно 
его (обобщенное) решение 3, зависящее только от ||£||: 

ва(Ю = (l — ̂ ) + , t£RN. (2.24) 

Отметим, что п. а. р. иа в каждый момент времени финитна по х и явля
ется неотрицательным обобщенным решением уравнения (2.22). 

Формулы (2.23), (2.24) определяют вид п. а. р. задачи Коши (2.20), 
(2.21). В то же время уравнение (2.20) заменой u=vexpt сводится к 
уравнению теплопроводности и поэтому (см., например, [69]) 

М('' *> = (ТЙИ "о(^хр(-^)ф. (2.25) 

В следующей теореме производится сопоставление (2.25) и п. а. р. 
^(2.23). Как уже было принято, через Q(t, g) обозначается автомодель
ное представление решения u(t, x), которое в данном случае имеет вид 

Q(t, | ) = (l + 0 - 1 l n [ l + a ( / , | ( l + / ) ) ] . (2.26) 

Т е о р е м а 2.1. Пусть начальная функция и0ф0 в (2.21) такова, 
что 

exp(^\\x\\)u0(x)dLi(RN) при любых ч > 0 . (2.27) 
Тогда 

Ц ^ - е Д Ш С | ( ^ = о ( у ^ ) ^ 0 , (2.28) 

где да имеет вид (2.24). 

3 Здесь используется обозначение (/) + = тах {0, /} . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В результате тождественных преобразований 
•выражение для Q(t, | ) приводится к виду 

е(/,а 1 In 1 + 
ехр t и Ж, (2 Vnff 

У ! 

9 (2.29) 

d#. 

(1 + 0 
где введено обозначение 

/('.Э = |МУ)ехр[-^2 + 

В силу предположения (2.27) при любых |GR^ существует конечный 
положительный предел функции I(t, | ) при /~^+оо. 

Пусть сначала | | | | | ^ 2 . Тогда из (2.29) непосредственно следует, что 

e(M) = ( i - ^ ) - f i f + o(l)=9a(?) + o ( | i^) ,^ + oo: 
Если же Щ||>2, т. е. (1—||£||2/4) + = 0, то из (2.29) при t-++oo полу
чаем 

- ( i+ — ) 
Q(t>l)=0it l + 2 exp fm 

причем, как нетрудно убедиться, функция 
112 \ 

Ш '(*.%)}, 

ехр Ш - /(U) 
при достаточно больших t является ограниченной равномерно по £, 
: | |g | |>3. Поэтому в случае | |£| |>2 имеем 

(N In Г е й в - { ^ . ^ + . 
Тем самым теорема полностью доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Требование (2.27), вообще говоря, не является 
оптимальным. Однако в таком виде оно заметно упрощает доказатель
ство. 

З а м е ч а н и е 2. Вид п. а. р. зависит от того, каким образом опре
деляется автомодельное представление решения задачи4. Например, 
если вместо (2.26) положить 

(здесь уже Q(t, \) может принимать отрицательные значения), то в ус
ловиях теоремы 1 получаем 

eft 9 = 1 ехр 

0 + 0 
In 

K,_.it) 
(2 Vnt) ^7\N v W | 4 \2 t •).(2.30) 

П. а. р. в этом случае удовлетворяет уравнению 
{^l+Ua,t>o, хек", 

и имеет вид 
dt 

Ua{t,x) = exv[(l+t)Qa(m 1 = (1 + 0 
4 Отметим, что п. а. р., вообще говоря, является неединственным, его пространст

венно-временная структура зависит, в частности, от выбора нормы, в которой доказы
вается его устойчивость (подобные примеры приведены в [7J). 
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Для да получается тогда то же уравнение (2.13) при а=0 , однако огра
ничения 0с^О здесь нет, поэтому 

4 

Отсюда в силу (2.30) имеем: Q(t, 1)-+-ва(Ю при *->+оо, причем спра
ведлива оценка (2.28). 

Отметим, что для широкого класса уравнений, включающего (2.20), 
можно построить другие («невырожденные») п. а. р., удовлетворяющие 
параболическим уравнениям. 

1.2. С л у ч а й k(s)=l, a = l . Уравнение (1.1) запишем здесь в та
ком виде: 

— ̂ Au + ulnu, / > 0 , x£RN, 
dt 

u(0,x)=uo(x)^0, x£RN; u^L^R"). (2-31) 

Покажем, что при специальном выборе начальной функции оно имеет 
п. а. р., удовлетворяющие уравнению первого порядка 

диа (V«e)2 

* (1 + "J 
Пусть 

+ (1+ыа)1п(1+ыа). 

и0(х) = й о е х р ( - ! ^ ) , хе RN, (2.32) 

где постоянная а0 удовлетворяет неравенству 
а0>рф(1/2). (2.33) 

Задача (2.31) тогда обладает тем преимуществом, что ее решение вы
писывается в явном виде 

u(t,x) = e*p{A0expt-^ + ±Y (2.34> 

где А0 = 1па0—1/2>0. Это инвариантное решение уравнения (2.31) ука
зано в [34], [35] (свойства более общего двухпараметрического семей
ства таких решений изучались в [54]). 

П. а. р. здесь выглядит следующим образом (см. (2.12)): 

М ^ * ) = е х р [ е х р ^ . е ^ ) ] - 1 , £ = - * 
ехр ( j 

(напомним, что E(s)= ехр5—1 при £ = 1 ) , где 9 а ^ 0 удовлетворяет 
уравнению (2.14). Оно имеет бесконечное множество подходящих ре
шений 

М\+ 
<Ш-(Д.-^.Б€11". 

В$>0 — произвольная постоянная. Определяя автомодельное представ
ление решения u(t, х) по формуле (см. (2.16)) 

Э (*, В = ехр ( -1) In [l + и (t, I ехр (1)) ] , 

в силу (2.34) убеждаемся в справедливости следующего утверждения.. 
Т е о р е м а 2.2. Пусть выполняются условия (2.32), (2.33) и, кроме 

того, В,=А9=1п 00—1/2. Тогда 

l O f c B - e , © ^ = O ( e x p ( - / ) ) - ^ 0 . 
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З а м е ч а н и е 1. В условиях теоремы 2.2 выбор п. а. р. зависит от 
-начальной функции и0(х). Это существенным образом отличает данную 
теорему от предыдущей и в первую очередь связано с большей «мощ
ностью» источника тепла в (2.31) по сравнению с (2.20). 

З а м е ч а н и е 2. Так же, как в случае сб=0, при а = 1 вид п. а. р. 
зависит от способа определения автомодельного представления. 

1.3. « П о р о ж д а ю щ и е » п р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е 
р е ш е н и я при а < 1 . В этом пункте рассматриваются «вырожденные» 
п. а. р. уравнения 

20-=V(k(u)Vu) + Qa(u) (2.35) 
dt 

с коэффициентом теплопроводности k, удовлетворяющим условиям 
(2.1), (2.2) в случае а < 1 . П. а. р. здесь имеют вид (2.11), где функция 
ва такова, что выполнено (2.13). 

Прежде всего необходимо убедиться в существовании немонотонно
го ограниченного решения 0а^О уравнения (2.13). Найдем нетривиаль
ное радиально симметричное решение 6а, зависящее только от р = ||| | |. 
Оно удовлетворяет краевой задаче 

&)2 + *"~" е ; Р - - J - е . + е« = о, Р > о , (2.36) 
2(1—а) 1 — а 

е;(о) = о (е; = - ^ - ) . (2.37) 

Л е м м а 2.1. При любых а < 1 существует решение задачи (2.36), 
(2.37), определенное на ограниченном интервале 0 < р < р » < + оо, при-
чем 

6а (р) = (1 - а)1"* - 7 7 7 - Ц - Р2 + о (р2), р -> 0. (2.38) 
4 (1 — а) 

Это решение является монотонно убывающим и принадлежит С2 всюду, 
где оно положительно. 

Для д о к а з а т е л ь с т в а рассмотрим сначала случай 0 ^ а < 1 . 
Искомая функция 8а тогда удовлетворяет уравнению 

_£ 

шля, что то же самое, интегральному уравнению 

[во_еа(р) = 2~а Р* + f fl-^-T ч* + 
( 2.39) 

1 

+ т1— е. (ч) - 9" (то|2 di\ = м (90 - еа) (р), 
1 — а J 

где 90=8а(0) = (1—а)1/(1_а) (это равенство непосредственно вытекает 
из (2.36) и (2.37)). Разрешимость (2.39') при достаточно малых р сле
дует из теоремы Шаудера о неподвижной точке непрерывного преобра
зования. При этом решение ищется в множестве 

X6={w\X-.p^Qa—w{9)^+9\ 0 < p < « } , 

еде положительные величины б, Х+—1/4(1—а), 1/4(1—а)—К- выбира-
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ются столь малыми, чтобы оператор M(Q0—w\, определяемый по фор
муле (2.39), переводил множество Х6 в себя (нетрудно показать, что при 
достаточно малых 6 > 0 последнее обеспечивается неравенствами 4Л+2 + 
+ (Л-—2Я+)/(1— а) > 0 , 4Я_2 + (Я+—2А,-)/(1—а) < 0 ) . Монотонность и 
финитность решения следует из анализа интегральных кривых уравне
ния (2.39) в области 0<^е а < (1— а)1 / ( 1"а ) . Отметим, что в силу (2.390 

Оценка 0а снизу вытекает из неравенства 

(2.40) 

Qa{Qa + Jr", РП 1 

откуда 
2(1 — а) ' / 1 —а 

Т ^ 2 —а МР) ^0 4 ( 1 - а ) •г 
В силу (2.40) и( 2.41) имеем 

(1 -«> 1-а 

2 —а 
: m e s s u P P e . < 2 [ 2 ( 1 ~ a ) 

I 2—-а 

2-а _£_ 
i - a -] 2 

(2.41) 

(2.42) 
2 —а 

Отметим, что при а = 0 решение задачи (2.36), (2.37) определяется в 
явном виде по формуле (2.24). 

Если же а < 0 , то для 6а'(р) получается отличное от (2.39) урав
нение 

1 

е«(р) 2—a Р + Ы=кР ЭЛ 

1 —a -е: 4 ( 1 - а ) 
которое анализируется так же, как в предыдущем случае. Оно имеет 
смысл в области 

Р2> ^fc-*) 
Нетрудно показать, что решение обязательно пересекает границу этой 
области и тем самым определено на ограниченном интервале. При этом 
всюду в области определения справедлива оценка 

"'«Ч^-ттВг"']4 
Пусть 0а(§) —построенное выше решение уравнения (2.13). Фиксиру

ем произвольное 0<р0<р* и положим ao = 0a(po)>O. Очевидно, что 

Также нетрудно убедиться, что 

1 

(2.43) 

qa =: max | Д|9а (Q \ = max 
0<Р<Ро 

MP) + — Ч ' ( Р ) < + оо. 

Обозначим через Q0(*)<=ir шар {*| ||*||<р0(1 + 0(2~а)/2(1~а)} и через 
dQ0(t) —его границу. 

В дальнейшем для параболического уравнения (2.35) будет рассма
триваться первая краевая задача в области t>0, x£Q0(t) с условиями 

и(о, х) = и0(х)>о9 хбй0(0); и0есца0(0)), (2.44) 
1 ^ 1 ы (t, х) = £ fa0 (1 - + 0 ], t > 0, х б <ВД) (2.45) 
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(предполагается, что и0(х)=Е(а0) на dQ0(0)). В силу выбора величин 
ро, а0 п. а. р. (2.11) также удовлетворяет краевому условию (2.45). Будет 
показано, что это п. а. р. правильно описывает асимптотические свойст
ва решения краевой задачи (2.35), (2.44), (2.45). Отметим, что даже в 
случае 0 < а < 1 , когда Qa(0)=0, вообще говоря, нельзя подобно тому, 
как это сделано в пп. 1 и 2, рассмотреть задачу Коши для уравнения 
(2.Э5). Это связано с тем, что при 0 < а < 1 источник Qa(s) в (2.7) при 
малых 5>0 является вогнутой функцией. Последнее, как известно (см, 
[70]), в общем случае влечет за собой неединственность решения и от
сутствие непрерывной зависимости решения от краевых данных. При 
этом задача становится корректной, если ее решение почти всюду яв
ляется строго положительным. Однако в случае задачи Коши таких 
п. а. р. не существует. 

Из (2.44), (2.45) без труда получаем, что функция U = E"i(u) удовле
творяет уравнению (2.17), а также краевым условиям 

1/(0, х)=и0(х)=Е-*(и0(х))>0, *6Qo(0), 
1 

U (/, х) = а0 (1 + О11", * > 0, хе dQ0 (/). (2.46) 
Нам понадобятся следующие оценки функции U(ty x). 

Л е м м а 2.2. При всех достаточно больших t>0 
1 

min U(tfx) = a0(l+tf^t (2.47) 
x£Q0(t) 

l 

max U (/, x) < [Ux~a + (1 —cc) tf^, Um = max UQ (x). (2.48) 
xeQ0(t) 

Д о к а з а т е л ь с т в о (2.47) и (2.48) основано на анализе уравнения 
(2.17) в точках достижения абсолютного минимума и максимума по х 
функции U в Q0(t). 

Теперь мы можем перейти к доказательству основного утверждения 
этого пункта. 

Т е о р е м а 2.3. Пусть а < 1 и выполняются условия (2.1), (2.2), (2.7). 
Пусть, кроме того, 

flj-*>[a(l-a)]. (2.49) 
Тогда 

1 

I9</,S)-MI>fc - О Г " ^ Г " " " + > - ^ ' ^ , - ^ 0 , (2.50) 

где 9 — автомодельное представление (2.15) решения задачи (2.35), 
(2.44), (2.45). 

З а м е ч а н и е 1. Условие (2.49) автоматически выполняется при а ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим z=U—Ua, где Ua = E-i(ua) удовле
творяет уравнению (2.18) и краевому условию (2.46). Тогда для z полу
чаем параболическое уравнение 

^- = k (E (U)) Дг + VzV (U + Ua) + k (E (£/)) AUa + Ua- Ua
a, 

dt 

причем z(t, x) =0 на dQ0(t). Отсюда в силу принципа максимума заклю
чаем, что \z(t, x)\^z0(t), где положительная гладкая функция z0(t) 
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при всех достаточно больших t удовлетворяет неравенству 

- ^ J - < max k(E(U(tt х))) max | bUa(U x)\ + 
t 

+ z0 (0 max a f [vi/ (*, *)• + (1 - v) [/a (t, x)]"'1 dv. 
xeooit) 0

J 

Используя обозначение (2.5) и оценку (2.48), имеем 

k (Е (U (*, х))) < со [(£/*;<* + (1 - a) 01/(1~a)]. 

Поскольку C/e= (l+f)1 / ( 1-a )8a , справедливо неравенство 

(1 + 0 ' b ( l + o 
Учитывая, что а < 1 , с помощью (2.47) получаем 

1 

r[vf/ + ( l_v)f/ a] a-1dv: 
(1 + 0 

Таким образом, при всех достаточно больших t (скажем, при любых t> 
~>U) выполнено неравенство 

—— <,© ЦЧт л + (1 — а) Г) ] ТТТТ' + го — 
,a~i 

dt (1+0 "(1 + 0 
из которого получаем оценку 

2o(0 = 0(i+oaa° J 
1 

-ат 
а-1 

i. (1+т)1+аа° 
при £-*оо. Отсюда в силу условия ||0(f, £) — 9а(6) Нс6 < (1 + 0~1/(1"а)^о(0 
убеждаемся в справедливости (2.50). Остается установить, что правая 
часть (2.50) стремится к нулю при £-> + оо. Поскольку по предположе
нию (1—а)"1—аа0

а_1>0, получаем 
1 

lim ! puc/w" + ( i - d% = 

i i 

= (l-«)^a
 l j m coKd-a) / ) 1 -"] = 0 

( l _ « ) - i _ a a « Д - 1 f-M-n» X ^ ^ + 0 0 

( ( l _ a ) 0 i - a 

(здесь используется условие (2.6)), что завершает доказательство тео
ремы. 

З а м е ч а н и е 2. При «критическом» значении а = 1 доказательство 
сходимости по используемой выше схеме не проходит. Поэтому вопрос 
о структуре п. а. р. при а = 1 (за исключением частного случая, рассмот
ренного в п. 1.2) остается открытым. 

2. П р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я п р и а < 1 
( о б щ и й с л у ч а й ) . Ниже рассматриваются «вырожденные» п. а. р. 
уравнения (1.1) с более общим, чем в (2.7), видом источника Q(u). Из
ложим кратко общую схему построения п. а. р. в этом случае. 

Замена u = E(U) преобразует (1.1) к виду (ср. (2.17)) 

% = k (Е (£/)) Ш + (W)2 + q (£/), (2.51) 
dt 
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где 
( ( / ) = = 0 ( £ Ж . (2.52) 

ЧУ } £' (U) V ' 
Пусть q'(s)=£0 при всех достаточно больших 5>0. Мы будем предпола
гать, что зависимость q(s) при больших s «близка» к степенной sa в сле
дующем смысле: 

[ 1 Ш ' _ * ± , s-^ + oo, (2.53) 
\Я (s)J а 

q'{1*s) ^ l , s-^ + oo; £ = const>0. (2.54) 

Если q(s) = sa, то (2.53), (2.54) превращаются в тождества. Из (2.52) не
трудно получить, что 

Q(s) = ^q(E-4s)), s > 0 . (2.52') 
k(s) 

П. а. р. уравнения (2.51) будем искать в виде 

Ua (t, x),=$ (0 Эа (Е), g = - ^ , (2.55) 
ф(0 

где положительные монотонно возрастающие функции -ф (^), ф(£) подле
жат в дальнейшем определению, а 0а является радиально симметричным 
решением обыкновенного дифференциального уравнения (2.13). Если 
q(s) =s a , a < l , то, как показано в п. 1, ф(£) = (1 + 01/(1~а)> Ф(*) = 0 + 
+ 0(2~а)/2(1"а), и выражение (2.55) определяет «порождающее» п. а. р. 
В общем случае, когда функция q не является степенной (хотя и «близ
ка» к ней), зависимости -ф и ф также, вообще говоря, не являются степен
ными. П. а. р. (2.55) удовлетворяет уравнению 

- ^ - = ч>' (0 ва (I) - (Ц) -=£-) (о v 6 e .s . (2.56) 

Однако в силу (2.13) 

6Л = (1 - а) ( Э Д 2 + ^ - V^ a l + (1 - а) 92. 

Подставляя это равенство в (2.56), имеем 

+ ! ^ ~ ~—1 (0V âi: + (l-a)W^-«)(0^. (2.57) 
L 2 г|) ф J 

Функции \|)(0 и ф(0 определяются из наглядного требования «макси
мального совпадения» правых частей уравнений (2.51) и (2.57). Это да
ет следующие зависимости: функция г|з определяется, например, из.ра
венств 

* ' (0 = г ^ — ' М О ) . * > 0 ; Ч><0):— 1, (2.58) 

а ф имеет вид 

*® = \г*-т$\Г' t>0- (2'59) 

Из (2.57) тогда получаем 
Шл (Way + G (0 VUux + H (t) Ifi, (2.60) 

dt 
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где введены обозначения 

Ой _(.*=• *._.£)«. Яй-(^1)й. (2.61) 

Легко видеть, что в случае «порождающих» п. а. р. Gs=0, # = l и (2.50) 
совпадает с (2.18). 

Рассмотрим теперь для (1.1) краевую задачу в области t>0, хб 
&Qo(0 = {*|IUII^Po<p(0} С начальным условием (2.45) и граничным 
условием 

U(t, x)=a0$(t), t>0, x£dQ0(t) (2.62) 

(здесь постоянные а0 и р0 выбираются так же, как в п. 1.3). Отметим, что 
условию (2.62) удовлетворяет п. а. р. (2.55). В исходных обозначениях 
U=E~i(u) это условие имеет вид 

u(t,x)=E[a0$(t)], t>0, x£dQ0(t). (2.63) 
При этом п. а. р. 

Ua (/, Х)=Е (Ua) = Е ДО (0 % (£)], I = — ^ - , (2.64) 
Ф(0 

исходного параболического уравнения (1.1) удовлетворяет такому урав
нению: 

- ^ - : = В (/, иа) = - ^ - (Vuaf + G{t)Vua.x + H (t) Qa (ua). (2.65) dt ' ua -f- 1 

Автомодельное представление решения г/( ,̂ х) определим по формуле 

Так же, как в п. 1.3, нам понадобятся оценки решения задачи (2.51), 
(2.45), (2.62) снизу и сверху. 

Л е м м а 2.3. Пусть выполняются условия (2.53) и (2.54). Тогда при 
всех достаточно больших t>0 справедливы оценки5 

min U(t,x) = aQy(f)t (2.67) 
l 

max •£/(/, x) ̂  (1 — a ) 1 " ^ (/), (2.68) 
*ea0(*) 

где ty(t) определяется из (2.58). 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы основано на оценках, вытекающих из 

принципа максимума, и использует тот факт, что решение um(t) эквива
лентной «пространственно-однородной задачи» 

- ^ ( 0 = ?(Ит(0). * > 0 ' ' ^ т ( 0 ) > 0 (2.69) 

асимптотически совпадает с функцией 60i|)(0- Действительно, из (2.69) 
имеем um{t) ^F*1 (t), где F~l — функция, обратная 

'<Hi ^ L - S > 1 . 
Г? (Л) 

1 

Тогда, последовательно раскрывая неопределенности, имеем (см. (2.58)) 

H m f(»„(0) = l j m м/(0 в l i m < i -« )» ' (0 = L 
tf *-»+«> 0 (60ll> (0 ) ^-Ч-оо ?(Ф(0) 

5 Здесь и далее символом ^ обозначается асимптотическая эквивалентность функ
ций при /->оо. 
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Здесь использовано выводимое из (2.54) условие 

j~r^U s-> + cx>; £ = cons t>0 . (2.70) 
ъ Ч w 

Перейдем теперь к доказательству основного утверждения этого па
раграфа. 

Т е о р е м а 2.4. Пусть коэффициенты уравнения (1.1) удовлетворяют 
условиям (2.1), (2.2), (2.53), (2.54) и, кроме того, выполнено неравенст
во (2.49). Тогда 

| | e ( M ) - 9 a ( g ) | | C | ^ 0 , / + + ос, (2.71) 

где 6 — автомодельное представление (2.66) решения задачи (1.1), (2.44), 
(2.63). 

З а м е ч а н и е . Оценка скорости сходимости 0->0а при t-+- + оо будет 
получена в процессе доказательства теоремы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2.51) и (2.60) следует, что функция z = 
= U—Uа удовлетворяет при t>0, x£Q0(t) уравнению 

— - k(E ([/)) Дг + V* . V (Ua + U) + k{E(U)) Ша — 
dt 
- G (t) VUa.x + [q {U) - q (Ua)] + [q (Ua) - H (t) [/?], 

причем 2 = 0 на dQQ(t). Отсюда в силу принципа максимума и оценок, 
полученных в лемме 2.3, имеем \z(t, x) \^z0(t) всюду в Q0(t)9 где огра
ниченная гладкая функция z0 при достаточно больших t>0 такова, что 

- 5 - (о=я& ад ( 0 1 4 S - + р « IG w 1 * w+г°(/>ft< w + & w- (2*72) 

где 
<7« = max|Ase«(£)|, pfl = max| V69fl(£) • Ц < + оо, 

/i ,(0= max U f ( v I / + 0 — v ) ^ e ) d v = 9 ' M ( 0 ) . ' - * + «>; 
*€OoW о 

gQ (t) = щах | q (Ua(t, x)) - H (t) U% (t, x) |. 

Для доказательства сходимости решения задачи к п. а. р. в смысле 
(2.71) достаточно показать, что z0(t)/ty(t)-+0 при t-^+oo (см. доказа
тельство теоремы 2.3). Из (2.72) непосредственно следует, что 

М О —л J(t) Г оз[90г1)(т)]я|)(т)^т / ( 0 Г | 0 ( л | ^т 

1 1 

ф(0 J / ф 
1 

где через / обозначено выражение 
J (t) = exp $М*) dt 

Нетрудно проверить, что в сделанных предположениях 
t 

-аГ^О—a) , f-V+oc. 
In t|? (0 
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Действительно, 

JMT) d% 
lim 

= a0" (1 —a) lim 
/-++00 

Отсюда получаем 

lim y'fofrfl»*^ = 
*-*+«> lp' (0 

n - i 

П W ] Woo У (S) 
U'W>)J 

a - i /̂ i ч 
= do a ( l — a ) . 

d% 
l 

In \p (/) 

Поэтому, учитывая (2.59) и (2.6), имеем 

J(t) = ехр ln\p(0 

lim hit) 

m)fla(1'a). 

l j m
 ш (0о^) Ф = 

1 — a0
a *a (1 — a) fiVoo cp2\p 

lim 
1—flo a ( l — a ) /-п-в 

Аналогично получаем 

lim /2 (/) = Pfl 

* - M - o o i - e f l
w a ( i - a ) ^ 

lim 
+ 0O 

* (0 

2 — a ip ф' 
2 t|/ ф 

Pa 
im 2 [ l - < - 1 a ( l - a ) ] ^ 

2 - a — L / * 1 4 ' 
•ф W 

Pa 
2 [ l - < - 1 o ( l - o ) ] 

поскольку в силу (2.58) и (2.53) 

Ф Y 

l _ a _ lim ( - f V (О 
/-»+оо \ Яр / 

- о , 

lim W (0 = lim M M ' <7(t|>) = 1 - 1 
* - н - о о V яр / a|)->+oo L q (яр) _ Ц ц>. 

im 
>—H-oo 

r(ip) 

Наконец, рассматривая выражение h(t), имеем 

lim /3 (0 = -L-2- lim max 
/-и-оо l — a0 a (1 — a ) *-*+<» Ti6[aO'0o3 

1-

?' № J 

<7 (Ляр ( 0 ) 

1—a. 

= 0. 

Рассмотрим один конкретный случай применения теоремы 2.4. 
П р и м е р 1. Пусть 

*(s)=ln*(l + s), <7(s)=saexp[lnT(l+s)], 5>0, (2.73) 
где А^О, а < 1 и ^6(0, 1) —постоянные. Нетрудно видеть, что условия 
(2.1), (2.2) и (2.53), (2.54) здесь выполнены (последнее обеспечивается 
неравенством ,у<1). Из (2.3) имеем 

£(5) = ехр{[(Х+1)5]Л+1}-1, Е-Цз) = \пш (1 + s) 
Х+1 

Поэтому в силу (2.52') источник Q в исходном уравнении (1.1) имеет 
вид 

Q <s> = ^ ^ Г 1пЛ(а"1)+а (1 + 5) exp {lnv [l + l n ^ + s ) ] } ^ 

~ 5—. ln^ a-1>+ asexp[a+ 1)* In*Ins] (2.73'> 
(Я+1)а F l ' 
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'при больших 5. Таким образом, как следует из теоремы 2.4, при соответ
ствующем выборе краевого условия уравнение (1.1) с коэффициентами 
(2.73), (2.730 имеет п. а. р. 

АгИч иа (/, х) = ехр {[(X + 1) * (0 б* ®1 } - 1. 6 
Ф(0 

тде функции г|), ф определяются по следующим асимптотически точным 
/при t-^+oo формулам (см. (2.58), (2.59)): 

г|>(0 = (1 + tf-exp {j—L- In (1 + 0]V} , 

Ф (0 s (1 + 0 2(l"a) ехр { 1 [ j - L - In (1 + 0]V) • 

3 . 0 н е о г р а н и ч е н н ы х п р и б л и ж е н н ы х а в т о м о д е л ь н ы х 
р е ш е н и я х в « в ы р о ж д е н н о м » с л у ч а е . Как уже отмечалось, при 
а > 1 уравнение (2.35) может, вообще говоря, не иметь глобального ре
шения и поэтому («порождающие») п. а. р. следует искать в классе функ
ций, определенных на конечном интервале изменения времени. Такие 
п. а. р., удовлетворяющие уравнению первого порядка типа Гамильтона— 
Якоби (2.10), существуют и имеют сходный с (2.11) вид 

Ua(t,x)=E[(T-t) «ва©], 

I — (?1> • • • > %Ю — | £Г£ » • • • > а_2 

(2.74) 

(т __ /)2(а -1) гр A 2(a-i) J 

Здесь TGR-b1 — произвольная постоянная (время существования реше-
1 

a-i , ния). Поскольку а > 1 , имеем ua(t, 0) =Е[(Т — t) " 0а(0)]->- +оо при £-*• 
—•Т~<+°°. Подставляя (2.74) в уравнение (2.10), получим для функ
ции |Эа;^0 следующее уравнение первого порядка (ср. (2.13)): 

(V9fl)2 _
 2Го121) VlQal ~ ̂ T 9a + 6" = °" (275) 

Нетрудно показать, что при любых а > 1 существует нетривиальное не
монотонное решение уравнения (2.75), зависящее только от р= | | | | | . Оно 
удовлетворяет краевой задаче 

(8*)2- ?~Л е;Р L.ee + e? = 0, p>0, (2.76) 
2 (а — 1) а — 1 

в; (0) = 0. (2.77) 
Л е м м а 2.4. При любых а > 1 существует (обобщенное) решение 

•вв>0 задачи (2.76), (2.77), причем 
i 

ва(р) = ( а - 1 ) " а - 1 - — - Ц - Р
2 + о(р2), р ->0. (2.78) 

Это решение является убывающим и принадлежит С2 всюду, где оно по-
ложительно. При 1 < а < 2 решение финитно, при а > 2 — строго положи
тельно в R+1. 

Локальная разрешимость задачи (2.76), (2.77) устанавливается так 
же, как при доказательстве леммы 2.1. Монотонность решения, удовле
творяющего (2.78), непосредственно вытекает из вида уравнения (2.76)« 
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Если 1 < а < 2 , то из (2.76) также получаем 

Qa ^ - + 62 = -«111-в^> 0. 
а—1 2(а—1) Г 

Отсюда 

е;< — ^ Y - еГ 1 ) ] 2 , е. (0) = е0 = (а - 1 ) " -1. 
Интегрируя это неравенство, получаем оценку сверху решения 6а через 
неполную бета-функцию и, в частности, условие финитности 

1 
1 а Г 

messup P e a < я2 (а— l)"2^"1) V 2 (a -1) / < + ^ ^ ? g ) 

\2(а —1)У 

При а = 2 уравнение (3.4) интегрируется и его решение представимо 
в явном виде, например 

[cos2(—), р ^ я , 
ee(p)= U / Г (2.80) 

I 0, р>я. 
Если же а > 2 , то, как следует из (2.76), имеем 

а ~~2 о«р — ва =:— еГ — е £ < о. (2.81) 
2 (а — 1) * а — 1 

Выберем р!>0 такое, что в (р±) >0 . Тогда из (2.81) получаем 
2 

ОС-2 

ee(p)>ee(Pi)(-f) , p > P l , 

и тем самым решение является строго положительным. 
Отметим также, что искомое решение да при всех р>0 не меньше, чем 

убывающее решение задачи 

гг-£=\гр—1-rf=s>, р>°; /(°) = ео' 
2 (а — 1) а — 1 

которое подробно рассматривалось в [7], [10], [11]. Функция f ( p ) ^ 0 
определяется из некоторого алгебраического соотношения, что позволя
ет вывести оценки 0а(р) снизу. Отсюда, например, в случае 1 < а < 2 по
лучаем 

2-а 

г 2 — а 12(а~г) 

mes supp 0fl > mes supp / = 2 
L а— 1 J 

Используя преобразования и=Е~^(и) и иа=Е-1(иа), так же, как в 
п. 1, нетрудно показать, что при а > 1 в «окрестности» п. a. p. Ua = 
= (Т—0"'1/(а~1)0а(^) происходит асимптотическое «вырождение» при t-+ 
-^Г" параболического оператора в правой части (2.17) в оператор пер
вого порядка уравнения (2.18) (об этом же свидетельствуют и другие 
качественные оценки [10], [68]). Однако, строгое доказательство сходи
мости автомодельного представления 

1 2-а 
6 (t, l)=(T — tf^E [ua (tt ИТ — t) 2{а~г))] (2.82> 

решения уравнения (2.35) к 6а(£) при t->T~ провести не удается. Встре-
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чающиеся здесь трудности, в общем, типичны для задач, решения кото
рых эволюционируют в режиме с обострением (см. [50], [51], [56]). На
пример, в случае задачи Коши время существования решения Т зависит 
от начальной функции и поэтому автомодельное представление (2.83) 
«неустойчиво» по отношению к ее малым возмущениям. Для некоторых 
классов задач устойчивость неограниченных автомодельных решений 
можно обеспечить выбором подходящих краевых условий (см. [56]). 
В данном же случае ввиду «недивергентности» дифференциальных чле
нов в правой части (2.17) ни один из методов [56] не дает положитель
ного результата. Метод доказательства теоремы 2.3 так же не проходит, 
поскольку вместо (2.49) здесь появляется требование 0о

а_1а<1/(а—1), 
которое при а > 1 и 80= (а—l)-1/^-1) (см. лемму 2.4) выполненным быть 
не может. В то же время отметим, что результаты численных расчетов 
задачи Коши для (2.35) при k=\, N=\ свидетельствуют о сходимости 
в(̂ > £)-^9а(5) при t-+T- [68] (автомодельное представление 0(^, | ) при 
этом определяется иным, отличным от (2.83), способом; например, при 
а = 2 это 6(f, g) = U(t, £)/[max U(t, x)],Q* имеет вид (2.80)). 

м 

§ 3. Заключение 

Ниже для систематизации полученных в § 2 результатов приведена 
так называемая «плоскость краевых задач» для уравнения (1.1). Вдоль 
осей, расположенных на «плоскости», отложены классы (как правило, 
однопараметрические семейства) функций {Щ и {Q}, упорядоченных по 
характеру изменения коэффициентов k(u) и Q(u) при больших и. Каж
дой точке «плоскости» соответствует свое семейство нестационарных ре
шений, отвечающих данным коэффициентам уравнения, причем, как уже 
упоминалось во введении, имеются в виду такие решения (и такие отве
чающие им краевые условия), которые формируются за счет «нелиней
ного взаимодействия» процессов диффузии и энерговыделения. Напри
мер, точке 1 на «плоскости» с координатами ({1}, {и}) отвечает семейство 
решений (2.25), все наиболее характерные свойства которых описывает 
пространственно-временная структура соответствующих автомодельных 
решений уравнения (2.20) 

и* с $ - -]к ехр {- ^ г + *}' с== cof l s t> °-
Точке 2 (координаты ({1}, {и In и})) отвечает семейство инвариантных 
решений (2.34) уравнения (2.31). Этими двумя «точками» исчерпыва
ется весь набор точных инвариантных решений уравнения (1.1) в рас
сматриваемой области «плоскости краевых задач»6. 

На рисунке приведена та область «плоскости» (она заштрихована), 
которую целиком удалось покрыть семействами «вырожденных» п. а. р., 
построенных в рамках излагаемой выше теории. Кривой А—А отвечает 
семейство «порождающих» п. а. р. (см. теорему 2.3). Это семейство су
ществует при любых k, удовлетворяющих условиям (2.1), (2.2), (2.7), 
а < 1 , и поэтому образует «непрерывную» кривую. Полная система п. а. р. 

6 Разумеется, при любых k и Q уравнение (1.1) допускает инвариантные решения 
типа «бегущей волны», которые, однако, в силу своих специфических особенностей не 
могут описывать асимптотическое поведение его решений (о причинах этого см., напри
мер, в [47]). 
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в заштрихованной области G, содержащей кривую А — А, указана в тео
реме 2.4. 

В заключение отметим, что в других областях «плоскости» также мо
гут быть построены полные системы п. а. р., однако здесь они являются 

uluu\ 

оса 

{а}\ f-_J. 
{U ln a +*«-'M -I {-

«а | | 
I I 

{uezp(lT)ru)u}F 

} {UYu} exp{ln^} {к} 

Область G «вырожденных» п. а. р. «плоскости краевых задач»; 
О — «порождающие» п. а. р., • — точные автомодельные или ин

вариантные решения. 

«невырожденными» (см. § 1) и удовлетворяют параболическим уравне
ниям, отличным от исходного. Отметим, что в области G существуют вет
ви «невырожденных» п. а. р. (для уравнения (1.13) они построены в-
[9]). 
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