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ОБ ОЦЕНКЕ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ РАЗНОСТНЫХ РЕШЕНИЙ 

К ОБОБЩЕННЫМ РЕШЕНИЯМ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В ВЫПУКЛОМ МНОГОУГОЛЬНИКЕ

Одной из основных задач современной теории разностных схем является полу­

чение согласованных оценок скорости сходимости [1], т.е. оценок вида

(1) <  Mhk о < * < * ,

( и(х), если R'l(rZ) С  С(П),
и*(г\ = I _

[ й(х), если Wi (£2) <t C(S2),

V x G uj,

где и(х) - решение исходной дифференциальной задачи, и(х) — некоторое его 

усреднение по области малого диаметра, у(х) — решение соответствующей разност­



ной схемы, И'Ксо) и W *(И) — соболевские пространства функций соответственно 
дискретного и непрерывного аргумента. Основную трудность представляет получе­

ние согласованных оценок в слабых нормах и, в первую очередь, при s = 0. В рабо­

те ■ [2] для этой цели предложено использовать операторы точных разностных схем. 

В дальнейшем методика из [2] распространена на различные классы уравнений ма­

тематической физики [1, 3—6], где пространственная область предполагалась ка­

нонической.

В настоящей работе с помощью операторов точных разностных схем для за­

дачи вида

(2) —Ди(х) + q(x) и{х) = /(х\ х = (хи х2 ) G П,

(3) и(х) = 0, дгег, ,

. Э2 Э2
где f(x) е  W2 (П), <7(jc)€Zoo(£2), q(x) >  0, Д = — + — - , £2 — выпуклый

. dxf dxl
многоугольник с границей Г, строится разностная схема, для которой устанавли­

вается согласованная оценка скорости сходимости (1) при s = 0, к= 1 (первый 

порядок точности). '

1. В силу сделанных предположений относительно функций f(x) и q(x) реше­

ние задачи (2), (3) существует, единствешю и принадлежит пространству Й^(£2) 

[7]. Будем предполагать, что область Г2 — такой выпуклый многоугольник, кото­

рый может быть составлен из конечного числа прямоугольных треугольников с кате­

тами, параллельными координатным осям.’Покроем плоскость х±Охг куЬочно-рав- 

номерной сеткой Е, согласованной с границей Г. Введем обозначения:

иу0 = Е П О ,,  Г = Г1и Г 2 , 7, = £ ’П Г 1, <£> = <50 + 7 i ,  Т а ^ Я П Г а ,

7 = 7i + 7 г ,

где Гj — совокупность звеньев ломаной Г без угловых точек, которые.непарал­

лельны координатные осям. Пусть

® — — ® С* 1, h ,/) — ~ (£l > £2)- \%а~

V Xij € СО, Sis = U e(xij) ■

Для построения разностной схемы, аппроксимирующей задачу (2), (3), 

необходимо продолжить решение последней на область £25 \  Г2. Для этого вдзьмем 

произвольный прямоугольник e(xi;-)£fis, границу которого будем обозначать

Г(*г/) = Г})-» и продолжим через его диагональ Г п e(xtf) функцию q(x) четным об­

разом, а функцию f(x) — нечетным. След функции и(х) с ГуГШ  продолжим не­

четным образом на Ту \  (Ггу П £2). Продолженные функции будем помечать сверху 

тильдой ~.

Рассмотрим в области е(хц) следующую задачу Дирихле:

(4)
/  Эи \ Э /  Эи \ ^

а Т Л * 2^  ъх~) + 4 (*)у=/(*)> х(Ее(хи)’дх| \ илj

(5) v(x) = и(х), х е «/>

где

( 1, х & e(Xij) П-Г2, f I, x <Eе(х;Л П 12,
kt(x) = | , ; k2(x) =

[(a/bf, х.ее(хц)\П, I (b/af, xE e (xv)\Sl.

Здесь а и b — вещественные параметры, определяншще уравнение прямой



* 1  хг
—  + —  =1, на которой лежит диагональ прямоугольника. Имеет место • 
а Ъ

Л е м м а  1. Пусть q(x) >  0, q(x) & £ р(£2), р >  2, f(x) е  W f1 (£2). Тогда 

задана (4), (5) однозначно разрешима в классе W\ (Щ  и ее решение обладает 
свойством '

и(х) = и(х), V x  G е(хц) П £2,

Ъ
v(x

/  а Ъ \
, х2) = - v i a - — х2, Ъ- — хху  У,хЕ.е(хц),

т.е. v(x) = и(х), Vх&е(хц ).

Проделав такое продолжение для всех прямоугольников е(хц) е  Г25, . (полу­

чим функцию и(х) , определенную во всей области f2 U и удовлетворяюще 
уравнению вида (4). . . . . . .

2. На сеже со задачу (2), (3) будем аппроксимировать разностной схемой

(6) -к2Ух2х2 + T XlT Xi(q)y = T x' T x*(f), х е ш ;  '

(7) j(x ) = 0, хЕу ,  у(х')=-^-у(х), x & y l ,  ,■

где Ух — предконтурные узлыдля у1г точка х Еу\ (множество законтурных уз­

лов дня ух) и соответствует точке х в смысле сделанного выше продолжения, 

Т х.а, а = 1, 2, — операторы точных разностных схем дня неравномерной сетки [1];

^ \ ха . ■

f (%<х~ха +ha)v(x{%a))d%a +
Q̂tP'OL XOL~̂OL

\ xa+h&

f  (Ха + К  - %a)v(x(Za))d%a>
ftc fia  x_

f(Si,  * 2 ), a  = 1,
x(%a) = « = 1 , 2 ,  VxGco, _

l(*i> S2 ), a  = 2,

ka = }k„(x(xa +h*l2))\l>2, a = I, 2.
I • _

Заметим, что за счет такого выбора коэффициентов к&, а= 1, 2, уравнение (6) на 

Ух выполняется автоматически.

Чтобы оценить точнрсть схемы (6), (7) , введем функцию погрешности z(x) = 
=у(х)- й(х), где

( Г х' Т х*(й), хесоо,
и(х) =

I 0, хЕу,

й (х) = -й(х), х <Еу\.

Функция z(x) является решением следующей задачи:

(8) -kxz- s . , * а* я + T x' T x>(q)z = -r,(}h + ф 0, .
х\х1 Х2Л2 *1*1 2 2

(9) z(x) = 0, хЕу, z(x') = —z(x), x 'er i ,
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где ф0 = 4'о(х) = I * 1 № ) - ? * ' х е ш ,

ТХз~а(и)-й, xGco0,

„(«) = „(«)(,)= Т Х з ~а $), * € 7 i , « = 1, 2,
О, jcS t i X T i ,

■О, х € 7 2 ,

1 *1

^ 1 (у) = 17~Г /  (?i-*i + *iM£i .  x2)d%x +
йцй,

(&/д)2 ■ *1+н*1

M l  * ?

Л е 7ь (*i +h\, х2) е  со,

1 Х2

/  ( & - * 2  +й а М *1 ,Ы < «2  + •
"2«2 Л-2 й2

(д/Ь)2 X2+h2 
+ /  (^2+A2+- |2)u(x1|2)d|2j

h2h2 Хг

x & J x ,  (дсь ;c2 +ftJ)€co.

Здесь а и Z> — параметры прямой, на которой лежит точка х.
Пусть' Hh — пространство сеточных функций, определенных на сетке со, со 

скалярным произведением и нормой вида

1
(V, У)= 2^ П1П2и(х)у(х) + — 2  й;дй2иС*М *), ^

x G cj0 * xG-y,

Hull = (U, и)1/2, Vo, * е # Л ’ '

Обозначим через H h пространство сеточкых фикций, определенных на сетке со С 

U 7 i U 72 > обращающихся в нуль на у и нечетно продолженных с yj на 7 |. 

Справедлива следующая

Л е м м а  2. 4 y ^ H h имеют место неравенства

\\Ау\\ >  \\Aay\U а=1 ,  2,

где А = А х + А 2, АаУ = -кау ? , а=1,  2.

С помощью леммы 2 устанавливается

Л е м м а  3. Для решения задачи (8), (9) будет справедлива априорная

оценка

(10) ||z |KM (||t?(1)|| + ||т?<2>|| + ||^о II),

где М  — 'постоянная, не зависящая от и(х) и h.

Осталось только произвести оценку функционалов а = 1, 2, и ф0 ■

Сделать это можно с помощью леммы Брэмбла-Гильберта [8], в результате чего 

приходим к утверждению.

Л е м м а  4. Пусть и(х) Е W2 (f2), гогдд будут справедливы неравенства 

Iln^lKiiftllull^,^ ,  а = 1,2; || * 0 I I I I и I I (П),

где h = max ha (х).
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Из лемм 3, 4 сразу следует
Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия леммы 1 (р = °°); тогда разностная 

схема (6), (7), аппроксимирующая задачу (2), (3), имеет первый порядок точ­

ности, т. е.

~ и I I (cj )  ^  ^  И-̂ 11 И '"1 ( П ) -

З а м е ч а н и е  1. Пусть выполнены условия леммы 1 ср>2 ;  тогда точность 

разностной схемы (6), (7) определяется оценкой

II■У ~~ и Hlj(cj) *Р 11/11 W'1 (пу

З а м е ч а н и е  2. Теорема 1 останется в силе и для квазилинейного эллипти­

ческого уравнения вида

-Ли(х) = f 0(x)~f(x, и),

где /о(х) £ И̂ 21 (£2), a f(x, и) удовлетворяет по и условиям монотонности и лип- 

шиц-непрерывности.

За ме ч а н и е  3. Пусть f (x )e L 2(£2), q (x)£Lp(£l), р>  2, q(x) >  0 , _ тогда 
точность разностной схемы (6), (7) с видоизмененным коэффициентом Тх1 Tx‘ (q) 

[1,2] определяется оценкой
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