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§ 1. ВВЕДЕНИЕ

1. Постановка задачи. В настоящей работе изучаются свойства ре
шений параболической системы двух квазилинейных уравнений нели
нейной теплопроводности с источниками

Здесь |л, v, р, q — положительные постоянные; t — временная коорди^- 
ната;' Д — обозначение iV-мериого лапласиана; u — u(t ,  x ) ^ Q  и v =  
=  v( t ,  x ) ^ Q  ( x = ( x i ,  x N) — точка в R^) — искомое решение.

Система уравнений (1.1), (1.2) описывает процессы диффузии тепла 
и горения в двухкомпонентных сплошных средах с нелинейной тепло
проводностью и объемным энерговыделением. Функции и и v тогда 

, можно трактовать, как  температуры взаимодействующих друг с другом 
компонент некоторой горючей смеси.

Пусть Q — ограниченная область в Rw с гладкой границей <3й. Б у 
дем рассматривать для уравнений (1.1), (1.2) первую краевую задачу  
при £ > 0 ,  xd Q  с условиями

Предполагается, что (£2), u^+1G#*(£2), где Я* ( Q ) — простран
ство С. Л. Соболева, первого порядка. В дальнейшем будем использо
вать обозначения, принятые в [1]; в частности, норму в />(£2)> Р > 1 ,  
будем записывать в виде || • ||р 'и  через ( , ) обозначим скалярное произ
ведение в L2(Q).

В данной работе основное внимание уделяется определению условий: 
глобальной разрешимости и неразрешимости в целом (неограниченно
сти решения) задачи (1.1) — (1.4) при различных параметрах jx, v, р  и q. 
Это исследование тесно связано с циклом работ [2— 26] по изучению 
необычных свойств режимов с обострением, эффекта локализации теп
л а  и нестационарных диссипативных структур в сплошных средах с не
линейными свойствами (см. так ж е  библиографию в [27, 28] и приве
денный ниже краткий обзор литературы, посвященной неограниченным 
решениям эволюционных уравнений).

Свойства неограниченных решений задачи Коши для системы у р ав 
нений типа (1.1), (1.2) с источниками и-стоками более общего вида 
изучались в работах [10, 19, 24] на основе построения и анализа авто- 

- модельных решений, а такж е  численными методами.
2. Основные результаты работы. В § 2 установлено, что при 1 <

ut =  A uv+l+vP,  

V t ~

( 1.1)

( 1.2 )

и(0, х) = щ { х )  ^ 0 ,  о(0, х) = v 0(x) ^ 0 ,  лгбй; 

u(t ,  х ) =  0, v( t ,  х ) =  0, 0, x(±dQ.

(1.3)

(1.4)
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< р < ; л + 1 ,  1 < < / < v + 1  задача имеет глобальное (ограниченное) ре- 
■.■щение при произвольных начальных функциях Uq, V&

.  В § 3 показано, что при р = fx+1. <7= v + l  глобальная разрешимость 
задачи зависит от пространственной структуры области Q и имеет 
место, если ^ i > l ,  где X i > 0  — первое (наименьшее) собственное зна
чение задачи

, Дш+Хш==0, ® | з й = 0 . (1.5)

Если же A,iC 1, то, как установлено § 4, задача  не имеет глобального" 
решения и существует такое 7 о < + ° ° >  что

•)J12+ H ^ + I (^  O l l ^ + o o ,  М - : (1.6)

Д ал ее  рассматривается случай pq~> ( l + |x )  ( l + v ) .  Здесь в простран
стве начальных функций {ий; у»} выделены два непересекающихся мно- . 
жества: множество неустойчивости Y  и множество устойчивости W  
(названия даются в соответствии с терминологией ш

Множество неустойчивости, Т  (см. § 4) обладает тем свойством, что 
включение {и0, v0} &  приводит к неограниченности решения, когда 
для некоторого То<.-\-оо ilMv+4 l2 4 4 l^ 'Hliz->^+°o, t-*T~.

Множество устойчивости Ж  (§ 5) характеризуется тем, что включе
ние {и0, v0} 0 W  обеспечивает глобальную разрешимость задачи, причем 
{и(1, х ) ,  v (t, х ) } £ Ж  для л ю бы х.£ > 0 .  Построение множества Ж  произ
водится с помощью семейства стационарных решений системы (1.1),
(1.2). В заключительном пункте § 5 на основе этого метода изучаются 

условия локализации неограниченных решений- задачи Коши для у р ав 
нений (1.1), (1.2). ^

3. Краткий обзор. Исследованию условий отсутствия глобальных  
решений нелинейных эволюционных уравнений  посвящено большое = 
число работ, выполненных в течение последних 20 лёт. В данном обзо
ре основное внимание уделяется’ результатам исследования неограни
ченных (неограниченно возрастающих в течение конечнох'о времени) 
решений нелинейных параболических уравнений. Кроме того, приво
дятся некоторые результаты аналогичного исследования нелинейных ■ 
уравнений типа Шредингера и гиперболических уравнений, а такж е 
дается список литературы по несуществованию решений нелинейных 
эллиптических (стационарных) задач.

3.1. По-видимому, первые результаты по несуществованию глобаль
ных неотрицательных решений нелинейных параболических уравнений - 
были получены в [29— 32]. В этих работах рассматривалось полули
нейное уравнение типа ' .

u - t = 2 u - \ - Q ( u ) , (1.7)
N

где 2 =  2  аи { х )  j  — самосопряженный равномерно

эллиптический оператор с гладкими коэффициентами (например, 2  —  
=  Л) и Q(u)  — положительная выпуклая при и > 0 -ф у н кц и я .  В [29— 31] 
изучалась краевая задача  в ограниченной области л ;бйс;Н Л', в [32] 
задача  Коши. В работах [30, 31] (см. такж е  [33, 34]) условия отсут
ствия глобального решения получены с помощью построения подходя
щего неограниченного нижнего решения уравнения (1.7), в [29] — на 
основе метода собственных функций (название дается в терминологии . 
работы [35]).  Последний подход состоит в скалярном умножении (1.7) 
на первую собственную функцию 'задачи 5 7ij)+?i.'ij)=0, ij3>0 в Q; i|?=() 
па д Q, ||i|)||i=; 1, интегрировании по частям (с учетом краевого условия 
и =  0 на (3Q) и применении неравенства Йенсена для выпуклых функ- , 
ций [36] (Q (u ) ,  ф) ^ Q [ ( « ,  г)з)]. В результате для F (t)  =  (u(t ,  •), -ф) 
получается обыкновенное дифференциальное неравенство, из которого ■ 
выводятся необходимые утверждения.
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В дальнейшем подходы, развитые в [29—31], оказались весьма пло
дотворными. В частности, различные модификации метода неограни
ченных нижних решений для исследования уравнений (1.7) нрименя-- 
лись в [9, 21, 37— 40]; метод собственных функций использовался 
в [35, 37, 41] при изучении краевых, задач для полулинейных парабо
лических уравнений, а такж е в случае нелинейных уравнений гипербо
лического типа [42]

Кроме того, в аналогичных целях  метод собственных функций приме
нялся при исследовании неограниченности решения краевых- задач и 
задач Коши для квазилинейных'параболических уравнений [20, 43, 44] 
(см. так ж е .§ 4 настоящей работы) вида

(здесь V  =  .grads), а такж е уравнений ut=(p(u)  (и ) .[45].
В работе [32] (см. такж е [1]) рассматривалась задача  Коши для 

полулинейного параболического уравнения

и было, ц частности, показано, что в случае р < 1 + 2 / N  решение являет
ся неограниченным при любых начальных функциях и0фО.'  Там же 
установлено, что при j3 >  1+2/Л / и достаточно малых ио(х) задача 
имеет глобальное решение. Исследование неограниченных решений з а 
дач Коши (1.10), а такж е полулинейных'уравнений более общего вида 
(нанример, с произвольными источниками Q (и) ) было продолжено в  
[46— 52]. В частности, в работах [46, 49, 50] показано, что при «крити
ческом» значении р = 1 + 2 / N  все решения задачи (1.10) с и0ф ® ' явл я
ются неограниченными. . '

IIругой подход к определению условий отсутствия глобальных ре^ 
т ен и й  краевых задач для нелинейных параболических уравнений в 
ограниченных областях основан на анализе известных интегральных 
соотношений («законов сохранения»), содержащих один и тот же ф у н к 
ционал от решения [53—57]. С помощью модификации этого метода 
(в терминологии [35] — метода вогнутости) в [53] изучалась абстракт
ная задача Кошй в гильбертовом пространстве

. ,PUt =  — Au-\-£T(u) ,  [0, Т) ; и (0 )  =  и0. (1.11)

Здесь Р и Л — симметричные линейные операторы, причем Р  положи
тельный; SF — нелинейный оператор — является градиентом некоторого 
функционала. З адача  t( L l l )  :включает в себя как частный случай крае
вые задачи, для уравнений (1.7), (1.10), а такж е полулинейных ур ав 
нений и систем параболического типа более общего вида. В [53] полу
чены достаточные условия (н О ш е р ат о р ы  Р, A,  2F и начальное значе
ние и0) неразрешимости задачи (1.11) при любых Г > 0, что в ряде слу
чаев эквивалентно неограниченности решения соответствующего п ар а
болического уравнения. ' ..

В [58], метод вогнутости применялся для аналогичного исследова
ния абстрактных задач вида '  '

где F— нелинейный и Л* — линейный оператор,: сопряженный с А. 
Частным случаем (1.12) является краевая задача для квазилинейного 
параболического уравнения

utt = A u + Q ( u ) . ( 1.8 )

Ui==V (k(u)  V u )  + Q  (и ) ; k ( u ) ' > 0 при и ; > 0 (1.9)

Ut —  Au+U^;  ы(0, х) =  и0(х) ^ 0 ,  x( iRN; 1, (1.10)

Рщ —  A*F(Au)- \ -$~(u) ,  fG[0, T ) ;  u ( 0 ) = u 0, (1.12)

N

и(0,  х ) = и о( х ) ^ 0 ;  хШ ;.  u ( t , x ) =  0, 0, x&dQ / (1.14)
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(здесь сг>0 , p > i  — постоянные). В работах [59— 61] на основе этого 
метода изучались неограниченные решения краевых задач для парабо
лических уравнений и систем с нелинейными граничными условиями. 
Кроме того, методом вогнутости исследовались полулинейные псевдо- 
гиперболические уравнения [54, 57, 62— 65]

. Р ии =  - А и + д - { и ) ,  (1.15)
а такж е более сложные нелинейные «гиперболические» уравнения [65 — 
68] (например, уравнение вида P u u —  A*F(Au)  (и.) [58], нелиней
ные уравнения Эйлера — Пуассона — Д арбу  [65, 66], уравнения теории 
упругости [67]).

В работе [69] указанный подход применялся к квазилинейным у р ав 
нениям

P u t ==A*AF (и) -\-2Г(и) . (1-1(3)
Частным случаем (1.16) являются параболические уравнения и системы 
уравнений типа (1.9).

К раевая задача (1.13), (1.14) была подробно изучена в [70] (в бо
лее общей постановке-она затем рассматривалась в работах [71— 7 3 ] ) /  
Было, в частности, показано, что при р < с г + 1  задача имеет глобальное 
решение, а при |3 > о + 1  ее. разрешимость или неразрешимость в целом 
зависит от величины начальной функции иа.

Другие подходы к исследованию неограниченных решений парабо
лических уравнений применялись в [20, 44, 74]. Например, в [20, 44]
это исследование основывалось на условиях критичности и ^-критич
ности решения квазилинейного уравнения типа (1.9), которые ранее 
применялись в теории сравнения решений' различных нелинейных пара- 
болических уравнений [75— 77] (в [74] в случае полулинейного у р ав 
нения использовалась похожая техн и ка) . В свою очередь доказанные 
в [75— 77] теоремы сравнения использовались для анализа неограни
ченных решений квазилинейных параболических уравнений (см. [9 ]) .

. Новые свойства неограниченных решений задачи Коши для квази
линейных параболических уравнений тина (1.9) 'со' степенными нели
нейностями

Щ —  V (u°V u)  + «Р ; о > 0 ,  р > 1 ,  (1.17)

изучались в серии работ [2—8, 12, 14, 16, 18, 20—23] (в этих же р а 
ботах различными методами получены такж е достаточные условия не
ограниченности решений). Было показано, что при р ^ о + 1  неограни
ченные решения задачи являются локализованными.  Это означает, что 
решение возрастает до бесконечности в области конечных размеров *>. 
Свойство локализации наглядно демонстрирует автомодельное обоб
щенное решение уравнения (1.17) при | 3 = а + 1  в одномерном ( N —  1) 
случае [2, 3]

Uu  х) _  p ~ 0 ~ ,/a{f2 (f f-rl)/(a  +  2)а] c o sH n x /L )} ^ ,  \х\ <  L/2
I О, W > L / 2 ;  0 < t < T ,

где L =  2 j t . ( o + l ) I/2/cr (L  называется фундаментальной длиной). Отме
тим, что здесь возмущения из области локализации | x | < L / 2  вообще 
не выходят, хотя u(t ,  л г )^ -+ °°  при во всех ее внутренних точках.
В случае р > а + 1  неограниченное решение обращается в бесконечность 
на множестве нулевой меры (например, в одной точке). При р < о 4 - 1  
локализация отсутствует и и(1, я)-»—|-оо при t-*-T"<i-\-oo. (Т ■— время 
существования решения) всюду в R1.

Локализованные неограниченные решения рассматриваемой задачи 
являются диссипативными структурами. Условия возникновения таких 
структур (так называемые условия резонансного возбуж дения), воз
можные ви'ды автомодельных структур и законы их взаимодействия

*) Локализация тепловых возмущений, имеющая иную физическую природу и 
связанная с наличием в уравнении не источников, а стокор тепла (чему соответствует 
Q {u)<r i0 при и>О  в (1 .9 )) ,  изучалась в работах [78— 83] и др. ч
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изучались в [4, 6 —8, 12— 16] (см. такж е  [84], где аналитически и чис
ленно построены многомерные радиально несимметричные структуры).

Исследование эффекта локализации стимулируется возможностями 
его применения б 'р я д е  прикладных задач  [5—8, 11, 25, 85]. Отметим, 
что этот эффект проявляется такж е при воздействии на теплопровод
ную среду режимов с обострением (см. по этому поводу [28] и приве
денную там библиографию*)). 1

Выводы, сформулированные в [2— 8, 12, 14, 16, 18, 20— 23], во мно
гом опирались на анализ неограниченных автомодельных решений 
иА {1, х)  =  (Т—0 " '1/(р-1)£л(5), | =  ||л:||/( T - i ) [Мо+Ш/че-ц уравнения (1.17). 
построенных при Л/ =  1 в [4, 6— 8, 86]. Функция fA (l)  определяется из 
обыкновенного дифференциального уравнения, получающегося после 
подстановки иА- в (1.17). При этом важную роль играли результаты 
численного решения- рассматриваемых задач с помощью неявных р аз 
ностных схем, у к а з а н н ы х ^  [87]. Проведенное в [88, 89] теоретическое 
исследование неявных (нелинейных) разностных схем для уравнения 
(1.17) показывает^ что разностное решение может быть неограничен

ным на неравномерной сетке по времени, а такж е  не существовать 
«в малом», когда схема неразрешима на фиксированном временном 
слое, и быть неединственным. Все эти эффекты в первую очередь свя
заны  с возможной глобальной неразрешимостью разностной задачи, 
т. е. ростом решения в режиме с обострением. В [89] определены усло
вия глобальной разрешимости разностной задачи. В некоторых случаях 
это накладывает специальные ограничения на начальную функцию (она 
д о л ж н а  принадлежать так  называемому разностному множеству устой
чивости). Анализ неограниченных решений явных (линейных) схем для 
полулинейных уравнений типа (1.9), k = \  проводился в [91, 92].

Групповая классификация уравнения (1.9) общего вида выполнена 
в работах [93—96] (в [95] рассматривался случай анизотропной теп
лопроводности), где выделены все виды частных решений (в том числе 
неограниченных), инвариантных относительно локальной группы Ли 
преобразований. Свойства некоторых из них исследовались в [97].

Условия разрешимости или неразрешимости в целом задачи Коши 
д ля  (1.17) получены в [18] с помощью построения верхних и нижних 
решений. В частности, показано, что при р < 0 + 1 + 2 / #  все решения, 
отвечающие ио{ х ) ф 0 ,  являются неограниченными; при | 5 > а + 1 + 2 / Л '  
в случае достаточно малых и$ возможны глобальные решения (эти ре
зультаты совпадают с качественными выводами [6—8, 26], а при 
■0— 0 — с утверждениями работы [32]).

К раевая задача  для  уравнения (1.17) с условиями (1.14) рассмат
ривалась в [43], где показано, что при | 3 < 0 + 1  задача разрешима в 
целом, при р = о + 1  ее глобальная разрешимость зависит от простран
ственной структуры (в частности, размера) области £2, а при j 3 > o + l  — 
о т  величины начальной функции и0(х).

З а д а ч а  Коши для уравнения

U i - A u - j -  ( 1 + н )  1пР ( 1 + н ) ,  Р > 1 ,  (1-18)

которое в принципе не допускает (при |5=т^0 или 1) никаких подходя
щ их инвариантных решений [93], рассматривалась в [9, 21]. Было по
казано, что здесь .условия неограниченности и локализации можно 
получить с помощью построения приближенных автомодельных реше
ний (п.а.р.)

ua (t, * ) = e x p { ( r - f ) - * / ( P - i > e e ( g ) } - l ,  l = \ \ x \ \ / { T — t ) № № - * ,  

которые удовлетворяют уравнению первого порядка

*) Популярное изложение вопросов теории локализации тепла в краевых задачах  
м ож но найти в брошюре [90].
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dUa (V « a) 2
T - =  - l 4 ^ - + ' ( l + M . l n « * ( l + « a )  , (1.19)

и к которым неограниченные решения исходной задачи асимптотически 
сходятся (обыкновенное дифференциальное уравнение для функции 
0 а ( | )  получается после подстановки иа в (1.19)). Пространственно-вре: 
менная структура п.а.р. указывает, что при Р ^ 2  решения (1.18) лока
лизованы, а при р/< 2  локализация отсутствует.

Условия' локализации, неограниченных решений уравнений (1.9) 
при произвольных коэффициентах k ( u ) ,  ,Q(u) получены в [20, 23] (см. 
такж е [18]) на основе анализа семейства стационарных -решений рас
сматриваемого уравнения (аналогичная- техника используется в § 5 
данной работы). s

Неограниченные решения (и, в частности, условия их локализации) 
более сложных квазилинейных уравнений и систем параболического 
типа изучались в [10, 13, 15, 17, 19, 24].

3.2. Первые исследования неограниченных решений полулинейных

уравнений Шредингера iui =  Au-{-Q(u),  t^>0, x € R N ( i =  ] / — 1) выпол
нены в [98— 100j .(см. такж е [56, 101, 102]). Дальнейшее изучение 
подобных уравнений и систем уравнений продолжено в [103— 107]. 
В частности, было, показано, что в случае Q (u )‘ =  | ы | р_1и, 1 < р < 1  +  
+ 4 /N ,  решение всегда является глобальным j [  105], ,а при |5 > 1 + 4 / Л г 
возможны как  глобальные [104], так и неограниченные решения [105]. 
Отметим, что неограниченное возрастание решения сопровождается 
концентрацией «энергии» на множестве меры нуль [56, 98— 102], т. е. 
решение в определенном смысле является' локализованным. Интерес
ный результат о соотношении между стационарными и неограниченны
ми решениями уравнения Ш редингера получен в [108] (там ж е  прове
дено аналогичное исследование одного полулинейного гиперболическо
го уравнения; отметим, что подобный результат является естественным 
и- в случае квазилинейлых параболических уравнений).

3.3. Условия неограниченности решений полулинейных гиперболи
ческих  уравнений (1.8) и нелинейных уравнений Эйлера  — Пуассона  — 
Д а р б у  были получены в [109] с помощью теоремы сравнения По крае-' 
вым данным (см. такж е [110, 111]). Среди других работ, не упоминав
шихся выше, отметим [110— 115]\ где получены условия глобальной 
разрешимости уравнений при других краевых данных, допускающих 
неограниченные решения. Кроме того, укажем на работы [116— 118], 
посвященные исследованию задачи Коши для уравнения (1.8) с Q(u) =  
=  |ы|Р, р > 1 .  В [118], например, показано, что при А / ^ З  и 1 < Р С
<  [Ar+ 1 ~Ь.{N2Jr  10N—7 ) ^ 2] / 2 [N — 1) (ре (1 ,  + о о )  при N =  1) «почти»

любое «неотрицательное» решение является неограниченным (в случае 
N = 3 этот результат ранее получен в [116]).  Если ж е  [А/ +  1 +  {N2-\-
+  10iV—7 )1/2 ]/2 (А '-^1 )) то при достаточно м а л ^ х  начальных функциях 
задача Коши имеет глобальное решение [П ‘7, 118].

Отметим, что неограниченные решения полулинейных гиперболиче
ских уравнений такж е могут проявлять свойство локализации (см. 
[119, 120] и библиографию в [120]).

3.4. Достаточные условия отсутствия решений нелинейных эллипти
ческих  (стационарных) задач различными методами получены в [121— 
130] (о более-ранних работах см. в [121, 1,22]). Одним из самых к р а 
сивых здесь результатов является следующий [124]: краевая зад ач а  
Ды+1 и\ Р-±ы = 0 ,  xQQ\ u \ dil= 0  в произвольной ограниченной области 
^ c z R ^ ,  3, звездной относительно некоторой точки, при любом 
P=2s (ЛЧ-2 ) / ( N —2) не имеет ненулевого решения*) (для области й , 
например, кольцеобразной формы 0 < а <  |х |  < 6  нетривиальные р е - '

*) Этот результат, а также техника его доказательства широко используются в -  
различных целях при. исследовании нелинейных эллиптических задач (см., например, 
[132— 134]).
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шения существуют [127]).  В то же время, если 1 ^ р С  ( jV + 2 ) /  (TV—2> 
(Д / ^ З ) ,  то существует счетное число различных решений ([130], см. 
такж е библиографию в [131]). Отметим, что при j 3 ^  (N - \ -2 ) / { N — 2) 
отсутствует компактное вложение W* (Q) в L P + ^ Q )— функциональ
ных пространств, отвечающих различным членам уравнения [56]. Д ля  
квазилинейных эллиптических уравнений высших порядков аналогич
ные результаты получены в [126]. Интересно отметить, что при 
^  (Л/+ 2 ) / (N — 2), Nz^-'d, уравнение Д и-f-1 и.\$~1и = 0  имеет ограничен
ное положительное решение в RiV такое, что и ( х ) ^ 0 при | |х | |^ о о  [135, 
136] (в случае j3<C (N - { - 2 ) / (N —2) решений в не существует). При 
р =  (Л/+ 2 ) / (N — 2) семейство таких решений представимо в явном виде

пая постоянная..
3.5. Неограниченные решения эволюционных уравнений с «обрат

ным течением. времени» (к ним относятся, например, уравнения (1.9) 
с коэффициентами k (u )  < 0 )  рассматривались в работах [60, .136— 141].

3.6. В заключение обзора мы хотим особо обратить внимание на 
новые свойства неограниченных решений эволюционных уравнений, ко
торые связаны с эффектом локализации и не нашли достаточно по
дробного освещения в обзоре (как уже отмечалось выше, свойство 
локализации в той или иной степени присуще неограниченным реше
ниям уравнений различных типов). Пространственная локализация 
неограниченных решений уравнения (1.17) есть результат «нелинейного 
взаимодействия» процессов диффузии тепла и энерговыделепия. Устой
чивые пространственно-неоднородные образования, возникающие под- 
действием различных необратимых процессов, называются диссипатив
ными структурами. В настоящее время они интенсивно изучаются в 
рамках синергетики и теории структур [142— 146], причем основное 
внимание обычно уделяется исследованию стационарных диссипатив
ных структур. Неограниченные локализованные р_елГенйя, развиваю 
щиеся в режиме,с обострением, следует-рассматривать 'как новый класс 
существенно нестационарных диссипативных структур.

Естественно, возникает вопрос/ о способах" описания эволюции т а 
ких нестационарных структур в пространстве и во времени. Это иссле
дование привело к понятиям фундаментальной длины и собственных 
функций (с.ф.) горения нелинейной диссипативной среды [2—8]. О ка
залось, что в рамках модели среды (1.17) единственно . возможными 
структурно устойчивыми образованиями являются указанные выше 
неограниченные автомодельные решения uA (t, х) уравнения (1.17). 
При этом было показано, что при | 3 > а + 1  функция 6л. (£) определяет
ся, вообще говоря, неоднозначно, т. е. автомодельная задача имеет 
целое семейство различных решений, которые отличаются друг от дру
га своей пространственной структурой (в частности, числом точек м ак
симума и минимума пространственного профиля, а такж е величиной и 
формой области локализации) [2 —8]. Эти ^решения названы с.ф. среды. 
Из способа их построения следует, что горение среды в виде указанных 
с.ф. происходит с одним для всех типов структур темпом (моментом 
обострения). В процессе горения в соответствии с автомодельными з а 
кономерностями происходит изменение- (при сокращение)
пространственных размеров структуры с одновременным нарастанием 
температуры внутри нее. В таком процессе, сохраняется количество то
чек максимумов и минимумов в структуре,, а их величины и взаимное 
расположение подчиняются автомодельным закономерностям. Было 
показано, что только с.ф. являются структурно устойчивыми в спе
циальной норме в течение практически всего времени их существова
ния. Все остальные первоначально заданные немонотонные распреде
ления, как правило, неустойчивы и очень быстро «разваливаются», на 
конечное число независимо горящих одиночных структур. Таким обра
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зом, только с.ф. среды сохраняют в процессе эволюции качество (архи
тектуру) своей организации. Важно отметить, что горение среды в виде 
структур, соответствующих с.ф., происходит в одном темпе, с одним 
моментом обострения. Принято говорить, что такие структуры сосу
ществуют в одном «темпо-мире». Конкретный вид с.ф. позволяет сфор
мулировать конструктивные законы объединения простых структур в 
■более сложные [7, 8], использующие, в частности, понятие фундамен
тальной длины нелинейной среды как  эффективного радиуса взаимо
действия элементарных возмущений определенной амплитуды. При 
этом фундаментальные длины определяют размеры областей локали
зации для каждого из типов структур, свойственных данной среде. 
Сложные структуры возникают при определенном характере «пере
крытия» фундаментальных длин простых структур, осуществленном в 
соответствий с архитектурой старших собственных функций.

Важно отметить, что, как показано в работах [2— 8], свойства не
линейной среды (например, конкретный вид показателей с и р  коэффи
циентов k  и Q в уравнении (1.7)) однозначно определяют всю совокуп
ность структур (и их архитектуру) как  образований, которые могут 
устойчиво в ней эволюционировать. Эти выводьг смыкаются с пред
ставлениями философов Древнего Востока и Эллады о «потенциально
сти» и предопределенности тииов организаций, возникающих и устой
чиво существующих в среде («едином начале»).

Д л я  того чтобы создать в среде устойчивую организацию, необхо
димо возбудить ее в соответствии с с.ф., зад авая  возмущения, которые 
достаточно близко передают их архитектуру. Таким образом, появляет
ся возможность резонансного (в ряде случаев порогового) возбужде
ния структур в среде, т. е. своеобразного управления происходящими 
в  ней нелинейными процессами. Любопытно, что в силу автомодельного 
характера  развития процесса горения среды в виде структур для  управ
ляющего воздействия на ранней стадии процесса необходима очень не
большая порция, энергии. Определяющую роль при этом играет х ар ак 
тер распределения энергии в пространстве (можно производить свое
образные управляющие «уколы») . '

Нетрудно показать, что для одного параболического уравнения в 
силу принципа максимума невозможен самопроизвольный переход 
(эволюционная перестройка решения в процессе горения) от младших 

с.ф. к старшим, содержащим большее число точек максимумов. П ред
ставляю т огромный интерес построение и анализ таких нелинейных 
моделей среды, которые позволили бы осуществить такой процесс само
организации наиболее адекватно процессу морфогенеза в активных 
биологических средах. В настоящее время подобные процессы изуча
ются в рамках систем нелинейных уравнений диффузии (см. [142— 
145]). С нашей точки зрения, основным новым требованием [7, 8] к та- 

' ким системам может служ ить 'условие наличия в системе как режима, 
обеспечивающего локализацию с.ф. в L S -режиме (при одном классе 
начальных данных), так  и процесса морфогенеза, который осуществлял 
бы переход от младших с.ф. к старшим в своеобразном /-/5-режиме 
(при других начальных данных). При наличии в среде определенного 
спектра хаотических флуктуаций эти процессы могли бы носить цик
лический характер, в результате чего возникала бы систематическая 
смена L S-  и Я 5-реж им ов, и в среде самоподдерживался бы достаточно 
■сложный уровень организации.

Таким образом, в отличие от обычных (и традиционны х), подходов 
к проблеме морфогенеза [142— 145] в данном случае ставится задача 
предварительного определения всех возможных типов с.ф. среды с по
следующим осуществлением процесса перехода от младших с.ф. к 4 
старшим и наоборот. Этот подход более близок к процессу морфогене
за, реально наблюдаемому в биологических объектах, и его реализация 
на  моделях нелинейных сред представляет большой научный интерес.
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§ 2. ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ

п р и  p d + j j . ,  (?< i+ v

В этом параграфе будет показано, что в случае 1 ^ р < 1 + ( х ,  l ^ q < .  
■ < l+ -v  существуют глобальные априорные оценки обобщенного (неот
рицательного) решения задачи (1.1) — (1.4) при произвольных началь
ных функциях. При этом будем считать, что обобщенное решение зада- 

. чи подчиняется («слабому») принципу максимума, так  что ес.ри «о^О , 
г>о^0 почти всюду (п.в.) в Q, то u(t ,  х ) ^ 0 ,  v ( t ,  х ) ^ 0  п.в. в Q при лю 
бых фиксированных Возможность такого допущения обосновы
вается ниже.

Введем обозначение S i ' = ( 0 ,  Т)Х£2„ где 0 < .Т < .  +  о о — произволь
ная  постоянная.

I. Слабые априорные оценки. Пусть р < 1 + ц ,  g < l + v .  Д ля-вы вода 
глобальных априорных оценок решения скалярно умножим обе части 
уравнений (1.1) и (1.2) на u i+v и соответственно, а затем получив
шиеся выражения проинтегрируем по I. Тогда, учитывая., что u&GLv+2(Q ) , 

o6Ltl|2(Q), получим тождества

1

1
t

v + 2  v+2

1

v t a +  I  (uP (s )> uv+i(s ) )d s ,  (2.1)

[X -j- 2
||u (OIIS-lI +  J  l l v ^  н  (s)||lds

0

H -l-2

Складывая эти тождества, имеем

1 Ч 1|д±2 г  j  (M<7(s), t?+ , (.s))ds.

(2 .2)

1 >  (01lv±I -I------ J—  \\v'(011Й1 +  f llv«v+I (s)\\Ids
II. V. •)v  - f  2 | i - | - 2

1
. i j’ |!vulH'‘ (s)\\lds < c - j -  j‘ (vp (s), uV r l (s))ds |-

6 ‘ 0
i

j > 9(s), 1 (s)) rfs (2.3)
о

:здесь и далгг симзэл-эм с обозначаются различные положительные постоян
ные).

Используя неравенство Коши^— Буняковского и 8-неравенство (см. '[341), 
получаем

. j  (ир (s), (s)) d s <  \  | | ^  (S)j|2 jjuv+1 (s)||2ds <
о 0 .

(2.4)

<  e j  | K  (s)\\lds — L  ( ||MV+ ' (s)|||ds,
' 0 4el 0

где 8 !> -0  — произвольная постоянная. Применяя теперь неравенство Гёль- 
.дера, имеем

j  ||op (s)||2d s < ( m e s Q / |1+I_p)/('1' !' 1> j  Ц ^ +1 (s)||22p/(tl hl)ds. (2.5) 
’ ' о о
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Для любой функции Y  (х) £ Н х() (QJ) справедлива оценка [34]

| | П 22 < ^ - | 1 у Л | -  . .  (2.б>
хг

где %г >  О — первое (наименьшее) собственное значение задачи

;\wj i XjWj О, W j £ H ]0 (Q), j 1, 2, . . .  , (2.7)

Применяя к правой части (2-4) неравенства (2.5), (2.6), получим

(2 .8)

j  (vp (S), uv и  (s)) ds  <  e1A,rP/(tl+1) (mes й ) (м- ’ ! P)/<(X: !> x  
o

X f ||V^ +1 (s)||2P/( +̂1)r f s + | j vMv+1 (s)||irfs.
0 0

Аналогичным образом выводим другое неравенство

f ( « ? (s), ^ 4 1 (s ) ) r f s < 8 2Ar7/<v+1)(mesQ)(vM-^ )/(v+1)x
о

X U v « vH (s)ll!9/(v+I)r f 5 — —  f ||v^w+1 '(^lllds. 
о 482Ai 5 ^

Применяя неравенство Юнга (см. [34]) и полагая 8Х =  е2 =  1АЬ получаем

(2.9)

j  (vp (s), Uv  и  (s)) r fs  <  С +  - i -  J  U v ^ 1 1 (s)||lrfs +
0

(2Л0)

f (u4 (s), i f ( s ) )  ds <  с +  - i -  f ||vmv+1 (s) Wtds - 
•J 4 «'

1 j  l ! v ^ +1 (s)||!ds.

(2.11)

4 о

С помощью оценок (2.10), (2.11) из (2.3) выводим неравенство

— -Ц -Ц  u(t} | |Ж  -f-— ~ l !  ! | S + l + r | j l !  v « v+1(s) I\Us +
V -j- Z Ц •{- 2 ' - 2 * ,

1 t " ■ ■
-|------f | | v ^ +1( s ) i | i d s < c. Отсюда непосредственно следует, .что при любых

2 g -
7 \ < ; - f  оо справедливы включения u(t)£L°° (0, Т\ LVn 2 (£2)), z>(£)£L“ (0, Г; 
Z f+ 2 (Q)), uv + l{t)£L*(0,  Г; Яо(Й)), ид+1 ( 0 £ L2 (О, Г; Я£(Й)). Эти оценки 
свидетельствуют о том, что при р <  1 — р,, g <  1 -j- v задача имеет гло
бальное решение.

З а м е ч а н и е .  Если р  =--• 1 +  ц, q <  1 -| v (случай р =  1 4- [i, q =- 
--= 1 +  v рассматривается в следующем параграфе), то, как следует из (2.8), 
(2.9), при выполнении условий

1/4^18 2 < 1 , .1 /4 X 18i +  82/A , ,< 1  (2.12)

существуют указанные выше -глобальные оценки решения. Нетрудно убе-
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диться, что система неравенств (2.12) всегда разрешима относительно elt е2, 
есЛи >  1/2.

2. Сильные априорные оценки. Такие оценки выводятся при Дополни
тельных ограничениях '

р  <  (|i +  1) V +  2 , q <  (v -|- 1) -  ^ --- 2 - /• (2-13)
И 2 (V +  1) 2 (^ +  1)

Умножим скалярно обе части уравнений (1.1) и (1.2) на dav+I/c^ и d v ^ l d t ,  
а затем проинтегрируем получившиеся выражения по t. В результате полу
чим тождества ч

■ 7 (V, ( l|{“ ,+v/2 + '  -  .
1V '■ *•) О

(2.14)

-  ~  l|V«o+ I||I Hr j  (op(s), {av! 1 (s)}') ds,

\  °
4 0* i- 1) * ...................» ,  , 1.

(V- I 2)
J  II K +ll/2 (*)>'»!ds +  —  i |V ^ +-‘ Will =
о 2

0

складывая которые, приходим к оценке'

I  |IV0o+1l |L -r  j ( u ' ( s ) ,  У '  (s ) Y ) d s , (2Л5)

(v +  2)2 ■>'  X^ +  2)2 a

+  —  Hv^V 1 'ill H —  |(vofi+1i|2 ^ c +  (2.16)

t '
+  J  (vp, {uv+lY ) d s ~  ^  (uq, { v ^ y j d s .

0 0

Рассмотрим правую часть (2.16). Применяя для оценки второго члена 
неравенство Гёльдера, получим

2 (v 4- 1) '

2 (v +  1) ■'

( > р, {av f l } ' ) d s = — Г (i f ,  и 2 {и ‘ 2 } ' ) ^ s <  
о - . ■ (v +  2) J

( v - f  2)

=  Т Х ?  (|К<'1 + , /г }'Ц .1К+1Г |>" |> | К | | А
(v +  2) Jo ,

где 1/2 +  v /4(v +  1) +  1/m — 1, т. е. т  =  4(v  +  l)/(v -j- 2 ) >  1. Правую
2(v +  1)часть (2.17) с помощью s-неравенства можно оценить через ---------------  X
(v +  2 )2

t t 
X j’ ||{«,+v /2}'||2̂  +  c J | l a v- 1||I/(v!-1).|K||fndS. Наконец, применяя неравен- 

о о
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ство Юнга, имеем ]]av+1||2/(v+1) ||up| |m <  ||wv+1||2-!- с ||op|lm<v+1)/(vl"2). Одг

нако ввиду (2.13)

у  jj^(v+l)/(v+2) _  y4p(v+l)/(v+2) < C ||0H+1 ||2p(v4 1)/(v+2)(n+l)<---

Q
\

< . ^ Ч К +1||2 +  С.

Отсюда с помощью оценки (2.6) получим

j V ,  г | | { „ ‘ + «= )'||!*  +
Й ■ (V - h  2)2 j

. ■ (2-18)

+  “  j  |!vuV и |1 Ids +  - L  J  jjv^ +1|(lds +  C.
4  0 4  0

Аналогичным образом с учетом второго условия (2.6) выводится неравенство

j V ,  2(|* + ‘ ) ( i i{» ‘+ v } ' i * +
5 ■ ^  +  i

+  ~  j  l l v ^ V *  +  —  |  |iyyu~r l ll2ds +  с.
■о 4  о

Оценивая с помощью (2.18), (2.19) правую часть (2.16), получим

- 7 7 Г 5 5 Г I  +  4 ! ^  f  +

(2.19)

(v +  2)2 О (|* +  2): о

’ н— Ii!v«V_! ‘На +  I l v ^ +1| | l ] <  (2 .20)

<  с  +  —  f l l l v « v и  ( s ) l | i  +  | I W +1 (S) | | l ]  d s .
о

Отсюда непосредственно следует, что при любых Т < - \ -  оо справедливы 
включения

{«1+v/2} '(0 ,  (0 G Ь 2 (5r), •
(2 .21)

uv+1 (t), v*+l ( t ) £ L ~ ( 0, T ; H i m ,

которые свидетельствуют о глобальной разрешимости задачи.
3. Существование решения (предельный переход). Оценок (2.21) в прин

ципе достаточно для предельного перехода при построении решения методом 
Галеркина. При этом сначала решается краевая задача для уравнений

ut =  А (|ы|гы) +  ф (v), (1.1')

v t =  А flof») +  Ф (и), (1.2'>

где ф (о) =  {vp, если v ^  0; 0, если v <  0}, г|) (а) =  {и4, если и ^  0; 0, если
и <  ()}, а затем доказывается неотрицательность решения, в силу чего и,,
v удовлетворяют исходным уравнениям (1.1), (1-2).

Итак, пусть выполняются условия (2.13). Приближенное решение крае-
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вой задачи для уравнений (1.1), (1.2) при каждом т =  1, 2, . . .  ищется 
в виде

т т

Чт ( 0  =  | ^  fjm  (*) ^ | _V/<V'f I )  2  firn (t) Wj,
1=1 /—1

(2 .22)
m m

vm (t) - 1
/-1 /=i

Здесь {ш;} — «базис» в И[ (Q), составленный из собственных функций зада
чи (2.7). Функции f Jm, g j m ^ C 1 ([0, Т ]) определяются из системы уравнений

(ип , wj) +  (V (\um\vum), ywj)  =  (ф (vm), W j ) ,  (2.23):

(Vm, щ )  +  (V ( K f f r n ) ,  -Vw j ) =  OP ( O ,  Wj) ;  1 <  /  <  rn, (2.24)

и начальных условий у

(0) =  U-omt ®m (^) =  ^0mi (2.25)

где |u0m| U0m—V |u0| U0, |u0ml  ̂v0m ~ |уо|’ V 0 в Hq(Q).
Локальная разрешимость задачи (2.23) — (2.25) на некотором отрезке 

[0, tm] вытекает из общих результатов о нелинейных системах обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Заметим, что в силу линейной независимости 
функций до, , ' . . . ,  дот  выполняются неравенства d e t | | | a m|_v/(v+1) догд о ; | |^ 0 ,  
det jj |ит |-м,/(,л+1) WiWj\\ Ф  0, и поэтому уравнения (2.23), (2.24) всегда можно 
разрешить относительно производных f,-m, gjm (отметим, что в то же время
K k T v/<vfI4 ,  |( |«тГ (г/((г+1)аУь ^ ) | < о о  при всех г, 7 = 1 ,  2, . . .

. .  . - ,  т ) .
' Д ля  вывода глобальных оценок приближенного решения, которые обеспе

чивают разрешимость в целом задачи (2.23) — (2.25), скалярно умножим каж
дое уравнение (2.23) и (2.24) на .'f]m и gjm соответственно, просуммируем 
каждую группу равенств по всем j  от 1 до т, а затем получившиеся выра
жения проинтегрируем по t. В результате получим, что функции и т и vm 
удовлетворяют тождествам (2.14) и (2.15), из которых при выполнении усло
вий (2.13) выводится оценка (2.20) (все указанные выражения без труда 
можно приспособить к знаконеопределенным функциям ит , vm). Отсюда не
посредственно будет следовать, что

{|«rn| 2 ит}\  ( Ы  2 vm}' ограничены в L2 (Sr), (2.26)

Wm\vum, \ v S v m ограничены в I T  (0, Т ; Н \  (Q)) (2.27)

(и поэтому, в частности, tm =  Т). Из (2.27) заключаем, что \иml

|om]u/2vm ограничены в L 2 (ST). Эта оценка вместе с (2.26) означает, что- 
\um\v/2um, \vm\’1/2vm ограничены в Я 1 (Sr). Отсюда вытекает существование 

таких подпоследовательностей ипч, vmi и функций и и о, что \um |v/2«mi -*■
->-\u\v/2u, сильно в L 2 (ST) и почти всюду (см. [1]).
JB силу (2.27) это, в частности, означает, что ф (wmi)->- Ф (v), -ф (ит ) -if> (ы) 
слабо в L2 (Sr ). Нетрудно убедиться, что в силу (2.27) A (|aTO[va m), А (|ото|р,от ) 
ограничены в L°°( 0, Т ; Я ”1 (О)). Поэтому можно заключить, что
А ( I А 'П *-слабо в L°° (0, Т; Н ~ ^Щ ).  Доказатель-
ство того, что \  =  A(|«|va), т| =  А (|и|%), проводится точно так же, как и в 
[1]. При этом используются тождества (2.1), (2.2), которым удовлетворяют 
функции um, vm. Д ля их вывода достаточно умножить каждое уравнение- 
(2.23) и (2.24) на f jm и g lm соответственно, просуммировать каждую группу



равенств по /  от 1 до т  и получившиеся выражения проинтегрировать по t. 
Производя теперь предельный переход (см. [1]), получаем, что функции и, v 
являются решением задачи и удовлетворяют включениям (2.21).

4. «Слабый» принцип максимума. Пусть и0 (х) 0, v0( x ) ^ 0  п. в. в Q.
Положим U (I) =  sup {«(f), 0}, V  (t) — sup{y(^), 0}. Из (2.23), (2.24) непо
средственно следует, что при любых функциях X ,  Y £ L ° °  (0, Т ; Н \  (Q)) спра
ведливы тождества

t t
j  (и' (s), X  (s)) ds -h j  (y (\u (s)|va  (s)),
0 0

y X  (s)) ds =  j1 (ф (V (s)), X  (s)) ds , * '

(2.28) ■

J V ( s ) ,  Y ( s ) ) d s +  J ( v d o « o ( s ) ) ,
0 0

V K  (s)) ds =  (Ч> (tt (s)), ds.
0

Положим X  =  \u\vu —  \U\vU, Y =  | i f o — |VTF (условия X, Y £ L ° ° ( 0, T\
H\)(Q)) будут в этом случае выполнены; см. (2,21)). Тогда по определению

t i
•функций U, V  имеем j" (ф (v), \u\vи — \U\VU) d s = 0,  ̂ (г)з (и), — IVI^V^ds =

о и' t V
=  0. Кроме того, нетрудно убедиться, что j  (у (|(7|v/7), \u\vu — \U\VU) ds =

о
t

=   ̂ (у (|У|^У), \ v fv  — I'KI^V) ds =  0. С помощью этих равенств из (2.28)
о

t t t
получаем (и ', \u\vu — |t/ |vt/) ds +  j  llv (\u\vu — lf/|vf/)||lds =  0, j* ( v \  —

о - о оt
— I F I ^ d s - f -  [ | |у ( |и |ди — \VfV)\ \2ds — 0. Отсюда непосредственно вытека- 

o
t t

торые означают, что m es{ x |a (^ ,  х) ^  0} =  mes {х | v (t, j c ) ^ 0 } - - 0 ,  т. е. 
п. в. в £2 при всех i ^ 0 .

§ 3. УСЛОВИЕ ГЛОБАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ
ПРИ p = ! + u ,  q =  I -\-v

У т в е р ж д е н и е .  Пусть р  =  1 -|- jx, q 1 f  v и начальные функции 
таковы, что «о+ \  ио+ 1 £ Я о (й ) .  Пусть, кроме того, область Q такова, 
что первое собственное значение задачи (2.7) удовлетворяет условию

Хг > 1 .  (3.1)

Тогда существует глобальное неотрицательное _п. в. в Q обобщенное ре
шение задачи (1.1) — (1-4), удовлетворяющее включениям (2.21).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Решение задачи, так же как и в § 2, строим мето
дом Галсркина. Тогда функции ит, vm удовлетворяют тождествам (2.14),
(2.15), складывая которые, получим (напомним, что р  =  1 4- jjl, q 1 +  Y)

f \\{\Um\v /2U m Y\\!ds+  ( l l { K r /2bm>'|||<is +
(v -| ■ 2)2 g (M- +  2) о

•2136



+  -2-[|1у(|«тГит )112 +  | | у ( Ы ^ п г ) | | 2 ] <  (3.2)

с “Ь {\ит\ ит, •
t

При выводе этого неравенства мы учли, что j  ( l u j ^ ^ ,  {\um\vит}') ds -+-
o

t

J (lwml {l^ml ®т} ) d-S — (|Mm| Um, \Vm\ Vmj- (|^om! ^omi l ôml ^om)• По-
0 4 1 

следний член в (3-.2) в силу неравенства Коши — Буняковского и оценки

(2.6) не превосходит || \um\vит\\21| Ы 'ЧпН г <  - у  [|| |ит Гит ||1 +  ||' Ы Ч в Н г ]  <

!1у (1°т 1 ^ 1 ^ ] '  П°Э10МУ из (3 -2) заключаем, что

. . ^ (V± i I  f  j[{l«mr /2«m} ' [ | ^ +  ^ (|1 +  1) f  \\{\От\*/2° т } ' \ №  +
(v +  2)2 J (М- 1 2) jj

(3.3)
/ \ __1 \

+  -- ^  — [llv Ш vam)\\l Л- llv (Ы Ч О !  Ill <  С,

и, следовательно (см. (3 .1)), справедливы оценки (2.26), (2.27). З а 
вершается доказательство сформулированного утверждения так же, 
как  и в § 2.

З а м е ч а н и е  1. Если /4 =  1, то, к а к  следует из (3.3), приближен
ное решение удовлетворяет только оценкам (2.26), которые в принципе 
свидетельствуют о глобальной разрешимости ■ задачи. Этих оценок, 
однако, недостаточно для пределвного перехода.

З а м е ч а н и е .  2. В следующем параграфе будет показано, что в 
случае областей Q, для которых f a d ,  задача (1.1) — (1.4) при р = 1  +  |л, 
<7= i + v  не имеет глобального решения, коль скоро ы0+ и оФО в Q.
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