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Исследованы собственные функции нелинейной краевой задачи, опре- / 
деляющей нестационарные диссипативные структуры режимов с обр-
стрением в простейшей однокомпонентной теплопроводной среде. Иссле
дована устойчивость диссипативных структур. 

Проблема возникновения структур в нелинейных системах различной 
природы играет важную роль в современном естествознании, на что ука
зывает быстро растущее число монографий, обзоров, международных 
симпозиумов [1] — [ 8 ] . Большой цикл работ (см. обзоры [ 5 ] , [7 ] ) посвя-

дцен изучению стационарных диссипативных структур и автоволновых 
процессов в системах диффузионных уравнений. Для соответствующих 
математических задач найдены глобальные решения, определенные при 
всех t>0 (t — время). 

Предлагаемая работа посвящена изучению нестационарных диссипа
тивных структур, образующихся в нелинейной теплопроводной среде из-
за режима с обострением. Режимы с обострением (см. определение 1 на
стоящей работы) изучались ранее, например в [ 9 ] , как примеры несуще
ствования решений в целом (решение существует только на ограничен
ном временном интервале ^ [ 0 , т ) , т < + ° ° ) . В настоящей работе1 

и в других, выцолненных с участием авторов, режимы с обострением 
рассматриваются как промежуточная асимптотика [10] эволюционного 
процесса. 

Интерес к режимам с обострением вызван рядом их необычных свойств. 
В работах [11] —[13] показано, что нагрев среды, вызываемый нелиней
ным источником тепла и происходящий в режиме с обострением, может 
иметь различный характер. 

В S- и Z/5-режимах с обострением нагрев сопровождается локализацией 
тепла (см. определения 2, 3) на фундаментальной длине. При Я5-режиме 
нагрев среды осуществляется волной. В работах [14] , [15] найден спектр 
диссипативных структур /^-режима, показана устойчивость простой 
структуры, с помощью метода осреднения изучены особенности установ
ления структур и тепловых волн #£-режима. 

Эффект локализации тепла в S- и LS-режимах с обострением позволяет 
в течение конечного промежутка времени не только удерживать в огра
ниченной области пространства сколь угодно большие значения темпера
туры и количества тепла, несмотря на наличие теплопроводности, но и 
приводит к существованию нестационарных диссипативных структур. От
метим, что эффект локализации другой физической природы имеет место 
в теплопроводной среде с поглощением [16] , [17] . В этом случае, в связи 
с действием объемного стока тепла, в ограниченной области температура 
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и количество тепла ограничены в любой момент времени. К числу явлении 
локализации другой физической и математической природы следует отне
сти пример локализованных стационарных диссипативных структур, изу
чаемых в [ 3 ] . 

Настоящая работа содержит расширенную постановку задачи о дисси
пативных структурах, вызванных режимами с обострением, и тесно* при
мыкает к [14] . Основное внимание уделяется задаче Коши для уравнения 
теплопроводности, в которое коэффициент теплопроводности и источник 
тепла явлйются степенными функциями температуры. Подробно анализи
руются автомодельные решения, которые, с одной стороны, имеют интере
сующие нас свойства, с другой — допускают сравнительно простые методы* 
анализа. Такой подход —в ^ухе современного вычислительного экспери
мента, объединяющего как традиционные методы математического анали
за, так и численные методы [18],— позволяет рельефно выделить основные 
черты рассматриваемой задачи, ввести ряд новых понятий, а затем наме
тить путь определения широких классов коэффициентов уравнений^ сохра
няющих цнтересующие нас свойства решений. • • . ' 

Автомодельные решения! определяются путем интегрирования нели
нейной краевой задачи на собственные значения. Ее собственные функ
ции, соответствующие положительным собственным значениям, определяют 
конкретный вид различных автомодельных режимов с обострением. 
Собственные функции, соответствующие отрицательным собственным зна
чениям, определяют решений, существующие в целом (обычные режимы). 
Особенность автомодельных!, решений LS-режима заключается в том, что 1 

краевая задача для любого! собственного значения имеет определенное* 
число качественно различных собственных функций. Эти функции опре
деляют простые и сложные тепловые структуры. 

Автомодельные режимы! с обострением неустойчивы по отношению 
к малым возмущениям начальных данных, однако это, как показано ниже, 
не означает, что при произвольных начальных данных пространственная 
структура, решений задачи на асимптотической стадии отличается от про
странственной структуры автомодельных решений. На основе анализа 
структурной устойчивости,' выполненного с помощью автомодельной об
работки (определения 4, 5 ) , выделяется класс автомодельных решений,, 
асимптотически устойчивые в специальной норме, согласованной с их 
пространственно-временной структурой (см. пп. 7, 8 ) . 

• ' ' " , ; / 

1 . Простейшей математической моделью нелинейной теплопроводной 
среды является уравнение ; 
(1) \ Tt = {K(T)Tx)*+Q{T), 

где коэффициент теплопроводности представляет собой дифференцируе
мую функцию и удовлетворяет условиям 

(2) К(Т)>0, Г>0,; tf(0)=0, JK(x)x-ldx<+oo, 
О 

а источник тепла — выпуклая неотрицательная функция, обращающаяся? 
в нуль при нулевой температуре и удовлетворяющая условию 

(3) J ( ? -4* )d*<+4 б>о. 
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Для уравнения (1) ставится задача 

Т{х,0)=Т0{х), 0 < ж < + о о , 0 < 7 , „ ( ж ) < + о о , 

lim Т0(х)=0, 

Х - > - + оо 
Tx(0,t)=0, lim,T{x,t)=0, \im[K(T)Tx]=0, 

Х-++0О Х-++0О 

решение которой может не обладать вытекающей из уравнения гладко
стью там, где Т(х, t)=0 (см. [19 ] ) . В связи с этим будем различать два 
случая. 

З а д а ч а А. Начальное распределение финитно: 

/ Т(х,0)= 1 Т Л Х ) ' ° < Х < а > 
I 0 х>а. 

З а д а ч а Б. Начальное распределение отлично от нуля во всем про
странстве: 

Т(х,-0)=То(х)>0, 0<х<+оо, 

Задача А заключается в определении температуры Т(х, t) на отрезке 
переменной длины 1=хф(t) и закона движения его границы х=хф&)\ 
хф(0)=а при условии непрерывности температуры и теплового потока: 

г ( * ф ( 0 , * ) = о , K[TMt), * ) ] Г . ( « Ф ( 0 , * ) = о . 

Возможность существования конечной скорости движения фронта теп
ловой волны указана в [20] . В работах [17] , [21] и [22] установлено, что 
выполнение условий (2) обеспечивает существование конечной скорости 
фронта. Выделение задач А и Б не является принципиальным и прово
дится для удобства анализа. ' 

О п р е д е л е н и е 1. Процесс нагрева происходит в режиме с обостре-
нием,если существуют т > 0 и х0>0 такие, что 

T(x,t)<+oo V t e [ 0 , x ) и UmT(x0,t)=+oo. 

Величина т является временем обострения [11] , [12] , (3) — необходимое 
условие существования режима с обострением. 

О п р е д е л е н и е 2. В задаче А имеет место локализация тепла, 
вызванная режимом с обострением, если существует такое х0>а, что 

lim Xb(t)<xQ и T(x,t)=0 Vx>xQ, * е [ 0 , т ] . 

Минимальное значение' х0 является глубиной локализации. 
Очевидно, локализация невозможна при бесконечной скорости распро

странения фронта тепловой волны, т. е. при нарушении условия (2 ) . 
Двление локализации, определенное выше, не имеет места в задаче Б, од
нако в ней может существовать эффективная локализация. 

О п р е д е л е н и е 3. В задаче Б имеет место эффективная локализация 
тепла, вызванная режимом с обострением, если существуют такие Т0>0 
и £ 0 > 0 , что при любых te[0, т ] й х>х0 выполняется неравенство Т{х, t)^ 
^Т0. Минимальное значение х0 при заданном Т0 является глубиной эф
фективной локализации. 

Продемонстрируем особенности режимов с обострением на классе 
степенных функций: 

(4) К(Т)=Г, Q{T)=T\ о > 0 , р>1. 
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Условия (2 ) , (3) в этом случае выполнены. Степенные функции допускают 
существование автомодельных решений. Заметим, что в [23] найдены всо 
классы функций К{Т), Q(T\, допускающих существование инвариантных 
решений ! [24] , частным случаем которых являются автомодельные 
решения. | 

2. Выражение Т(х, t)=g(t, т ) 9 ( | , т ) , § = ^ ф - 1 (t, т ) , является частным 
решением исходной задачи [при условии (4) , если g(t, т) = (1—£т_1)~"Тг 
cp(Z, т) = ( 1 - ^ т - 1 ) а , 7 = ( р - 1 ! ) - 4 , a = 0 . 5 ^ ( j 3 - a - l ) , а функция 9(g, т) - не
тривиальное решение краевой задачи для уравнения 

(5) (e°e 5 ' ) i ' - —^е-ьо р =о . 

Граничные условия в случае задачи А имеют вид 

(6) \ В,'(0)=0, е(а) = 0 , 6«(в)в 8

, (в>=0, 
г 

а в случа|е задачи Б — вид ! 

( 7 ) е 5 ' ( 0 ) = о , l i m © ( | ) = 0 . 
Задачи (;5), (6) и (5) , (7) являются задачами на собственные значения т 
и определяют собственные функции 9(£, т ) . , 

Положительное собственное значение и соответствующая ему собствен
ная функция определяют автомодельное решение режима с обострением. 
Отрицательное значение \ вместе с собственной функцией определяют 
автомодельное решение, существующее в целом (для любого t>0). 

3. Задача (5) , (7) имеет, решение 9 ( | , т) при любом т, если существует 
решение! 9 ( £ , T i ) Д Л Я некоторого T t такого, что T T I > 0 . При этом 

(8) ; 9(6, ^ ^ ^ - ^ - ^ ( ( т т г 1 ) - ^ , т , ) . 

Если задача (5) , (6) имеет решение на отрезке | ^ [ 0 , а 4 ] , то суще
ствует решение, определяемое по формуле (8) , на любом другом отрезке 
^ [ 0 , а]\ и ' j 
(9) т = т 1 ( ^ 1

1 ) ш , ; (й=а-\ 

В справедливости этих утверждений можно убедиться непосредственной 
проверкой. ! 

4. Для существования р'ешений задачи (5) , (6) необходимо выполнение 
условий: i < | i ^ a + l , т > 0 и |3>о+3, т < 0 . 

Действительно, с одной стороны, главный член асимптотики 
при : 9(g) ~ [ — а т о " 1 ^ — $ ) ] 1 / а имеет смысл при выполнении условия 
т((5—а—1)<0; с другой стороны, проинтегрировав (5) с учетом (6) , полу
чаем неравенство ! 

. ; а а _ 4 

-О.о(р-а-З) ( ? - 1 ) - Ч - ' = J 0 4 l , T ) d | [ | 9 ( | , x ) d | ] >0. 
г о . о 

При (5=0+1 решение задачи находится непосредственным интегрированием 
(5) (см. [11]): j 

(Ю) 6( | , т) = 
e 0cos 2 /'(^-|), , (K£<(Xks, 

! 0, 1>0,5LS, 
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Фиг. 1 

тде Ls=2no'i(o+lYl% Q0^[2(a+l)a'iT'i(a+2)-i]i/a. Величина Ls называет
ся фундаментальной длиной. • ' -

Задача ( 5 ) , ( 7 ) не имеет решений при 1 < ( 5 < а + 1 . Необходимым усло
вием Существования решений таких, что 

оо 
Je (g ,T)di<+<*>, . 

является выполнение неравенства о + 3 > р > о + 1 , т > 0 . Действительно, 
асимптотика решений при £ - > + о о имеет вид 

ЧН) 6 ( 5 , т ) = с Г 2 ( р - ° - 1 ) " \ c = c o n s t > 0 , 
Ж . 

00 ОО / . 

J e » ( i T ) d g [ J 0 ( | , T ) d | ] _ 1 = - ( р - о - 3 ) ( р - 1 ) - 1 т - 1 > 0 . 
С О 

5. Качественный и численный анализ показывает, что при 1 < [ J < G + 1 

для любого значения а>0 задача ( 5 ) , ( 6 ) имеет единственное нетривиаль
ное решение 0 ( | , т ) , соответствующее единственному собственному значё-
шию т = т ( а ) . Время т убывает при возрастании а в соответствии с ( 9 ) . 
Собственная функция 6 ( g , т) монотонна для любого фиксированного зна
чения х > 0 (см. фиг. 1 , а ) . При р = а + 1 задача ( 5 ) , ( 6 ) имеет однопарамет-
рическое семейство нетривиальных решений, существующих на единствен
ном отрезке a=0.5Ls (см. ( 1 0 ) ) . Свободным параметром семейства являет
ся время обострения т > 0 . При о + 1 > ^ > о + 3 задача ( 5 ) , ( 6 ) не имеет 
нетривиальных решений. В этом же диапазоне задача ( 5 ) , ( 7 ) для каждого 
положительного т имеет определенное число N собственных функций 
6 Г ( £ , т ) , £ = 1 , 2 , . . . ,N. Их число равно числу нулей в решении у(х) сле
дующей линейной задачи (установлено с помощью численного экспери
мента) : 

( 1 2 ) r - 0 . 5 ( p - o - l ) ^ , + (p-l)i/=0, * / ' ( 0 ) = 0 . 

Решение этой задачи имеет вид 

(13) # ( * ) = С о Ф ( - ( р - а ) ( р - о - 1 ) - 1 , 0 . 5 , 0 . 2 5 ( ^ - 0 - 1 ) я 2 ) , с 0 ^ 0 , 

где Ф(а, Ь, 5) — вырожденная гипергеометрическая функция [ 2 5 ] , с0 — 
произвольная постоянная. Число нулей решения ( 1 3 ) определяется с по
мощью функции [z] (целая часть числа z) по формуле 

i V = [ z - [ [ z ] z - ' ] ] + l , ^ ( h D t p - a - l ) " 1 . 
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: 4 f: 
Собственные функции таковы, что 

На фиг. 1, б приведены ф и собственные функции для случая [5=3.67. 
о=2 .0 и т = ( 2 . 6 7 ) - 1 (84(6, т) j - кривая 1, 0 2 ( | , т) — кривая 2, 0 3 (£, т) —кри
вая 3). Прц р > а + 3 существуют решения задачи (5) , (7) для любого т > 0 : 
в» т ) , г=1, 2 , . . . . , iV. В этом случае 

lim J 0 (rj, т)йг1=+оэ 
; t . . .л. ~ J . . . . . . О 

(см. ( И ) ) ; Кроме того, в этом же диапазоне параметров [5, о задача (5) , (6) 
имеет единственное нетривиальное решение 0(£, т ) , соответствующее 
единственному числу т=т(я ) | . При возрастании а величина \%\ возрастает 
в соответствии с (9 ) . Собственная функция монотонна. 

6. Выражение Т(х, t) =g(£., т)0(£, т) — точное решение поставленных 
задач, если начальные данныр являются автомодельными: Т (хг О)=0(;г, т ) . 
При 1<$<о+1 для любого а>0 существует единственное начальное рас
пределение температуры 0 ( 4 т ( а ) ) , определяющее единственную автомо
дельную тепловую волну так| называемого ДО-режима с обострением. Вре
мя обострения определяется |длиной отрезка а. При [ } = о + 1 на единствен
ном отрезке a=0.5L s существует однопараметрическое семейство начальных 
данных 0(х, т ) , определяющее нестационарные диссипативные структуры 
5-режима с обострением, локализованные на фундаментальной длине. 
Время обострения структуры определяется амплитудой начального распре
деления 06 (см. ( 1 0 ) ) . 

Автомодельные начальное данные О)=0«(я,. т ) , . т>0, |5>о+1> 
определяют автомодельных решений режима с обострением, инеющцх 
качественно различную пространственную структуру и существующих 
в течение одного промежутка времени т > 0 . Автомодельное решение, соот
ветствующее 0i(£, т ) , имеет максимум при 6=0. Полуширина такого реше
ния xh{t) :\Т(0, t) =2T(xh(t), t) при t-+T монотонно стремится к нулю. Авто
модельные решения, соответствующие 0 г ( | , т ) , г>2, имеют i локальных 
экстремумов. В таких решениях все локальные экстремумы движутся 
к центру симметрии х=0 и в момент t=x фокусируются в нем, оставляя 
в пространстве след — предельное распределение температуры 

(14) \ Тг(х) = lim Tip,ф^с^-Т»-1, 

где Сг>0 — постоянная, зависящая от т > 0 и от i — номера собственной 
функции. I Существование предельного распределения (14) указывает на 
эффективную локализацию в автомодельных решениях так называемого 
£3-реж&Ца-с обострением Автомодельные решения, соответствующие 
первой собственной функции, определяют простую диссипативную струк
туру? старшие собственные функции определяют сложные диссипативные 
структуре. |; 

При Р;>а+3 наряду с простыми и сложными тепловыми структурами 
режима с| обострением имеется автомодельная тепловая волна, существую
щая для любого / > 0 . Амплитуда тепловой волны убывает со временем. Для 
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любого а > 0 существует единственное начальное распределение 9 (# , т ( а )> 
и единственное значение т ( а ) < 0 , определяющее такую волну. 

Задача 1 < 0 < а + 1 3 = а+1 а + К К а + З 0><Я-3 

А #£-режим .S'-режим Обычный 
с обострением с обострением #£-режим 

Б ££-режим LS-режим 
с обострением с обострением 

В таблице приведена классификация решений задач А и Б как по 
характеру изменения температуры во времени (обычные режимы, сущест
вующие в целом, и режимы с обострением), так и по характеру изменения 
полуширины во времени. Согласно [1/1], [12] , автомодельные решения 
с монотонно убывающей, неизменной, монотонно возрастающей полуши
риной называются, соответственно, LS-, #£-режимами. 

7. Автомодельные решения режимов с обострением неустойчивы по 
начальным данным. Малое возмущение начального распределения приво
дит к малому изменению времени обострения. Это, в свою очередь, при
водит к сколь угодно большому различию между решениями начиная с не
которого момента времени, близкого к моменту обострения. Такого рода 
неустойчивость не означает, что всегда при неавтомодельных начальных 
данных пространственная структура решений задачи на асимптотической 
стадии отличается от пространственной структуры автомодельного 
решения. 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть Т(х, t) — решение исходной задачи. Преоб
разование решения по формуле • ' 

(15) 9(6, t)=Trrr*№m{Tm{t)),t), 
где ftz^z-0-5*-*-^ 

либо T(0,t), 

либо Шах Т (#, t), 

называется автомодельной обработкой, 9(6, t) — автомодельным представ
лением решения [14] . 

Применяя преобразование (15) к автомодельному решению, получаем 
нормированные собственные функции 

= ( либо 9-40)9(6, т ) , 
К 1 ) либо [ шах9(63)]-19(6,т). 

I 0̂|<+оо 
Нормированная собственная функция является стационаром автомодель-
ной обработки (15) . 

О п р е д е л е н и е 5. Будем говорить, что автомодельное решение режи
ма с обострением имеет устойчивую пространственную структуру, если 
нормированная собственная функция, определяющая это решение, явля
ется устойчивым стационаром среди автомодельных представлений реше
ний 9(6, t). 

8. Аналитические методы и численный эксперимент [14] , [26] пока
зали, что в диапазоне 1 < р < о - Ы автомодельные решения устойчивы 
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а ! - . д 

Фиг. 4 

в смысле определения 5. На [фиг. 2 (0<ti<.t2<t3<x) приведены результаты 
численного, расчета с автомрдельной обработкой. Нагрев осуществляется 
автомодельной тепловой волной #5-режима с обострением. При р=о+1 
автомодельное решение £-рёжима устойчиво. На фундаментальной длине 
образуете^ симметричная ;• устойчивая нестационарная диссипативная 
структура режима с обострением и имеет место эффект локализации тепла. 
В диапазоне параметров о-НЗ>р>о+1 простая тепловая структура устой
чива. Сложные структуры сохраняются в течение почти всего времени 
обострения. В течение достаточно короткого времени непосредственно 
перед моментом обострения происходит вырождение сложной структуры 
в простую (см. фиг. 3). При [}>о+3 существуют два типа автомодельных 
решений:; тепловая волна |рбычного //^-режима и тепловые структуры 
Ь^-рёжи^а с обострением (см. таблицу). Автомодельное решение обычного 
ЯЗ-режима неуцтойчиво. Численный эксперимент показал, что если на
чальное распределение минорируется распределением температуры авто
модельного решения обычнрго ЯЯ-реяшма, то имеет место £5-режим с обо
стрением; если мажорируется — то достаточно долго существует затухаю-

!| 5 * В 8 7 

; i 
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щая волна. В обоих случаях максимальные температуры в начальном и 
автомодельном распределении совпадают (см. фиг. 4) . 

9. Выше было показано, что задача А не имеет автомодельных решений режи
мов с обострением в диапазоне [ } > а + 1 . Однако с помощью метода осреднения [14] , 
[26], теорем сравнения [27] - [30] и вычислительного эксперимента [11] показано, 
что в решениях задачи А, несмотря на отсутствие автомодельных решений, имеет 
место эффект локализации тепла в смысле определения 2. Существуют локализован
ные на фундаментальной длине ££-режима нестационарные и диссипативные струк
туры. Многочисленные численные эксперименты [14] показывают, что распределе
ние температуры в структурах задачи А почти всюду внутри области локализации, 
за исключением окрестности фронта x=x${t)\ T(x${t), t)=0 (#ф(т) - фундаменталь
н а я длина LS-режима) , совпадает с распределением температуры в автомодельном 
режиме задачи Б. Оценка для фундаментальной длины ££-режйма с обострением 
дана в [13]. 

10. Дальнейшие исследования показали, что режимы с обострением и локализа
ция тепла характерны для широких классов коэффициента теплопроводности и объ
емного источника тепла. Важную роль в определении таких классов играют теоремы 
сравнения параболических уравнений, в том числе вырождающихся [27] - [ 3 6 ] , 
а также построение приближенных автомодельных режимов [37]. Один из важных 
результатов этих работ заключается в способе построения по заданному Q(Т) коэф
фициента К (Г) , приводящего к локализации тепла в режиме с обострением. При
ложения эффекта локализации обсуждаются в [38] - [44] . Взаимодействие тепловых 
структур в многомерном случае было исследовано численно в [45], [46]. При изу
чении выхода на автомодельный режим оказался полезным метод осреднения, пред
ложенный в [14], [26] . Диссипативные структуры режимов с обострением в средах 
с распределенными параметрами рассмотрены в [47], [48]. Цикл работ [49] - [54] 
посвящен исследованию 4 нестационарных структур в различных математических мо
делях нелинейных сред, в том числе многокомпонентных. Эффекты локализации 
тепла в задачах с граничными режимами рассмотрены в [55], где и содержится наи
более полная библиография. 
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