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О Р А З Н О С Т Н Ы Х Р Е Ш Е Н И Я Х ОДНОГО К Л А С С А 
К В А З И Л И Н Е Й Н Ы Х П А Р А Б О Л И Ч Е С К И Х У Р А В Н Е Н И Й . ! ! 

ГАЛАКТИО'НОВВ.А.,САМАРСЕИЙА:А: 

( Москва) 

Исследуются свойства неявных разностных схем для квазилинейных 
параболических уравнений нелинейной теплопроводности с источником. 
Определены достаточные !условия глобальной разрешимости и единствен- / 

ности решения разностной задачи. Показано, что в результате предель
ного перехода глобальное разностное решение сходится к обобщенному 
решению исходной дифференциальной задачи. 

- • • / 

Настоящая работа является продолжением статьи [1]. Ниже рассмат
риваются разностные решения следующей краевой задачи для квазили
нейного параболического уравнения нелинейной теплопроводности с ис
точником: 

W 5 = ^ 7 ^ а + 1 ) + < "*>0, .*e(0,Z), 
dt дх2 •• 

(2) и(0, х)=щ(х)>0, 0<х<1, Щ=С([0,1)), 
(3) u{t, 0)=u{t, Z)=0, t>0, 

а > 0 и f i> l — фиксированные постоянные. 
Задаче (1) —(3) ставится в соответствие неявная (нелинейная) раз

ностная схема [2] 

(4) ^ - ^ = (r + 1)^+U p , (t,x)^(dxX«>h, 
т • 

(5) , u°=Uoh, x^<i)h, u<=Hhl t^(ox. 

Здесь и далее используются обозначения, принятые в [1], [2]. 
В [1] изучались условия разрешимости схемы (4), (5) на фиксиро

ванном временном слое, а также показано, что при [5^а+1 .разностное 
решение может не существовать, быть неединственным й неограниченна 
возрастать в течение конечного времени.3 

Ниже будут получены достаточные условия глобальной разрешимости 
и единственности решения задачи (4), (5), а также показано, что при 
т, h-*0 разностное решение сходится к обобщенному решению исходной 
дифференциальной задачи! (1)—(3). 

§ 5. Глобальная разрешимость разностной задачи 
'- и предельный переход при. р < о + 1 

В этом параграфе получены условия глобальной разрешимости задачи 
(4), (5) при (Здесь и в § 6 сетка сот считается равномерной.) 

Т е о р е м а 6. Пусть (3<о+1. Тогда при достаточно малых х разност
ная задача имеет глобальное решение (т. е. при любых Г > 0 ) , причем оно 
единственно. 
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Если [ } = G + 1 , то аналогичное утверждение справедливо при дополни
тельном предположении \ 

(5Л) . V = ± 3 i n > ( f ) > l 

Затем на основе теоремы 6 устанавливается сходимость разностной 
схемы (4), (5) при %,h-*0 и одновременно доказывается 

Т е о р е м а 7. Пусть начальная функция и0(х) в (2) такова, что 
ц ^ ^ Я о ^ О , I). Тогда при [}<о+1 дифференциальная задача (1) —(3) име
ет решение, удовлетворяющее включениям 

(5.2) u^L°°(0, Т; L a + 2 ( 0 , I)); uo+l^L°°(0, Г ; Я 0

! (0 , 0 ) , 

(5.3) ^ ^ 2 ( 0 , Г ; Я - Ч 0 , 0 ) ? - ^ ^ 2 e L 2 ( 0 , r ; L 2 ( 0 , Z ) ) . . 
о>£ \ dt 

Если р=о+1, го аналогичное утверждение справедливо при дополни
тельном предположении 

45.4) V = ( t t / Z ) 2 > l . 

При доказательстве сформулированных теорем нам понадобятся сле
дующие леммы. 

Л е м м а 2. При всех\, rj'&R-f1 выполнено неравенство 

<5.5) ( 6 а+1_ .+ . ) !» 
, * .р+о+1 

+ А [max{£, г)} ] р " 4 (^+° / 2 -п 1 + ° / 2 ) 2 , 

где Сi=C 1(0, $)>0 — постоянная. 
Л е м м а 3. Для любой сеточной функции vh^Hh 

< 5 . 6 ) 1 ^ | с ^ Л з 1 Ь " + , ! к 1

2

/ ( 0 + 1 ) , Л = г 1 / 2 ( * + 1 ) . 

Ес/ш функция v(x)^0 такова, что г; 0 + 1еЯо 4(О, Z), то оценка (5.6) выпол
няется при /г=0. 

Лемма 3 доказана в [2], [3], неравенство (5.5) проверяется непосред
ственно. 

1 Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 6 и 7. Фиксируем произвольное Т>0. 
Пусть и™ Ы-еЯоЧО, Z). 

1. Рассмотрим сначала случай (5<о+1. В силу теоремы 1 (см. [1]), 
схема (4) для [}<о+1 разрешима при любых т. Скалярно умножая обе 
части (4) на u°+i и используя при этом оценку [4] 

0~rZ 

получаем 
1 1 a+2 0+2 2 Э+a+i 

(5.7) — — — (I й I м + 2 - 1 гг I м + 2 ) +1| ua+i\\h}2< I й I h ; + a + i . 
o+z т 

С помощью оценки [2] J 

. I 1P+0+1 . „ o + i M o+(T+i) / ( (r+i ) rr 1 

\vh\hf+o+i<Ao\\vh |U ? 2 , Vh^tih, 

^ 4 o _ ^ i + (P+(T+l) /2(a+i) 
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и неравенства Юнга [3] получим 

.(5.8) .1й1л; +

о ^4- | | й ° + 1 | | ^ + 4 4 ' 
L i 

{ ( о - + 1 ) - £ ] г а+1 "-1 ««+D/«-(o+j)j 
2(-р+о+1) Q , ' ( p + o + l ) 1- ' 

С учетом (5.8) неравенство (5.7) принимает вид 

(5.9) J - A ^ * * + 
0 + 2 t 2 

+ — Ы л . а + 2 -

Т 0 + 2 
Из (5.9) цолучаем оценку 

(5.10) max {ui+Hn^AJ(о+2) + 

ш в силу (5.6) — неравенство, 

[ 2 1 т i / 2 ( a + i > 
24 4 + т—тг4 5 

* .w+2) J 
Для вывода других априорных оценок умножим скалярно (4) на 

(ua+1—u0+i)/x и воспользуемся затем неравенством (5.5), а также нера
венством (l0+i—r\a+i) ( £ — ц ) > С 2 ( 1 1 + 0 ^ г ] 1 + а / 2 ) 2 , справедливым при всех 
|, t\^R+\ где С т

2 = С 2 ( о ) > 0 — постоянная [4]. В результате получим 

|

Л1+а/2_,,1+а/2 # 2 4 ' ' 
— | ( l l f t e + , l b £ , -
Т i f t > 2 ' " 2 Т 

II «+ill 2"\ I 1 /1 . I I I P+*+* ч , 
-\\и0+%,2)+ Q : — ( U U t p + a + l - l ^ U , H a + l ) + 

P+a+1 т 

I £i+a/2__^l+a/2 .2 
— — * * 

T I /1,2 

При выводе (5.12) использовалось также то, что ((u0+1)s*, u°+i—ua+i)h> 

( l l ^ ^ l l ^ - I I ^ V I U ^ / S в силу оценки Ш-ъ)>-(Ъ*-Ч*)?% Л, г\^1-
Выберем теперь N столь большим, чтобы С±х [max {| й\с, | | с } ] р " 1 ^ С 2 / 2 

при всех 0</<iV, т.е. (см. (5.11)) 

2 1 , 1 (Р-*)/^^*) С 2 , 1 Н> 
(5.13) Т [ 2 Л 1 + - - — Л ] 

т (о+2) J 2С. 

Нетрудно видеть, что при |}<о+1 это всегда возможно. Тогда, суммируя 
равенства (5.12) по всем / от 0 до N и применяя неравенство Юнга 
(см., например, [3]), получаем 

%у т - — - — +4II(«N + ,)O + I!U: 2< 
2 I т I л,2 2 

0+1 , 
; —\и +4hMa+i+—\\UoK | | л , 2 — 

Р + 0 + 1 2 
0 + 1 , . р+а+1 ^ 1 

Р + а + 1 4 
жвм и МФ, JV6 4 • 833 



Отсюда вытекают оценки 

JL i Л 1 + С Г / 2 1+0/2 , 2 

(5.14) V T - - .*А„ 
МжвА I Т I Л , 2 *— 

(5.15) max | | ( и * > ) ° + % * 2 < А г , 

Таким образом, ограничение (5.13) на величину шага по времени т 
обеспечивает глобальную разрешимость разностной задачи (4), (5). За
метим, что из (5.15) в силу (5.6) следует оценка 

(5.16) тахЫ3+%<А9. 

Покажем, что при достаточно малых т решение является единствен
ным. Пусть существуют два решения, щ и й2, и пусть величина т такова» 
что выполняется неравенство (5.13) и условие 

(5.17) %<-1А;-\ 
Р 

Из (4) следует, что^—й 2=т(й 1

а +—u 2

+ i)^+x(u^---u 2^). Скалярно умно-
л a+i л а+1 

жая это равенство нащ —и2 , получаем 

(»i-^»2,ai — » 2 )л=—Tlltt i - н 2 | | h , 2 + 

+ т ( й 1

р - й / , й Г 1 ~ й 2

0 + 1 ) ^ 

T{^max{|flil c, .1й 21 с } ] ^ " 4 ^ 1 — ^ 2 , ul -й2 ) А 

Отсюда, в силу (5.16), (5.17), заключаем, что {щ—й2, щ — й2 ) л = 0 , 
г', е. ui=w2. 

Для доказательства законности предельного перехода нам понадобит
ся еще одна оценка. Из (4) имеем 

| | ^ | | f t ' 2 < i i ( u a + o ^ i i v + ; i i ^ i i ; , 2 . 

Отсюда, поскольку , 

с помощью (5.15) получаем 

(5.18) т а х | | ^ Ь ^ | | ' <Ait. 
Q s ^ j ^ N II Т II Л , 2 

Введем для простоты обозначение 

' ' • Vh —Vh3 

VxqxVx,h = 7"т<*<(/+.1)т. 
T 

Из (5.10), (5.14), (5.15), (5.18) с помощью результатов работы [4] полу
чаем следующие оценки: 

(5.19а) qxpk{uj)a+i ограничены в L°°(0, Т; Я а*(0, I)), 
qxph(uj)a+i--B L~(0,T;Lia+2)/^+i)(0, Z)), 
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(5.196) ^ ( t f J ) A + 1 - B L~(0, r ;L ( a + 2 ) / < o + 1 ) (0 ,Z)) , 
М , И 1 + ( 7 / 2 ~ в L~(0, Г; L 2(0, Z)), 

<5.19в) V T M , M 1 + A / 2 - B L 2 ( 0 , r ; L 2 ( 0 , I)) , 
№ ^ - B L M ( 0 , r ; L I + 2 ( 0 , i ) ) , 

(5.19r) Vxqxphu>-B L~(0, Г ; Я - Ч О , Z)), 
' [ № ( ^ ) A + 1 ] - - B Ь-(0, Г ; tf-ЧО, 0 ) , 

(5.19д) M A M P - B L m ( 0 , Г ; L^ + a > / p (0, .Z)) , g , ( ^ + 1 ) - в L ' + 2 ( 0 , Z). 

Оценок (5.19) достаточно для совершения на основе теоремы компакт
ности [5] предельного перехода при т, h-+Q (см. [4], [6], [7]), в резуль
тате которого получаем существование глобального решения задачи (1) — 
(3), удовлетворяющего включениям (5.2), (5.3). 

2. Рассмотрим теперь случай |}г=0+1. Применяя для оценки члена, 
стоящего в правой части (5.7), неравенство [2] 

, ,2(0+1) 1 ,, 0+1 , ,2 т т 

I ^ U , 2 ( o + i ) ^ T-jllVh IL,2> vhezHh, м 
получаем 

- A - ~mh%+ ti-±) \\u°+%i<^-\»\h?+x • 

Отсюда (см. (5.1)) вытекает справедливость оценки (5.10) при Л 4 = 0 и 
неравенства 

II - а - М П 2 ^ ^ ^ ^ I I ° + 2 ^ * ^ 1 0 

о+2 т V —1 т 
Выберем величину т столь малой, чтобы (см. (5.13)) 

T ( a + 2 ) / 2 ( a T l ) < i l i - a i - W 1 ) 
Т 2С, 3 1 0 

Тогда выполняется неравенство 
N 

Г I ,^1+а/2_7 1+0/2 .2 4 / 4 v 

* /II а+*\\ 2 I |2((Т+1) \ 
-\\\U0h \\h,2~~~\U'0h\h,2{<J+i)) t 2 

©з которого вытекают оценки (5.14), (5.15), (5.16). Последующий анализ 
проводится так же, как в случае [}<о+1. 

§ 6. Разностное множество устойчивости 
и предельный переход при (J > о + 1 

В этом параграфе получены достаточные условия глобального сущест
вования решения разностной задачи (4), (5) при J5>a+1, сходящегося 
при т, h-+0 к обобщенному решению задачи (1) —(3). 

1. Определим для всех v^Hh функционал 

1 0 + 1 
(6.1) Jh(vh)== — ah(vh)- 'W(vh), 

2 £ + 0 + 1 

где ah(<vh) = \\vh+i\\h% bh(vh) = \vh\h,t+o+i. 
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Л е м м а 4. Пусть [}>о+1. Тогда справедливо неравенство 

(6.2) d h = inf sup Jh(toh)> Z - [ M ( a + i ) j / [ M m ) ] > 0 ^ 

V Е 0 

Лемма 4 доказывается так же, как аналогичное утверждение в [8]^ 
Определим разностное множество устойчивости Жь. по формуле 

(6.3) 7Th=*{vh 117 Л €5# Л , 0 < / А (Л1;л) < d f t , [0, 1]}. 

В силу (6.2), Жк не является пустым множеством. 
Из способа построения Ж к вытекает 
Л е м * а 5. Пусть £><т+1. Тогда Wn=Wh*\) {0}, где 

(6.4) F ; = { i ; , | ^ 4 Й л ( 1 ; , ) - Ь Д ( ^ ) > 0 , / л ( ^ ) < 4 } . ".. > ' 

З а м е ч а н и е 1. Если в (6.1) — (6.4) функции v(x)>0 таковы, что иа+1^Н0

1(0,1)\ 
то леммы 4 и 5 остаются справедливыми при к— 0 (см. [8] , а также аналогичные 
утверждения в [9] , [10]) . В этом случае вместо / Л , Wh, Жь*... будем писать / 0 „ 
Ж0, Ж о*.-.. . 

2. Т е о р е м а 8. Пусть $ > о + 1 и функция uoh в (5) такова, ,что> 
Uotl^Wh. Тогда при достаточно малых % разностная задача (4), (5) имеет 
глобальное решение, принадлежащее Жк для всех t^(ox, причем такое ре
шение единственно. 

З а м е ч а н и е 2. В условиях теоремы 8 никакое уменьшение шага т не приводит 
к неограниченности разностного решения. Таким образом, как следует из теоремы S 
(см. [1 ] ) , неравенство (4.4) не может быть выполнено, если щк^Жк, т. е . 

1-Я1Л(и0л, "фл)л + - ) Р < 0, Щп^Жп. Это неравенство является дополнительной харак

теристикой разностного множества устойчивости. 

Из теоремы 8 предельным переходом т, fe->0 выводится 
Т е о р е м а 9. Пусть |}>о+1 и функция и0 в (2) такова, что и0^Ж0~ 

Тогда дифференциальная задача (1) —(3) имеет глобальное решениеу 

принадлежащее Wo при всех £^(0, Т) ^причем оно удовлетворяет включе
ниям (5.2), (5.3). 

Здесь Ж о — замыкание Ж о на множестве {и\и(х)>0, и^^Но1 (0, /)}> 

З а м е ч а н и е 3. Как показано в [8 ] , выполнение условия /о(и 0)<0, в опреде
ленном смысле противоположного включению и0^Ж0 (см. (6.3)), влечет за собой 
неограниченность решения задачи ( 1 ) - ( 3 ) и для времени существования решения 
справедлива оценка 

Р + о + 1 1_р 
То < :

 Z < P - l ) / ( a + 2 ) 1 | W o | 1

 Р

 < + то> 

( р - 1 ) [ р - ( а + 1 ) ] 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 8 и 9. Фиксируем произвольное Г > 0 . 
Пусть задана произвольная функция щ(х)^Ж0, ц 0 ^0 . Тогда иоь^Жк при 
достаточно малых /г. Отсюда в силу леммы 5 получаем 

- p - ( q + 0 , w , , , 
2 ( р + о + 1 ) * ( в * ^ Л ( в * ) ' 

и поэтому (см. лемму 3) 

L в - (о+1) J P-(a+l) 
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Покажем, что ограничение 

^ mm { 1 , ^ / 2 ^ } 
(6.5) т ^ 

(1+АпУ+2к-2(1+Ап)а+1 

обеспечивает на каждом шаге разрешимость схемы (4). 
Сделаем первый шаг. Из теоремы 2 (см. условие (2.9) в [1] при С0=1) 

следует, что при ограничении (6.5) схема (4) разрешима. Тогда из (5.12) 
с учетом того, что 

T l m a x i l u M c U / l c } ] ^ 1 ^ - ^ 

(отметим, что, в силу (6.5), | iz11 с ^ |»° | с+1, см. теорему 2), получаем 

(6.6) — — . < — [ J h i u ^ - J h i u 1 ) ] . 
2 1 т • I л,2 т 

Докажем, что и-^Жк. Действительно, пусть и*шЖн. Тогда, поскольку 
и1->и° при т->0 и и°^Жк, всегда можно найти такое т, удовлетворяющее 
условию (6.5), что и^дЖн. В силу (6.3), это означает, что Jh(ui)=dh.. 
Отсюда получаем противоречие с (6.6), поскольку по предположению 
h(u°)<dh. 

Итак, и^Жн. Тогда из леммы 5 получаем, что ан(и1)>Ьк(и1). Оцени
вая с помощью этого неравенства правую часть (6.6), имеем 

Щ <"•>'"'•-"-•>-' Г + . ± ± z M ^ ( . . , - . l i e 

2 I т I л,2 т 2([}+о+1) 
1 

Отсюда 

-Л (и 0 ) 
— т 

р " ( а + 1 ) - К ^ - Ц ^ Л ^ ) 
2(0+.о+1) 

и, следовательно, (н^с^Ди . Последняя оценка обеспечивает законность 
совершения следующего шага по времени с ограничением (6.5) на вели
чину т, и т. д. 

Заметим, что для глобальной разрешимости задачи в разностном мно
жестве устойчивости Жк достаточно, чтобы т=о(А 2 ) , А<1 . 

Таким образом, при выполнении условия (6.5) разностная задача 
имеет глобальное решение, причем й^Жп, \й\с^Ап при всех ( X / ^ A f и, 
кроме того, 

2 I т I Л 2 2(В+о+1) 

Единственность при достаточно малых т равномерно ограниченного раз
ностного решения доказывается так же, как в теореме 6. 

Построенное разностное решение удовлетворяет оценкам (5.19), кото
рые позволяют произвести предельный переход т, h->0. В результате 
устанавливается существование глобального решения задачи (1) —(3) 
при (}>о+1, причем и^ЖоДля любых t>0 в силу условия и\^Жп при t^tox. 
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