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И С П О Л Ь З О В А Н И Е  М ЕТО ДА О П О РН Ы Х  О П ЕРА ТО РО В  
Д Л Я  П О С ТРО ЕН И Я  РА ЗН О С ТН Ы Х  А Н АЛОГОВ О П Е Р А Ц И Й

Т Е Н З О Р Н О Г О  А Н А Л И ЗА

Введение. Большинство уравнений математической физики можно 
сформулировать в терминах дифференциальных операторов первого по
рядка

grad<p, d ivA , rot A, grad А =  у А  и d iv a ,

здесь ф — скаляр, А — вектор, а  — тензор. Поэтому и при построении 
разностных схем целесообразно использовать соответствующие разност
ные аналоги операторов первого порядка, входящих в исходные уравне
ния. Тогда свойства разностных схем аналогично дифференциальному 
случаю будут определяться свойствами этих операторов.

Д ля  получения согласованной системы разностных операторов в р а 
ботах [1—3] был предложен метод «опорных» операторов. В этих раб о
тах была построена согласованная система основных операторов век
торного анализа, эти разностные операторы обозначаются через DIV А„ 
GRAD Ф, ROT А.

Построение системы согласованных операторов производится сле
дующим образом. Выбирается один из операторов div, g rad  или rot и 
производится непосредственная аппроксимация. Полученный таким обра
зом разностный оператор называется определяющим. Д алее  на основе 
выбранных условий согласования строятся разностные аналоги осталь
ных операторов, эти операторы называются определяемыми.

Целью настоящей работы является распространение этого подхода 
на тензорные объекты и получение разностных аналогов операций: ди
вергенция тензора DIV 0 и градиент вектора GRAD А.



В одномерном случае в сферической системе координат эти операто
ры были построены в [4], там  приведен пример расчета. В настоящей 
работе описан общий подход к построению операторов DIV а и GRAD А. 
Получен явный вид операторов в случае цилиндрических координат в 
предположении осевой симметрии.

С использованием разностных операторов строится разностная схема 
дл я  расчета двухмерных упруго-пластических течений, обладаю щ ая 
свойством, аналогичным свойству полной консервативности для разно
стных уравнений газовой динамики [5].

§ 1. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ПОСТРОЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

п. 1. В работах [1—3] для построения согласованных разностных 
операторов GRAD ф, DIV А и ROT А использовались соотношения

<$ф(А, n ) d S =  [ ф div A d V Г (А, (1.1)
s  v $

j) (n ,  A x B ) d S  =  J ( B ,  r o t A ) ^ — Г (A, ro tB )dV , (1.2)
s \  v

$  ф (С, п х A) dS — J ф (С, rot A)dV  — j  (С, А х grad ф) dV, (1.3)
s v V

здесь S — поверхность, ограничивающая объем V, п — внешняя нормаль к 
S ,  С — произвольная вектор-функция такая, что ro tC s s O .

п.2. Для построения операций дивергенция тензора D IV  а  и градиент 
вектора GRADA нам наряду с (1.1) — (1.3) понадобятся дополнительные 
соотношения [6]:

ф-ф (A, n )d S  =  f фф div A dV  -j- fip(A, g r a d f ) d V  +
S У у

+  J  ^  (A, grad ф) dV, (1.4)
V

(f)\|>(n, (a -A ))dS  =  [ v A -  *\|3a*dV +
s v

+  J  (А, -ф div cr) dK -f- f (A, (grad ф • a)) dV,  (1.5)
V ■ V

где ф, г)? — скалярные функции, А — вектор, a  =  {^ap} — тензор второго
ранга, a* — {аа |з =  ffPa} — тензор, сопряженный с о.

Тождества (1.4), (1.5) являются непосредственным следствием следую
щих соотношений [6]:

div i(30 =  ф div и  +  grad ф -а, (1.6)

grad ф!|> =  q> grad i|> +  ф grad ф, (1.7)

div (фа*А) =  у А -  *i|) а* +  A*div^cr. (1.8)

п. 3. В качестве определяющего можно выбрать любой из операторов 
div A, g rad  ф или rot А. Способы их непосредственной аппроксимации 
подробно описаны в [7]. Выберем в качестве определяющего оператор 
DIV А, тогда операторы GRAD ф и ROT А определяются на основе соот
ношений (1.1), (1.3) соответственно.

п. 4. Соотношение (1.4) используется для определения по оператору 
GRAD еще одного разностного аналога оператора grad, который обоз
начим TRAD. Необходимость введения такого оператора связана с тем,
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что нам понадобятся разностные аналоги оператора g rad  ф с различны
ми областями определения.

Д л я  аналогичной цели служит и соотношение (1.2), при помощи ко
торого по оператору ROT строится оператор ^?ОТ.

п. 5. Д л я  определения компонент вектора DIV а используется тож 
дество (1.5). При этом определяются проекции этого вектора на на
правление, задаваемое вектором А. З а д а в а я  Л нужным образом и 
используя явный вид тензора VA  =  g rad A , можно получить все интере
сующие нас проекции.

п. 6. Д ля  построения разностных аналогов компонент тензора V C  =  
=  g rad  С такж е используется тождество (1.5), в котором следует по
ложить \ |)= 1  и А =  С :

(j) (n, ( a - C ) ) d S — [ vC - -o*d,V -f- [ (С, div <j)dV, 0 -9 )
s v v

Зная оператор DIV a, отсюда можно определить тензор GRAD С.

§ 2. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ

п. 1. Все дальнейшие рассмотрения будем проводить в цилиндриче
ской системе координат R, Z, ср. Предполагается, что все рассматривае
мые векторные и тензорные поля обладаю т осевой симметрией.

Таким образом, все величины зависят только от R  и Z. Д л я  описания 
векторов и тензоров используются их физические составляющие, кото
рые будем обозначать A R ^ A Z ,  gRR* oRZ,  aqpcp и т. д.

п. 2. Предполагается, что на плоскости R, Z  задана область V, в ко
торой введена сетка, по структуре аналогичная прямоугольной сетке в 
квадрате. С каждым узлом связывается два индекса ij; 1

Ячейка сетки с вершинами ij; i + l , j ;  i + 1 ,  / + 1 ;  i, / + 1 обозначается 
через Vij.

ri. 3. Рассматриваю тся следующие пространства скалярных сеточных 
функций: Н К — функции, заданные в узлах, Н С  —  функции, заданные 
в ячейках. Аналогично вводятся пространства сеточных вектор-функций. 
ШК, Ж С  и пространства ссточных тензоров ШК* ШС.

§ 3. АППРОКСИМАЦИЯ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ СПЛОШ НОЙ СРЕДЫ

п. 1. Уравнения динамики сплошной среды можно записать в сле
дующем виде [8, 9]:

~ ~  +  р div W =  0, (3.1)
ut

dW
р ----- =  div a, (3.2)

dt

P =  o-  -S, (3.3)
dt

где p — плотность, W — вектор скорости, a  — тензор напряжений, s —
удельная внутренняя энергия, S =  [y W  +  (yW )*]/2 — тензор скоростей
деформаций.

Д л я  замыкания системы (3.1) — (3.3) следует добавить уравнения, 
связывающие напряжения и деформации, и уравнение состояния. Мы не 
будем конкретизировать вид этих уравнений, отметив, однако, что ника
ких новых операций над тензорами при их записи не встречается [10].

В предложении осевой симметрии тензор напряжений имеет вид
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o R R 0 u R Z

а  - 0 СГфф 0

u R Z 0 a Z Z

Вектор скорости W имеет вид W — (WR, WZ,  0),
п.2. При построении разностной схемы будем использовать лагранжев 

подход. Используется следующая дискретизация: р, е £ # С ;  W £ ЖК\
а, $ £ Ж С .

п.З. При построении разностной схемы будем следовать рассмотрениям 
§ 1. В качестве определяющего выберем оператор D IV  А :  Ж К ^ - Н С :

(DIV \)ц =  -j— 2  lSRt!¥k.l+tARi+b.l+i + SZt,!¥h,H.IAZ,v,,,+l], (3.4)
у и  fe , /=0,1

где в соответствии с рекомендациями из [7, 12] положим

SRY+h.i+i т': SZl+k.j-i-t — dVij/dZi+hj'+i]
(3.5)

Vtj — 0,25 [(Rij — R t |_i ,;-+i) (Zf+i,/ — Z i j  |-i) +

+  ( R h u  — 0  (Z»'-M ./+i —

Согласованный с D I V A  оператор GRAD qp: HC  —v ЖК,  полученный на ос
нове (1.1), имеет вид

Vl\i3  h,l- ,0 ,1
(3.6)

ozlt= — - j-  2  ,
уi \ a  k,i=-о,i

здесь V/Cfj — «приузловой» объем: VK a =  0,25 2  V i - h , j - i \  GRijGZa—
k ,l—Q, -*

физические составляющие вектора GRAD ср. Отметим, что рассмотренные
операторы DIV А и GRAD ср используются при построении полностью кон
сервативных схем газовой динамики [11].

п.4. Далее построим оператор Г RAD : Н К Ж С ,  при этом используем 
тождество (1.4). Его разностный аналог для ф £НС,  и А =  eR =
=  (1, 0, 0) запишем так:

2  VijFRiJ С1!3) Vij 2  (ф ) VKii +
НС НК

+  2  4>ii (div ei*b ' =  °> (3‘7)
не

где оператор усреднения M  : Н К  НС:

{Mtyti =  0,25 2  Ь+М+I, (3.8)
fe, /==0,1

Из (3.7) следует, что

(Ч>) =  —  2  S R l/+k i+t Ь +k.f+i — (div eR)u- (Мф)^. (3,9)
v i j  k у /=0,1

Аналогично так как d i v e z = 0 ,  для ez =  (0, 1, 0) получаем

2  ^i+ »./+ ,%+*./+< • (З.Ю)
V a  a , / = o , i
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Естественное требование, чтобы I'RAD т|) =  0 при я); =  'const, приводит к 
следующей аппроксимационной формуле для div eR в центре ячейки

(diveR)£j =  — 2  S R li!+k,i+i.
Уil h,l~-0,1

п.5. Перейдем теперь к построению операции D IV  а  : ЖС ЖК-  Для 
этого используем разностный аналог (1.5). Так как только компонента 
VtpcpeR тензора yeR  отлична от нуля, то, полагая в (1.5) А — eR и выби
рая -ф£#/е, а £ М С ,  можем записать

2  (a) VKii  2  (Ф) eRRti 4" FZu (ij?) oZRu] Vu -f-
н к  HC

+  (Тфф̂ - (VrntD — 0» (3.11)
HC

где D R  — физическая составляющая вектора D IV  a  no R.  Используя (3.9), 
(3.10), из тождества (3.11) получаем

D R U (a) =
1

VK u

— VKij [M* (o R R  div eR)]^- +

2  a R R i- h,f- i S R \ r h ’l^ t
h ,1=0,1

2  a Z R i - h,M S z t i k J ~ l
ft./=0,1

+  VKu W *  (огфф- . v v ,e R ) l i j j  • (3.12)

Аналогично для компоненты D Zu(o )  имеем

DZu (a) =
__1__

VKu
o ZRi—k j —i SRi f

f t , / = 0 , 1

~  VKu [M *(oZR  div eR)]u +  f 2  S Z ^ k J - 1 j \ . (3.13)
1 k , /=o,i J I

В (3.12), (3.13) оператор M*  имеет вид (М*ф)г7- -- — -— 2  ф г-ь ,/- /  X
VKij  ft,/=о,1

х  V[ — л, j—i •
п.6. Д л я  аппроксимации тензора S =  0,5 [ v  W + ( v W ) *  ], который пред

ставляет собой симметричную часть тензора y W , используем разностный 
аналог тождества (1.9). При этом тензор с  возьмем симметричным а — 
=  а * £ Ж С  и С =  W £Ж К-

■ 2  ( S R R a  -Ь 2 S ZR u oZRu +  SZZaoZZu  +
н е

-  5ффг̂ ффг;} Vи  —  2 ) ^  2  o R R i-h . j - i  SR\Jh'!~ l —
НК I ft,/=0,1

-  VKu  [M* (oRR  div eR)]fJ- +  2  o Z R t-k . i - i  SZitTh'!~ l +

[ ft, 1=0,1

V K u  [M* (uZR  div eR)b- +  2  o Z Z t - n . i - i S Z ^ 11'1- 1
f t , / = 0 , 1

. (3.14)
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Из приведенного соотношения следует, что

SRRd (W) — 2  [A ttW M iH d ive R ),,;
V u  k ,  /= o , i

SZRi j  (W) — 0,5

+  l*?Z,+*.,+, S R '4 m h 1  -  [M (WZ)]„ (div eR)„ ;

^ £ j  fc j= 0 , l
(3.15)

(W) -  [M (lFi?)b- [ v ^ R b -

п.7. В случае если для аппроксимации у ФсреК в центре ячейки исполь-

то непосредственным следствием тождества (3.11) являются равенства
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