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На основе вариационного принципа получены двумерные разностные 
схемы магнитной гидродинамики на треугольных лагранжевых сетках, 
обладающие свойством полной консервативности, включающим разност­
ный аналог закона сохранения момента импульса. Схемы записаны в тер­
минах разностных операторов. Из условия спектрального согласования 
введена линейная искусственная вязкость. Приведены примеры числен­
ных расчетов. 

От разностных схем, предназначенных для решения нелинейных 
задач механики сплошных сред, естественно требовать, чтобы они переда-
шали тонкие особенности изучаемых течений на реальных, т. е. достаточно 
трубых расчетных сетках [1]. 

Для многомерных задач это положение наполняется более глубоким по 
сравнению с одномерным случаем содержанием. 

Так, при переходе от одного к нескольким пространственным измере­
ниям следует учесть дополнительный закон сохранения, которому, в соот­
ветствии с принципом полной консервативности [1] , должны удовлетво­
рять также и разностные схемы: закон сохранения момента импульса. 

Кроме того, в многомерных задачах существенную роль играют «гео­
метрические» неустойчивости, такие, как неустойчивость Рэлея — Тейлора 
и Гельмгольца. Развитие этих неустойчивостей на начальных стадиях 
описывается линейным приближением соответствующих уравнений, поэто­
му для адекватного описания сплошной среды разностной схемой необхо­
димо, чтобы акустические приближения разностных схем хорошо аппрок­
симировали уравнения акустики и передавали наиболее характерные их 
свойства. 

Сравнение различных методик численного решения задач газовой ди­
намики и магнитной гидродинамики (МГД), основанных на использовании 
эйлеровых [2] и лангранжевых [3] переменных, показывает, что послед­
ние в сфере их применимости обладают большей «разрешающей способ­
ностью». " . ' 

Однако при расчетах двумерных задач с использованием четырех­
угольных лагранжевых сеток [4] —[10] возникают известные трудности 
[4] , [8] , связанные с «перехлестом» лагранжевых ячеек даже при отсут­
ствии сильных сдвиговых деформаций у моделируемых течений. Этого не­
достатка лишены разностные схемы на треугольных лагранжевых сетках 
[ И ] —[14]. 

В предлагаемой работе получены и исследованы двумерные разностные 
схемы МГД на треугольных лагранжевых сетках, предназначенные для 
расчета как плоских, так и осесимметричных течений с двумя компонен-



Двумерные разностные схемы магнитной гидродинамики 927 
тами вмороженного магнитного поля, лежащими в плоскости течения.. 
В основу построения схем положен вариационньш принцип Гамильтона — 
Остроградского [5] . 

Показано, что система дифференциально-разностных уравнений (диф­
ференциальных по времени и разностных по пространственным перемен­
ным), получающаяся из вариационного принципа, обладает свойством 
полной консервативности [1], включающим в себя разностный аналог 
закона сохранения момента импульса, и имеет первый порядок ап­
проксимации по пространству. Линейное приближение дифференциаль­
но-разностных уравнений аппроксимирует уравнения акустики также 
с первым порядком, и, кроме того, пространственная часть разностного* 
акустического оператора сохраняет свойство самосопряженности и поло­
жительной определенности на соответствующих фоновых течениях. 

Система дифференциально-разностных уравнений и соответствующая^ 
ей линеаризованная система записаны в терминах разностных аналогов 
дифференциальных операторов [15]. На основе принципа спектрального* 
согласования введена линейная искусственная вязкость. 

Переход от дифференциально-разностных уравнений к разностным 
осуществляется заменой производных по времени конечными разностями. 
Это приводит к многопараметрическому семейству разностных схем. По­
казано, что запись дифференциально-разностных уравнений в операторной 
форме позволяет сохранить свойство полной консервативности при дискре­
тизации по времени (при соответствующем выборе параметров). 

Приведены примеры численных расчетов. 

§ 1. Функционал действия 

Пусть G — некоторая область в декартовых координатах (#-, у), занятая? 
сплошной средой (в случае осевой симметрии я соответствует координате ту 
радиусу, у — координате z). 

Области G поставим в соответствие область Q в лагранжевых перемен­
ных (а, [}). 

Функционал действия для недиссипативной среды с бесконечной элек­
тропроводностью в присутствии магнитного поля Н = (Нх, Ну) определяется! 
выражением [5] 

( 1 ) sJjLmt=\[^Pj(^-s-^)da^]dt, 

где L(t) — лагранжиан, p, e — плотность и удельная внутренняя энергия 
среды, занимающей область G, Н2=Н2+НУ

2, v±=(u,v) — скорость, 

(2) - / - I Н * \ У ) > 0 

I 0 (а ,р ) 
является якобианом перехода от эйлеровых координат к лагранжевымг 
( / = 1 —для случая плоской, 1=2 — для случая осевой симметрии задачи).. 

§ 2 . Вариационный принцип в МГД 

Динамические уравнения МГД следуют из условия равенства нулю» 
первой вариации функционала (1), взятой с учетом дополнительных диф-
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<ференциальных связей [5] : условий вмороженности магнитного поля: 

.(d) tix-—>———Ну=— I , ф(а, p) = const; 
J o (а, р) / 3 (а, р) 

.уравнения неразрывности: 

(4) р / = р 0 ( а , р); 

первого начала термодинамики: 

(5) • tfe= i^-rrdJ. 
Ро(а, р) 

Здесь г|)(а, р) — величина магнитного потока, р 0 (а , р) — плотность сре­
ды в лагранжевых переменных, Р — давление среды. 

§ 3. Уравнения адиабатической МГД 

Динамические уравнения МГД в лагранжевых переменных имеют вид 

•(в) 

о - * в

+ д , - , * ( р » . у > * , * ( Ц » * ) . . 0 

3* а (а, р) 4я 9 (а, р) 

cfo + 1 Э(ж',Рн) 1 ^ ( Я , , ^ ) • 
Р о dt ' I Э (а ,р ) " 4я д ( а , р ) - ' 

Условие адиабатичности течения (5) дает уравнение изменения внут­
ренней энергии 

de I д(и,у) д (х, v) 

эквивалентное закону сохранения энтропии s. , 
Система уравнений (6), (7), (3), (4) совместно с уравнением состояния 

Р=Р(р, е ) , кинематическими соотношениями dx/dt=u, dy/dt=v и краевы­
ми условиями полностью определяет МГД-модель сплошной среды. 

Без ограничения общности можно считать, что на границе Г области G 
заданы условия 

dP I 
(8) — = 0 , Р1 Т 1 =Р- (* ,0 )>О, 

dn I t i • " • 

тде ,YiU'Y2=r, п— внешняя нормаль к Г. 

§ 4. Вариационный принцип для уравнений акустики 

1. Получим уравнения, описывающие акустические колебания сре­
ды [9] . 

Пусть задано малое возмущение (Ах, А у) какого-либо фонового тече­
ния. Разлагая (1) с учетом (2) —(5) в ряд Тейлора по величинам возмуще­
ний до второго порядка малости включительно, находим 

AL=AiL+A2L+o((Ах)\ (Ау)3), 

тде, вследствие справедливости уравнений (6) для невозмущенного тече-
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ния, член первого порядка A i L = 0 , 

(Ди) 2 +(Дг;) 2 

(9) A2L +PaA2J-

1 С ^ Р / Л Т\ 9. J _ Г / 9 ( Д Ж , 

2 / - < ^ ' 8 „ / 

+ 

Здесь члены разложения Якобиана / 

^(ж'- 'дя .г , ) 1 з(ж ' ,дг,) 
А \ / = — — - — + -

HxAJ ) + 

Д 2 /=< 

3(а,§) г 3(а,р) 
а (« ' - 'Дг, Ау) 

3(а,р) 
с А

2 = (дР/др) , — адиабатическая скорость звука. Условие равенства нулю 
первой вариации функционала , 

Д 2 ^ = j A2Ldt 

приводит к уравнениям МГД-акустики 

d A U - + ( l - l ) A X

d { P " > y ) 

dt 
д(Рн,Ау) 1 1 д(АЯх,г|>) 

5 (а, р) .1 4л 9 (а, р) 

4 р(ДРя,у) 9(а,р) * I 3(а,р) 

(Ю) 

где 

dAv _ 1 д(ж',ДРя) 3(я'- 1Да;,Ря) 1 д(ДЯ«,ф) 
Л Z 3 (а, JJ) 5 (а, р) 

HxAHx+HvAHy 

4я 3 (а, р) 
= 0 , 

А Р н = - - ^ - Д , / + 
/ 4я 

1 г д(Ах, ifi) 

" / L д(«.й) У 1 
Из (9) следует, что в операторном уравнении 

d2/it/dt2=—ЛАг, Аг=(Дж, Ay), i 

соответствующем (10) , оператор А самосопряжен при условиях (8) 
и P H =cons t . На устойчивых фоновых течениях оператор А неотрицатель­
но определен. 

§ 5. Дискретизация физических величин 

Пользуясь известным произволом в выборе лагранжевых переменных, 
будем считать, что область Q представляет собой параллелограмм с углом 
я /3 (фиг. 1 ) . 

6 Ж В М и МФ, № 4 
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Разобьем Q на правильные треугольники (пусть ha — сторона тре­
угольной ячейки, h$ — высота). Введем в Q две разностные сетки: множе­
ство вершин 

© = { а у = ( * + / / 2 ) Л а , §i5=jh, 0^i<N, O^j^M} 

и множество центров треугольных ячеек 

© = { [ a « i = ( i + ( / + l ) / 2 ) A a , P « i = < / + V 8 ) A P ] , -

[ а у 2 = ( 1 + 1 + / У 2 ) А а , ^ 2 = ( / + 2 / 3 ) Л р ] , 0 < i < t f - i , 0 < / < А Г - 1 } . 

Таким образом, каждому узлу сетки поставлено в соответствие два ин­
декса: £, 7 ^ ( 0 , а каждой ячейке сетки —три индекса: г, /, к<^ы, А = 1 , 2 . 

Обратным преобразованием получим разностную сетку в обла­
сти G. 

Обозначим через Жй и Ж^ множества сеточных функций, заданных на 
сетках со и со соответственно. 

Отнесем значения координат, скоростей частиц среды, а также значе­
ния магнитного потока к сетке со: 

Xij, i/ij, Uij, Vij, ^ц^Ж®, i, ŷ co, 

а термодинамические величины и компоненты магнитного поля — 
к сетке о : 

p 0 (a , p)ijfe, Раи, Pijki em, (Нх)цц, (Ну) цъ^Жи, i, /, к^со. 

В дальнейшем индексы ij и ijk будем опускать, используя обозначения 
и^Жй, U I G « ; gijk=g^g, g-ф^Ж^ i7 /, Are©. 

Для удобства введем локальную индексацию (фиг. 2 ) : III0(ij)=, 
= {1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } — множество центров ячеек, прилегающих к узлу ij (см. 
фиг. 2 , а ) ; Ш^(^) = {\, 2 , 3 } — набор вершин ячейки ijk (см. фиг. 2 , 6 — 
для ячейки ijl и фиг. 2 , в — для ячейки ij2). 

§ 6. Вариационный принцип для дискретных моделей 
сплошной среды 

Аппроксимируем функционал ( 1 ) и условия ( 3 ) — ( 5 ) разностными пс 
пространству выражениями 

и и - -<u2> + <v2> 
( И ) Sh = §Lh(t)dt = j j ^ 

( 1 2 ) 

( 1 3 ) 

( 1 4 ) 

-<е>-
<НХУ+<НУУ\ 

\ д («,&)/* 

8it<p> 
1 / д(х, ф) 

</> \ Э(а,р) 

1 / НУА) \ 

< р Х / > = < р о ( а , р ) > , 

сКе> = - — </</>. 

Фпг. 1 
<р><Л 
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Здесь = i, 7, Лс̂ о),— некоторые линейные функционалы от со­
ответствующих сеточных функций 

</>= Uif» 

где UI(ij) — шаблон аппроксимации, az — некоторые коэффициенты 
(UI(ij)^(о, если /<^Жг, и ZZ/(i7)^o), если ^Зёа). 

Будем считать, что выполнены следующие естественные условия со­

гласованности аппроксимаций [15]: 
1 /д{х1, у)\ ^_ i (/дх\ /дУ\ / дх' \ /_^_\ ^ 
Z \д(а, Р) / со ~ i \ \ За / ш \ ЗР Л \ ЗР Л \ да /J ' 

( a j a ' ^ X = (fa < Р > 0 °
 <V#"XX " ^ SP

 <Р><° ̂ ^ХЛг 
и т. п. 

Выражения (11) —(14) совместно с уравнением состояния <Р> = 
=Р(<р>, <е>) и кинематическими соотношениями dx/dt=u, dy/dt=v пол­
ностью определяют свойства дискретной МГД-рреды. 

. Из условия равенства нулю первой вариации функционала Sh следуют 
динамические дифференциально-разностные уравнения МГД в виде 

(15) 
d dLh dLh ' d dLh dLh 

dt du dx 1 dt dv by 
= 0 . 

§ 7. Дифференциально-разностные уравнения МГД 

Выбирая в качестве шаблона аппроксимации Hl^ij) на со совокуп­
ность вершин ячейки ijk (см. фиг. 2), а в качестве шаблона на со — одну 
точку, центр ячейки ijk, определим вид функционалов на множестве Ж» 
выражениями 

V 
</>= 

<16) 

hah/2 

S(y^) 

+o(ha, ftp), 

V 

' Six,ib) , / T 7 ч 

У 

<и2> = — — + о {ha\ ftp2) , ; 
о 

<i; 2 > = . + о ( f t a

2 , ftp2) 
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и на множестве Жо — формулами 
(17) <Ро (а , р ) > = р 0 ( а , р ) , <р>=р, <е>=е, <Р>=Р. 
Здесь объем и площадь поперечного сечения ячейки в эйлеровых коорди­
натах таковы: . . ' 

у) = V= [х,1
 ( г / 2 — г / з ) +х2

1 (у3-у{) +х3

1 (у-у2) ] 121, 
(18) 

S(х, у) = [Xi ( г / 2 - г / з ) +х2(г/з-г/i) +х3(yi-y2)] /2 . 

Выражения (11) — (14) с учетом (16), (17) преобразуются к виду 

(19) 
to to (Л (О 

(20) Hx=S(x, ф)/У, Hy=S(y, ip)/V, 

(21) p y = n i & P o M ) ^ , 

(22) de=- — dV, 
m 

где 

M= —- V mh, ij^b) 3 
fteffi0(ij) 

(см. фиг. 2, а ) , является следствием (16). 
Подставляя Lh(t) из (19) в (15), с учётом (20) —(22) получаем дина­

мические дифференциально-разностные уравнения МГД на треугольных 
сетках. 

Приведем полную систему дифференциально-разностных уравнений 
МГД: 

fceIEr0Wj) ftenr0(ij) 

<й ^ - l ду An -i-J aj/ 
fteizr0Uj) ftenr0(!j) 

<23) Е ( - 5 ^ " * + - 5 Г . Л ) • 

5(х,о|)) . 5 (у,*) 
v • V 

dx 
pV=m, Р==Р(р,е), ~ ^ = щ 

Заметим, что уравнение энергии в системе (23), аппроксимирующее 
дифференциальное уравнение (7), можно трактовать как закон сохране­
ния энтропии дискретной среды. 
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§ 8. Разностные аналоги дифференциальных операторов 
1 

Динамические уравнения (6) и уравнение энергии (7) в эйлеровых 
координатах имеют вид 1 

dv 1 r ;i • . . 
р — = - g r a d Р + — [HXrot Н ] , 

dt 4я 
de 

(24) р — = - P d i v v . 

Преобразуем динамическое уравнение к дивергентному виду. Исполь­
зуя равенство div Н = 0 , получаем 

dv 1 
(25) р — = - g r a d / V + — d, 

dt 4я , 
где d = (div Я Д , d i v # y H ) . 

Дифференциально-разностные уравнения системы (23) можно запи­
сать в виде, тождественном (24), (25) с точностью до замены дифферен­
циальных операторов разностными. 

Действительно, определим операторы разностных производных: 

(26) 

а также 

fceZIT0(ij). 

ktzllliiii) 
где 

F„ = _L V v . £ 4 , . 
fteZffo(ij) k<=ni0(ij) !; 

Разложением в ряд Тейлора можно показать [15], что операторы (26), 
(28) аппроксимируют соответствующие производные со вторым порядком 
точности по ha, h$ (на шеститочечном шаблоне), операторы (27), (29) — 
с первым порядком точности (на трехточечном шаблоне). 

С помощью операторов разностных производных первого порядка 
(26) — (29) можно построить разностные аналоги операторов grad, div, 
rot (см. [7] , [15]), а также операторы разностных производных более 
высокого порядка (например, оператора Лаплкса [15]) . 

Определим следующие операторы: 

(30) 
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1 / Э < х ' - ' > 5 г „ ч 
<*'-'>Л Л ' *»~*« 

GRAD.,,= (((f)),((̂ ))J, 

1 // Э<а;'-'>,уу. \\ 

<*'-*> А ^ Л ' 
Операторы DIV^ и —GRAD^ в (30) оказываются сопряженными, т. е. 

С/со, DlVcogw) = (—GRAD /̂co, g«), где скалярное произведение в пространст­
вах Ж* и Жъ определяется формулами 

.(/»..&>) = V h f k 8 h 1 

k^UI0(ij) 

(32) 

( b , g * ) = J ] , F » ( / ^ + / ^ ) - J , g ^ f e , F = 7 S . 

Сопряжены также операторы D I V U и —GRAD^ из (31), если в (32) 
положить Уш=<£г~\>со£со, У^==<хг_1>й5'й. Будем считать эти формулы опре­
делением (х1'1}^ и <£г-1>ш соответственно. 

С помощью (30), (31) соответствующие уравнения системы (23) при­
водятся к виду, совпадающему с (24), (25): 

dv 1 ds 
р« — = - G R A D . P H + — р — = -Р DIVoV, 

dt 4я dt 

те 
1 1 

PU 
pfcVfc, D ^ = ( D I V - № D I V ^ y H ) . 

3 V, 
k<=inQ(ij) 

Заметим, что DIV«H=0. 
Используя введенные здесь разностные операторы, нетрудно получить 

разностные аппроксимации на треугольных сетках любых дифференци­
альных уравнений, в том числе уравнений диффузии магнитного поля 
и теплопроводности. ' , 

§ 9. Дифференциально-разностные уравнения акустики 

Получим уравнения, описывающие акустические колебания дискретной 
ереды. 

Разлагая (19) — (22) в ряд Тейлора относительно какого-либо фонового 
течения до членов второго порядка малости, находим 

(33) A2Lh = YiMY[{Au)2 + i A v ) 2 ] ~ 

1 V 1 °АР \ V 9V . , dV . 
.тш,(Ц) dxi ду1 

* СО МеЯ11<г;)\ 7 
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- V * I 
™ U-jetffi(ij) , . ieziJii о:r 1 '• 

L dS (у, у) . „ , v 1 / SV . , dV . X 

2 

+ 

Если A & = 0 , Av=0, то квадратичная форма (33) характеризует устой­
чивость фонового течения: течение устойчиво, если форма отрицательно 
определена. 

Из условия равенства нулю первой вариации функционала 
«1 

ДА— JAzUdt 
ч [ • ... 

следуют динамические уравнения МГД-акустикй. 
В терминах разностных операторов они имеют вид 

dAu , Ах 
Р* — = - ( Z - 1 ) — — - G R A D ^ P H - G R A D ^ A P H + 

, du \Х /со 

(<^-Ш.>.-<£ЧШ.). 
(34) ду II „II з \\5г/ 

о* — = - G R A D ^ A P „ + ^ - DIVi(Atf»H) -
d£ 4я 

(<><-:;••">.> 
-<т/-<т>.>.)- ; 

где А Р н = - с А

2 р В 1 У.Аг+ (НХАНХ+НУАНУ) /4я, 

AHx=S(Ax, o|>)/V-# eDIV t tAr, •! 

Д # у = 5 ( Д г / , г | ) ) /У-Я ,В1УсоАг, A r = ( A * , A y ) . 

Сравнение (34) и ( 1 0 ) показывает, что дифференциально-разностные 
уравнения акустики (34) аппроксимируют дифференциальные уравнения 
акустики ( 1 0 ) с первым порядком точности по шагам пространственных 
переменных. 

Из (33) и (34) следует, что разностный оператор A h , стоящий в правой 
части (34), на течениях, удовлетворяющих граничным условиям (8), и при 
P H = c o n s t самосопряжен. На устойчивых фоновых течениях A h положи­
тельно определен. 1 

В базисе из собственных функций оператора A h уравнения акустики 
приобретают вид 

(35) d W ^ + U = 0 , 2 , . . . , N', 

где Хг — собственные значения оператора, Nf — размерность сеточного про­
странства, на котором он определен, а{({) — коэффициенты разложения 
Аг по собственным функциям оператора A h . ' } 
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§ 1 0 . Искусственная вязкость 

Система дифференциально-разностных уравнений МГД (23) вследст­
вие того, что она сохраняет энтропию дискретной среды, непригодна для 
расчетов течений с ударными волнами. Чтобы избежать этого ограниче­
ния, в (23) необходимо ввести какие-либо диссипативные процессы [1] . 

Следуя [8], введем линейную искусственную вязкость в (23) таким 
образом, чтобы на равновесном фоне введенная вязкость не приводила 
к перераспределению энергии стоячих акустических волн, т. е. внесем 
в дискретную среду вязкость таким образом, чтобы каждая мода di(t) 
в (35) затухала независимо: 

d2di ddi 
df dt 

тде Кг — некоторые коэффициенты. 
Обратный переход от (36) к (34) позволяет получить вид искусствен­

ной вязкости. 
Приведем полную систему дифференциально-разностных уравнений 

с учетом искусственной вязкости: 

d\ 1 
— = - G R A D ^ i V + — I V , 
dt 4д 

do 4 di , • 
- £ = - P D I V o V , H = S ( r , * ) / V , — = v, P - P ( p , e ) , 
at at 

D . • . CA 2 P X / _ dHx dHy \ 
PB =PH-X — r r - DIV f f lv + <— { Hx —— + Hy —— , 

V i n \ dt dt I 

В г г * = ( В 1 У 5 ' Я / Н , DIV«*#/H), 

dHx „, _ „ dH, 

( 3 7 ) 

где 

, ^ - f Hx S (и, y) +Hy — i S (x, v) + ( Я / + Я / ) S(u,v)], 
AnV L dt dt i 

D I V ^ - H = - - ^ - £ < а ? ' " 1 > » { Я * [ Я * ^ + Я » * ? ' ] + 

fcelff0(tj) 

' . г dSh(nty) - p 

-TKkHxk yaxh — " Г Л у л — JJ , 

k<=ni0{ij) 

dR 

dt 
Коэффициент при искусственной вязкости Кц будем выбирать исходя 

из условия наибыстрейшего затухания самой высокой гармоники акусти­
ческого оператора, соответствующего некоторой парциальной механиче-
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ской системе, включающей ячейку ij (см. [8]) . Если, как и в [13], в каче­
стве парциальной системы выбран треугольник, найдем х ш из условия 
х^2Я~^ 2

х , где Яшах —квадрат максимальной собственной частоты системы, 
полученной варьированием функционала A2Sh,] записанного для одной 
треугольной ячейки. Величина Я т а х достаточно точно оценивается по тео­
реме Гершгорина [16]. 

§ 1 1 . Полная консервативность 

Система дифференциально-разностных уравнений МГД на треуголь­
ных сетках (37) обладает свойством полной консервативности, а именно: 

1) для любой подобласти области Q такой, что ГПГ!=0 , где Г, Г4 — 
границы областей Q и fit соответственно, выполняются следующие соот­
ношения: 

а) закон сохранения полной анергии 

V п/Г d u2 + v2 \л d& \ ч d\ (1Т Н2\ 

0)1 0 ) 1 

k v I — 
Г1 telHo'(ij) 

* dSk(y,.ty) 1 V V IV dSk(x, -ф) , * 
h \HxkU—Tx—+*HykV~ dy 

где (Oi — множество узлов сетки Ш, содержащихся в области Q 1 ? coi — мно­
жество ячеек (о, содержащихся в Qu в (ij) входят внешние по отно­
шению к Qi ячейки шаблона III'o(ij), i,j^Tu ;| 

б) закон сохранения импульса 

du \ п <П U * dVk 

Ti telOV (ij) ' 

~ ШГ** дх + %*н*АНл ]дх + H*k dy j J J + 

- 1 ( / - 1 ) У / > ; r v , 
COi 

т , 7 .—- r r r i tz-\ ^ 
_ "c¥ 
^ ri frenr.'(ij) 

+ ЩЯук [Uxk ^ V^vk 

где второй член в правой части (38) учитывает вклад сил давления н& 
торцы ячейки (ячейка в осесимметричном случае, 1=2, представляет со­
бой часть тора с треугольным сечением в угле 1 рад) в импульс по на­
правлению г (фиг. 3) ; 



0 3 8 Головизнин В. М. и др. 

(39) 

в) закон сохранения момента импульса 

~х V р 
к(=Ш0' (ij) 

4я 

dV* 
ду J 1 Z-J f 

k<=III0'(ij) 

У,Рн* <У) 

т~дГ-

dSk (у, г|>) Е л9-^-* Е « 
гГ kefflT(ij) Ж *еш.' (ij) °У 

~ 4 л г £ £ Кь(НхьУ — НуЬх)Х 
1 4 » е Ш | ' ( у ) 

<?£fc (ж, У ) Х L xfc + ^ J ' 
где 

<*>- Е dxk 

ж второй член в правой части (39) учитывает момент сил, действующих 
жа торцы ячейки при 1=2; 

Фиг. 3 

2) уравнение энергии записано в энтропийной форме [1] ; 
3) для ячеек со справедлив закон сохранения массы pV=m, выполнен 

закон сохранения магнитного потока Ы=£.(*» ^)/V, i|)(a, p)=const . 

' § 12. Дискретизация по времени 

Заменим область изменения переменной t: O^t^T дискретным набором 
точек: со т={£ 0, . . . j ^ , . • •', tN; t0=0, tN=T\ T n = * n + i — * я } . 

Аппроксимируя производные по времени в (37) конечными разностя­
ми, получаем замкнутую многопараметрическую систему разностных урав­
нений на треугольных сетках: 

V—V 

т 
8 — 8 

-GRADsr2 (Рн) 0i~y— I V (оз), 
4л: 

=-[(Рн)°'-—(НяНх+НуНу) ]DIV e *v*+g(o 3 , ов), 

(40) р - р 
т 

г—г 

=-pDIVo,<"V s, Н ° ' = 5 (г0', y)-/V«, 

= y a 8 ) Р°'=Р(р°\ 8 ° 9 ) , 
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где о ^ [ 0 , 1], А = 1 , . , . , ' 9 | О з = ( о , 1 , оД оД !о 3

4), f=of+J[ l -<y)/ , / - f , 
i ^ f + \ т = т п и i 

/ 1 *н dVk°> [ 1 0У к

а ' \ 

ftelff0(ij) h<=UI0(ij) 

1 / д У а ' , 3 ^ \ 
DIV e *v* = — V - т - ^ ^ а 2 + Г ^ ^ 0 2 Ь F t t \ dxk dyti J 

JV (as) = (DI V„*#X*H (as), D I ( a 3 ) ) , 

g (a 3 , a 6) = 4 я 7 

+ ( Я ? 2 + ) H f H f ) S { u < * , v^) 

Г Я О 0 з 4 

* ч а 3

2 

а з 1 

X 

х { ( Я х ) ? Я(У; •Пук хк дх °У J 

Яж* to Я"* ^ J}' 
Аналогичным выражением определяется DIV e W v *H (оз). 

Здесь предполагается, что для (#**)° и (Ну*)а справедливы соотно­
шения • 

dt 
• Нх°+ха [ 

S(u°,q) Нх" V—V 

7 * 
а также 

dVa dV° 
дх дх° 7 ду дуа 

(xi-iy=V4S°, V°=V(x°, z/°), * f Sa=S(x% y°). 

При a f t =0.5, / c = 2 , 9 (oi — произвольно), с'истема разностных уравне­
ний (40) обладает свойством полной консервативности. 

Заметим, что запись системы разностных уравнений в консервативной 
форме (при Оь=0 .5 ) с согласованной вязкосткю стала возможной благода­
ря записи системы дифференциально-разностных уравнений в оператор­
ной форме. 

Система (40) аппроксимирует систему дифференциальных уравне­
ний (6), (7), (3), (4), вообще говоря, с первым порядком точности по вре­
мени, при 0^=0.5 достигается второй порядок.! 

§ 13. Примеры численных 'расчетов 

Явная схема для системы (40) при a f t =0, &=1, 2, 3, 4, 6, 7, а 5 =0.Ь, 
о 8 = 1 была опробована на многочисленных тестовых расчетах. 

При реализации схемы оказалось удобным в качестве области в лаг­
ранжевых переменных использовать не только параллелограмм, но и об-

! 
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0.0 0Л. 0Л 0.5 0.8 1.0 1.2 1Л 0.0 0.1 0Л 0.6 0.8 1.0 1.2 1.U й. 

Фиг. 5. а - расчетная сетка, б - поле скоростей 

Фиг. 6 

ласти другой формы, например правильный треугольник или прямоуголь­
ник. В последнем случае в области Q вводится прямоугольная сетка уз­
лов со. Для введения сетки ячеек со используется признак I(U / ) = { 0 , 1}, 
по которому четырехугольная ячейка ij разбивается той или другой диаго­
налью на две треугольные. При этом вид шаблона III0(ij) не фиксируется, 
а может меняться от точки к точке. На фиг. 4 представлены некоторые из 
возможных шаблонов EI0(ij) (от четырехточечного до восьмиточечного). 
Второй порядок аппроксимации по пространственным переменным сохра­
няется в этом случае лишь для шаблонов, имеющих две оси симметрии, 
на остальных шаблонах достигается первый порядок. 
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Рассмотрим два примера: 
1 . Задача о сжатии сфероида ( Н = 0 ) : при £=0 газ р = р 0 = 1 , е = е 0 = 1 0 - 3 , 

Р=рг(Ч—1), 7=2 , занимает область, имеющую форму сплюснутого сфе­
роида (в силу симметрии, рассматривается часть, расположенная в I квад­
ранте). На границе сфероида задано внеш­
нее давление 

Р= 
t при t^t* 

P*=const при t>t\ 

где t* — время прохождения ударной волной 
расстояния, равного малой полуоси сферои­
да. Результаты расчета (см. фиг. 5, t= 
=1.1473) сравнивались с результатами ра­
боты [10], в которой эта задача рассчитыва­
лась на четырехугольных сетках с переин­
терполяцией на больших временах расчета. 
Сравнение показывает, что в расчете на тре­
угольных сетках кумулятивный эффект вы­
ражен более явно; это, вероятно, объясняет- i 
ся отсутствием диффузии импульса, которая j 
появляется при перестройках сетки. ! 

2. Плоская область, занятая газом с вмо­
роженным магнитным полем, имеет форму |; 
вытянутого по оси у сфероида. На фиг. 61 
приведена одна четвертая часть этой обла-! 
сти (разбитая разностной сеткой), занимаю-] 
щая правый верхний квадрант на плоскости! 
(х, у).. На границах ^ \ 2 заданы условия; 
симметрии, на границе — внешнее давле-j 
ние Р*=ъош\. Стрелками обозначены сило-! 
вые линии магнитного поля. Вдоль них плот-; 
ность и удельная внутренняя энергия пола-' ф и г . 7 
тались неизменными, удовлетворяющими; 
условию Р+Н2/8я^=Р* при у=0. Уравнение состояния Р = р е (7—1), 4=2, 
Б начальный момент газ покоится. ! 

Поскольку начальное положение не равновесно, газ под действием 
натяжения силовых линий магнитного поля начинает сжиматься по оси у. 
На фиг. 7 приведены результаты численного моделирования этого процес­
са (число шагов по времени —39 000, линии! разбиения на треугольники 
не указаны). 
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