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Методы построения приближенных автомодельных 
решений нелинейных уравнений 

теплопроводности. II 

Галактионов В. А., Самарский А. А. 

Настоящая работа служит продолжением статьи [1]. Мы будем рас
сматривать следующие краевые задачи для параболического уравнения 
типа нелинейной теплопроводности 

dt v ; дх V дх) 
k(u)>0, u > 0 , £GC2((0, + оо))ПС([0, + ос)), (1) 

и(0, х) = и0(х)>0, x€Ri, w06C(Ri), (2) 

sup u0< + oo, k (щ) -^-е С(Ri), rues supp u0< + oo, дх 
с одним из граничных режимов 

и (/, 0) =* х+ (/) > 0, t > 0, х+ е С2 (Ri), (3) 
tt(*,0) = x_(*)>0> *G(0, 1), х . б С2(0,1), (3') 

где монотонно возрастающие функции к± таковы, что х + ( 0 ~ ^ + ° ° ПРИ 

/-> + оо и х,_(/)-^+оо при £->1- (в последнем случае функция к- изме
няется в режиме с обострением). 

Для определения асимптотического поведения решений задач (1) — 
(3), (1) — (3') используются приближенные автомодельные решения 
(п. а. р.) уравнения (1), которые ему не удовлетворяют, но к которым 
решение рассматриваемых задач асимптотически сходится. В § 4 по
строены новые (по сравнению с [1]), классы п. а. р. уравнения (1) с ко
эффициентами k существенно нестепенного вида. В § 5 рассматриваются 
п.а.р. линейного уравнения теплопроводности, которому отвечает 
fe(tf)sl B (1). 

Введем некоторые обозначения. Через || • ||с обозначим норму в 
C(R+

1) и будем писать, что функция v(t, x)€C(R+
i)i если при всех до

пустимых t>0 
\\v(tt •) | c= s sup\v{t,x)\<+ос. 

Гильбертово пространство L2(R+
4) снабжается скалярным произведе

нием и нормой, определяемыми соответственно по формулам 

(и, v)= J u(x)v (x) dx, || и ||2 = (и, и)/г. 
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§ 4. Приближенные автомодельные решения в вырожденном случае 

В этом параграфе для широкого класса уравнений (1) с нестепен
ными нелинейностями будут построены замкнутые системы п. а. р., удо
влетворяющих некоторым нелинейным уравнениям первого порядка. 

Построение п. а. р. в вырожденном случае будем проводить при сле
дующих ограничениях на коэффициент k: 

J [k (s)/(s + I)] ds^+ 00, 
0 

[k(s)/k'(s)Y^+oo, S-++00. 

(4.1) 

(4.2) 

Условие (4.1) накладывает ограничение «снизу» на характер поведе
ния функции k(s) при больших s, условие (4.2) —ограничение «сверху». 

В дальнейшем нам понадобится функция E(s), определяемая ра
венством 

Е(8) 

[ [£(4)/(*l+l)№=;S, S > 0 . (4.3) 
о 

Функция Е является положительной и возрастающей в R+1, 
£€С3((0, +оо))Г)С([0, +оо)) , £ (0 )=0 , £ ( + оо) = +оо 

(последнее обеспечивается условием (4.1)). Поэтому Е осуществляет 
взаимно-однозначное отображение R+WR+1 и существует Е~*—функ
ция, обратная к Е. 

Точная оценка скорости сходимости к п. а. р., построенным ниже, 
определяется с помощью функции 

co(s) — max k(E (т))). 
rie[o,s] 

Из условия (4.2) следует, что 
G)(s)/s->0, - + 00. 

(4.4) 

(4.5) 

В таблице 8 указаны некоторые характерные коэффициенты k(u), 
удовлетворяющие условиям (4.1), (4.2). Там же приведены главные чле
ны асимптотических разложений функций Е{и) в (4.3) при г/-^+со 
(в явном виде Е часто не вычисляется). Они понадобятся для опреде
ления конкретного вида граничных режимов х±( / ) . 

Таблица 8 

k(u) 

exp [In05 (1 +«) ] , 0 < а < 1 

1па(1+ы), а > ' 0 

1п[1+1п(1+«)] 

1 
{ l + l n f l + l n O + M ) ] } - 1 

{1 +1п а(1+гг)}-1 , 0 < а < 1 
( l + l n O + a)}-1 

[ 1 + 1 п ( 1 + и ) Г Ч 1 + 
+ In [1+1п(1+«)J}-i 

Е(а) 

^ ехр |'1п1/а-и 
а—1 In In и" 

L~r а2 In и . } 
^ е х р { [ ( 1 + а ) wJ1/(1+0S)} 

^ ехр и 
In и 

^ехри 
^ ехр [и In и] 

^ е х р 
^ е х р 
^ е х р 

{ [ ( 1 -
ехр и] 
{ехр [е 

а 
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Будет показано, что в сделанных предположениях при достаточно 
произвольных граничных режимах решения рассматриваемых задач схо
дятся к п. а. р. ua(t, x) следующего уравнения первого порядка типа Га
мильтона — Якоби 

i^.HHto--^(—V. (4.6) 
dt v + 1 \ дх ] 

Тем самым функции иа будут п. а. р. исходного параболического урав
нения (1). 

Нам понадобятся три вида точных инвариантных решения уравне
ния (4.6), на основе которых будут строиться п. а. р. рассматриваемой 
задачи: 

A. vA(t, х) = Е [(1 + if Qa(х/(\ + tf+m)% (4.7) 

(U х) б Rl X Ri, m =f const > О, 

Б. vA(t, x)^E [(1 _ t)n%{xl{\ - tf+n)l2)]y - (4.8) 

(U JC)G(0, 1) X Ri, n = const < 0 , 
B. vA (t, x) = E [exp(t) 9̂  (x/exp (t/2))], (4.9) 

ax)6RixRi. 
Неотрицательные функции 0а(|) удовлетворяют следующим обыкновен
ным дифференциальным уравнениям, которые получаются после под
становки выражений (4.7) — (4.9) в (4.6): 

А. № + X±f- Q'at - твв =, 0, £ G Rt, (4.Ю) 

Б. ( е ; ) 2 - ^ е ; ц - д 9 а = , 0 , £6Rl, (4.11) 

в. (в^)2+ ± е ^ —еа=.о, EeRi, (4.12) 

а также краевым условиям 

0«(0) = 1, ва( + оо)=0/ (4.13) 

Нам будет удобно записывать граничные режимы х±(/) (см. (3), 
(3х)) в виде 

к ± (0=£[ф±( .0] , (4.14) 
где гр±(0 — известные монотонно возрастающие функции. 

П. а. р. уравнения (4.6) (и исходного уравнения (1)) будем искать в 
следующем виде: 

ua{U *) =£М>±(0М£)1. £ = - £ : • (4-15) 

Здесь в а ( | ) , Ф(0—неизвестные функции, подлежащие в дальнейшем 
определению. При этом предполагаем выполненными условия (4.13), 
так что tia(t, 0)=u(t9 0) =E[\\)±(t)]. Из (4.15) следует, что функция 
Ua = E-i(ua) =i|)±(09a(|) удовлетворяет уравнению 

^ = ыъ%- h±^)(t)-^t (4.16) 
dt \ ф / dt> 
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или эквивалентному ему уравнению 

^-(^"-(f)'^*- (4.16') 

Переход к первоначальному обозначению ua=E(Ua) осуществляется с 
помощью тождеств 

1 еЛ(6) • E-4ua(t, X)], 
*± (О 

£(иЛ(/, *)) ( диа 
• -

учитывается, 

(*,*) 

(4.17) 

(4.18) 

что в силу (4.3) E'(s) (при выводе последнего 
= [E(s) + l]/k(E(s))). 

Через 8(/, g) обозначим автомодельное представление решения за
дачи (1) — (3), которое определяется в соответствии с щюстранственно-
временной структурой п. а. р. (4.15) (см. (4.17)): 

е (*,£) = 
*± w 

Я-ЧИ(/,£Ф(0)]. I6RI. (4.19) 

Будет показано, что при специальном выборе функций 0а(£) и ф(0 
автомодельное представление Q(t, £) асимптотически (при /-»- + оо или 
t-+\~) сходится к Qa(£,)> что обеспечивает «близость» решения рассмат
риваемых задач к п. а. р. (4.15) и тем самым асимптотическую сходи
мость друг к другу решений уравнений разных порядков — параболиче
ского (1) и типа Гамильтона — Якоби. Прежде чем переходить к стро
гому доказательству основных результатов этого параграфа, поясним, 
почему на асимптотической стадии происходит такое своеобразное «вы
рождение» (понижение порядка) исходного параболического уравне
ния (1). В первую очередь, это связано с условиями (4.1), (4.2). Сдела
ем в уравнении (1) замену U = E~i(u). Тогда функция U удовлетворяет 
уравнению 

£-*<*<<и£)' (4.20) 

В результате такой же замены п. а. р. (4.15) уравнения (4.6) примет вид 
Ua = E-i(ua) =x|)±(/)6a(£), причем, как нетрудно видеть, на функции Ua 
первый оператор в правой части уравнения (4.20) много меньше второ
го при t-^+oo или t-+-l~. Действительно, в силу (4.2) и (4.5) имеем 

д*и„ 
k{E(Ua)) дх2 

dU, а 
дх 

Ф'аУ (I) 
k(E(Ua)) fflN>tt(')J 

ф- (t) +*(« 
-»-о, 

поскольку \Sp±(f)-^+oo при -̂>- + оо или t-*-l~. Тем самым решение рас
сматриваемой задачи «близко» к соответствующему п. а. р. уравнения 
первого порядка 

dV_ __ 1дУ_^ 
dt ~ [дх. (4.21) 

которое получается из (4.20) путем отбрасывания первого (асимптоти
чески «малого») члена в правой части. Уравнение (4.21) обратной за
меной v = E(V) сводится к виду (4.6). 
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Из (4.15) следует, что глубина (полуширина) проникновения теп
ловой волны x9$(t)9 удовлетворяющая в каждый момент времени ра
венству и (t, хэф (t)) = (1/2) и (t, 0), имеет вид 

Хэф (t) ~ Ф (о {е;1 [E-I ( 1 Е {$± (0))/ф± (<)] • (4-22) 

Здесь 0<г4—функция обратная к 0а (б,,-1 существует на интервале (0,1) 
в силу монотонности 0а). 

При доказательстве сформулированных ниже теорем мы будем ис
пользовать тот факт, что неотрицательное обобщенное решение нели
нейных уравнений первого порядка типа (4.21) может быть получено в 
виде предела при е-ИЗ+ последовательности классических положитель
ных решений Vе равномерно параболических уравнений 

<см. по этому поводу [2], [3]). Поэтому при выводе необходимых оце
нок функцию V будем формально считать достаточно гладкой, неявно 
при этом предполагая, что оценки выводятся сначала применительно к 
классическому решению Vе уравнения (4.2Г), а конечный результат по
лучается предельным переходом е->-0+. 

1. П р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я т и п а А 
и Б. 

1.L Г р а н и ч н ы й р е ж и м б е з о б о с т р е н и я . Рассмотрим сна
чала задачу (1) — (3). В этом случае функция 0а(Ю в п. а. р. (4.15) 
удовлетворяет задаче (4.10), (4.13), разрешимость которой изучалась 
в [4]. Преобразование 

Ti = lng, М Ю = Ш г 1 ) (4.23) 
приводит (4.10) к виду 

(faf+f'a 4f a + Ч ^ + 4/S+f t f=*0, 4 6R1. 

Это уравнение легко интегрируется и (обобщенное) решение задачи 
(4.10), (4.13) во всех точках, где оно положительно, единственным об
разом определяется из алгебраического соотношения (см. [4]) 

т-х от+1 1 

(4.24) 

(в остальных точках полагаем 0а(1) =0) . 
Из (4.24), в частности, следует, что функция 0а финитна: 

mes supp 0 u =2m m / 2 (m+l) - ( m + 1 ) / 2 <+ сю. 

Отметим, что при т= 1 0а имеет вид 

^®-Г7ь IZ\<1, <4-25> 
Нам понадобится следующее утверждение, справедливость которого 

устанавливается непосредственно. 
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Л е м м а 4.1. Для решения задачи (4.10), (4.13) справедлива оценка 
|*еа(6) 

qm= sup rfl2 < + o o . (4.26) 

З а м е ч а н и е . Нетрудно показать, что при т>\ Qa"(1)^0, а при 
0 < т < 1 в . " (6 )<0 всюду в R+\ Если т=1, то 0 / ' ( | ) = О (см. (4.25)). 

Т е о р е м а 4.1. Пусть выполняются условия (4.1), (4.2) и пусть гра
ничный режим (3) имеет вид K+(t) =E(ty+(t)), где функция ty+ удовле
творяет условию 

Ч>+ (0->-~> t-^+oo; m = const>0. 

Тогда 

<p(t) m- t>0, 

(4.27) 

(4.28) 

функция 6 а( |) является решением задачи (4.10), (4.13) и справедлива 
следующая оценка скорости сходимости: 

t 

(4.29) 

e«,i)-Mt)fc = o Ш _ | ^ ^ ) л + 

+ In 
Ф J (т) dr f-H-oo >0. 

З а м е ч а н и е 1. Из (4.10) следует, что 

m 2/72 

Подставляя это равенство в (4.16) и учитывая при этом условие (4.28) г 
получаем, что функция Ua = E-i(ua) удовлетворяет уравнению 

dU а /эиа \2 л диа 
\ дх / ад: 

(4.30) 

где G+(/) = [1п0ф+
(1+т)/2тоДр) ]'(t). Таким образом, в условиях теоремы 4.1 

п. а. р. (4.15) удовлетворяет следующему уравнению типа Гамильтона — 
Якоби-

-f =, Н (иа) + G+ (t) —0- x. (4.30') 
dt 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим z=U—Ua9 где U=E~i(u), Ua = 
= E-i(ua). Тогда, как следует из (4.20), (4.30), функция z удовлетворя
ет уравнению 

дх \ дх дх J дх 

(4.31) 

Из (4.31) в результате применения принципа максимума заключаем, 
что sup \z(t, x)\^z0(t)9 где неотрицательная гладкая функция £0(0» 
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2o(0) = sup|z(0, х) |, удовлетворяет неравенству 

-^-s^sup& [£(£/)] sup 
at x x 

d2U„ I 

—f- + \G+(t) sup дл; 
(4.32) 

Используя обозначение (4.4) и конкретный вид функции £/в, получаем 
sup k [Е (U)] =. sup k [Е (s)] =; со [я|?+ (*)], f-• + оо, 

sup 
х 

d2U„ 
дх* ф 2 « 

sup дх 
= Pmi\{t), pm= SUp 

m г|)+(/) 

< + оо. 

Подставляя эти равенства в (4.32), выводим при достаточно больших t 
оценку 

< ^ _ < ^. «щ^. ̂  (0 + pmG+ (0 ̂ + (/)> 

Отсюда, поскольку 

прямо следует оценка (4.29). 
Остается убедиться в сходимости 6-^0« при t-^ + oo. Раскрывая не

определенность в правой части (4.29), с учетом (4.5), (4.28), (4.27) 
имеем 

t-^+oo 
: lim 0)№+W] Чт 

+ 2m 
lim 

2 /-»+oo Ф+ 

+ 

Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е 2. В частном случае ip+ (/) = (1-И) т , когда y(t) = 

= (1 + / ) ( 1 + т ) / 2 и п. а. р. (4.15) совпадает с функцией (4.7) —точным ин
вариантным решением уравнения (4.6), теорема 4.1 доказана в [4]. 
Оценка сходимости в этом случае упрощается — отсутствует второй член 
в правой части (4.29). 

З а м е ч а н и е 3. При т= 1 функция Эа имеет вид (4.25), б / ' ^ О и по
этому оценка сходимости (4.29) существенно улучшается — в ней от
сутствует первый («нелинейный») член. Это связано с тем, что в этом 
случае инвариантное решение (4.7) уравнения (4.6), на основе которого 
строятся п. а. р. (4.15), является инвариантным решением исходного 
уравнения (1) и имеет вид 

rE[\ + t— х], 0<x<\ + t, 
О, x>l + t. vA(t, *) — (4.33) 

Решение подобного типа часто называют «бегущей волной». 
Исходя из сделанного замечания, можно считать, что п. а. р. (4.15), 

построенные в этом параграфе, лежат в «окрестности» инвариантного 
решения (4.33) уравнения (1). Понятие «окрестность» в этом случае 
следует понимать весьма широко: пространственно-временные структу-
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ры п. а. р. (4.15) (или, в частности, п. а. р. (4.7) —(4.9)) и функции (4.33) 
имеют мало общего. 

1 Возможности теоремы 4.1 продемонстрируем на одном примере. 
П р и м е р 6. Рассмотрим задачу (1) — (3) для уравнения 

Ё».=Цщ1 + и)Щ. (4.34) 
Ы дх[ У 'дх\ ' 

Коэффициент k в (4.34) удовлетворяет условиям (4.1), (4.2) (см. таб
лицу 8). Преобразование Е имеет вид £(s)^Eexp[(2s)1/2]. Пусть if>+(0 = 
= (l + /)m/ln(2 + )̂ (условие (4.27) при этом выполнено), т. е. 

x + (0^exp{ [2 ( l + 0m/ln(2 + 0] 1 / 2}, />0 . 

Поэтому в силу теоремы 4.1 функция ф(/) в п. а. р. (4.15) оценивается 
при больших t по формуле 

<p(/)^(*+"0/*ln-1/2f (4.35) 

(с такой скоростью, например, движется при t-++oo точка «фронта» 
тепловой волны). Глубина (полуширина) проникновения тепловой вол
ны, как следует из (4.22), в рассматриваемом случае имеет вид 

хэф ( 0 = (~)1/2ln 2-tv\ t-+ + oo. (4.36) 

При выводе этого соотношения мы учли, что для малых | 6а(|) = 
^ 1 — т1/% т. е. Эа-1(Ю = (1— l)m-i/2. 

Отметим, что здесь пространственная структура тепловой волны 
сильно меняется со временем: скорости движения двух его выделенных 
точек — точки «фронта» (4.35) и полуширины (4.36)—все больше и 
больше отличаются друг от друга по мере того, как t~^+oo (эта особен
ность присуща решениям всех рассматриваемых здесь задач). 

1.2. Гр а ничн ый р е ж и м с о б о с т р ен и ем. Рассмотрим теперь 
задачу (1) — (3') с заданным при х=0 режимом с обострением. Функ
ция Qa в (4.15) удовлетворяет здесь задаче (4.11), (4.15). Уравнение 
(4.11) анализируется с помощью преобразования (4.25) и 0а во всех 
точках, где она положительна, удовлетворяет равенствам (см. [4] — 
17]) 

1+П Х-П 

[х~^\ Iх + 
2 Г 1 „ 1 2 — 

2 = (-«)2Г 
(4.37) 

Х = l^J-пмт-*} 
(в остальных точках полагаем 0а(1) =0) . 

Укажем некоторые свойства функции 0а. При /г< — 1 она финитна: 
messuppe e = 2(—n)n/z(—<I— л)- (1+п) /2,< + оо. При я€(—1, 0) 9 e(g)>0 
всюду в R+1, причем 

%<£)~С(п)1Ш, Е + + ° о , (4.38) 

где С(я )= —[(1+я)/2л]2-*" / (1+п)(—n) i / (1+n). При га = — 1 

е а а)=Л ( 1 - | / 2 ) 2 ' °<^<2< (4.39) 
I 0, £>2. 
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Л е м м а 4.2. Для решения задачи (4.11), (4.13) справедлива оценка 

? » = s u p l ^ ( E ) | < + o o . (4.40) 

Т е о р е м а 4.2. Пусть выполняются условия (4.1), (4.2) и пусть гра
ничный режим (3') шюеет вид K-(t)=E(ty-(t)), где функция i|?_ удовле
творяет условию 

Тогда 
£]' (/)->—, * - * Г ; /i = co'nst<0. л 

ф ( 0 = ( - п ) - т 
Ч>! (0 

1U*) 
, *€(0, 1), 

(4.41) 

(4.42) 

функция 9а(1) является решением задачи (4.11), (4.13) и справедлива 
следующая оценка скорости сходимости: 

(4.43) 
I г- 1+П т ' I 

+ In * 
1+tl - | 
2/г 

Ф J (*) dx * - » l 
>0. 

З а м е ч а н и е 1. В условиях теоремы 4.2 п. а. р. (4.15) удовлетворя
ет уравнению первого порядка 

Ьип 
k Ю I диа \2 

dt иа + \ 
диП \2 дип —М +G (9 — х . >дх ) -х ' дх 

(4.44) 

где О_(0-[Ь(^2 Г"/Ф)] ,(0-
З а м е ч а н и е 2. Для частного случая \|)_(/) = (1—0П» когда. ср(0 = 

= (1—t){i+n)/2 (см. (4.42)) и п. а. р. (4.15) совпадает с функцией (4.8), 
теорема 4.2 доказана в [4]. При &(а) = 1, когда х - ( 0 = £(г|)_(0) = 
^ехр[(1—i) n] , справедливость утверждения, аналогичного теореме 4.2, 
ранее установлена в работах [5] — [7], где исследовался эффект лока
лизации тепла в средах с постоянными свойствами. Отметим, что во 
всех перечисленных случаях правая часть оценки сходимости (4.43) 
выглядит много проще — в ней отсутствует второй член. 

Теорема 4.2 доказывается точно так же, как предыдущая. 
П р и м е р 7. Рассмотрим задачу (1) — (З7) для уравнения 

dt дх^ Щ1 + и)]7х (4.45) 

Условия (4.1), (4.2) при этом выполнены (см. таблицу 8). Пусть 
л|)_(0 = (1—t)n\na[l + (\—*)-4], где а — некоторая постоянная, т. е. гра
ничный режим (30 имеет вид (см. функцию Е в таблице 8). 

х_ (/) =* Е ML (t)] s exp ^ = - ^ - ln^ 1 [(1 - t)'1] 
(-n) 

(4.46) 

при £->1 . Поэтому в силу теоремы 4.2 функция ср(/) (скорость движе
ния «фронта» тепловой волны, порожденной режимом (4.46)) оценива-
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ется по формуле 

Ф(0 = (1 —0 2 In2 [(1-tPb t+Г. 
Отсюда заключаем, что при п<с — 1 волна прогревает до бесконечности 
все пространство (#5-режим), при яб(—1, 0) u(t, x ) -^ + oo при t-+\~ 
только в точке х = 0 (LS-режим). При п=— 1 и а = 0 

(J - tr1 
х_ (t) ^ ехр 

1п [(1 - tr1] t-+V 

и реализуется 5-режим, когда «фронт» тепловой волны неподвижен и 
решение возрастает до бесконечности при /->1~ на ограниченном мно
жестве 0 ^ ; c < 2 = mes supp 0«(§). Отметим, что при всех я < 0 глубина 
проникновения волны хэф(0 сокращается: хэфУ)->-0, t-+\~. 

2. П р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я т и п а В. 
2.1. Г р а н и ч н ы й р е ж и м б е з о б о с т р е н и я . Рассмотрим за

дачу (1) — (3). Функция 6а в п. а. р. (4.15) удовлетворяет задаче (4.12)^ 
(4.13) и при всех | таких, что 6а(§)>0, определяется из равенств, 
(см. [8]) 

Z + ехр 
4Z = 1 - 1 г=т+ ^ + е.(?)НХ (4.47> 

(в остальных точках полагаем 8а(£) = 0). Из (4.47) следует, что функ
ция 0а Ш финитна, причем mes supp 0а = (1/2 + ехр (1/2)) ~*. Кроме того,, 
справедлива следующая 

Л е м м а A3. Для решения задачи (4.12), (4.13) выполняется оценка 

<7оо — s u p 
g6Ri 

dW 
dV 9 V=5/ < + oo. (4.48) 

Теперь можно сформулировать утверждение, которое доказывается 
точно так же, как теорема 4.1. 

Т е о р е м а 4.3. Пусть выполняются условия (4.1), (4.2) и пусть гра
ничный режим (3) имеет вид к+(/) =E[ty+(t) ], где функция if>+ удовле
творяет условию 

'Ч>4 (/)->0, t-+ + oo. 

Тогда 

ф ( / ) : t>o, 

(4.49> 

(4.50> 

функция 8а(|) является решением задачи (4.12), (4.13) и справедлива 
следующая оценка скорости сходимости: 

t 
'<о[гМт)] |e(*,g)-e«(g)k=*o ч>+ (t) J 

*> n 
*+ (т ) 

+ t+w 
Jt+(T) Щ 

In (*) dr 

t|)+ (T) dx + 

>0. 

(4.51) 

f-H-oo 

З а м е ч а н и е 1. Из (4.12), (4.16), (4.50) следует, что в условиях 
теоремы 4.3 п. а. р. (4.15) удовлетворяет уравнению (4.30'), где G+(t) = 
= [ ln ( t +

1 / 7f ) ] , (0 -
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З а м е ч а н и е 2. В одном частном случае k(u) = l, ty+(t) = ехр(/), 
когда ф(0 = ехр(//2), E(s)~exp(s) и и+(0—ехр[ехр(/)], теорема 4.3 
сформулирована в [8]. В этом случае оценка (4.51), как нетрудно про
верить, имеет вид 

16 (/, I) - 9а (I) ||с =* О {t exp ( - 0} ̂  °-
П р и м е р 8в Рассмотрим задачу (1) — (3) для уравнения (4.45). 

Пусть yfp+(t)=exp[(l+t)2ln(l + t)] (условие (4.49) выполняется), т. е. 
граничный режим имеет вид 

K+(t)=E[ty+(t)]^exp{exp[t2\nt]/t2lnt} 

при больших t. Поэтому в силу теоремы 4.3 функция ф ( 0 (координата 
«фронта» тепловой волны) оценивается при £->-+оо по формуле 

ф (t) =* fj*L^Ll ^ [2* In tfA exp [— In t\. (4.52) 

Глубина проникновения волны, как следует из (4.22), в данном случае 
имеет вид 

хЭф ('О = 
In 2 ,8/ « у2 , 

; f'*Wzt exp 
2% 

— — In* 
2 t-+- + °°. 

Заметим, что в отличие от точки «фронта» (4.52), которая «уходит» 
как угодно далеко при t-*+°°, полуширина волны на асимптотической 
стадии сокращается вплоть до нуля. 

2.2. Г р а н и ч н ы й р е ж и м с о б о с т р е н и е м . Ниже строятся 
п. а. р. типа В задачи (1) — (З7). Сформулированная теорема доказыва
ется так же, как предыдущие. 

Т е о р е м а 4.4. Пусть выполняются условия (4.1), (4.2) и пусть гра
ничный режим (З7) имеет вид %_(/) = E[ty-(t) ] , где функция^- удовле
творяет условию 

"Ф- (*)->0, t-yY 

Тогда 

ф ( 0 -
*!(') % 

/ 6 ( 0 , 1 ) , 

(4.53) 

(4.54) 

функция QaШ является решением задачи (4.12), (4.13) и справедлива 
следующая оценка скорости сходимости'-

t 

|е(*,£)-ев(£) 

Ф-(т) J 

О 

Ф-(т) 

1>-(*) 
(4.55) 

In 
1# 
Ф J 

(т) dx\^t0. 

З а м е ч а н и е . В условиях теоремы п. а. р. (4.15) удовлетворяет урав
нению (4.44), в котором G,_(/) = [In (г|)_1/2/ф) ]'(/)• 

П р и м е р 9. Пусть в задаче (1) — (З7) для уравнения (4.34) гранич
ный режим (З7) имеет вид 

М 0 = е х р { [ 2 е х р [ ( 1 - / ) - 2 ] ] 1 / 2 } , /€(0,1), 

445 



т. е. ф_(0=ехр[(1—1)~2] при t-^l~. Условие (4.53) этой функцией удо
влетворяется и тогда из теоремы 4.4 получаем для <р(0 (координаты 
«фронта») оценку 

Ф ( 0 = (1—03/2ехр[(1—*)-72]-* + оо, *-И-

В то же время глубина проникновения тепловой волны имеет вид 

х э ф(0=21 / 21п2(1-03 / 2-^0, *->1-. 

При выводе этой оценки из (4.22) учитывалось, что 8а(£)^1—£ при ма
лых | , т. е. да~1(1) = 1— I при g->l". 

3. Отметим, что построенная в этом параграфе система п. а. р. урав
нений (1) с коэффициентами k, удовлетворяющими условиям (4.1), 
(4.2), является не совсем полной — исследование не охватывает гранич
ные режимы x±(t) =E[ty±(t) ], где функция -ф± такова, что 

(0-^оо (4.56) 

при t-^+oo или £->1~\ Надо сказать, что уравнение (4.6) имеет точное 
инвариантное решение vA(t, х), на основе которого можно формально 

. определить такие п. а. р. Это решение имеет вид 

Г. vA (t, x)^E k ( t-^Xl, (*, х)б Ri X Ri, (4.57) 

где функция 6а удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав
нению 

(%)2 + ^U=-0, £GRi, (4.58) 

которое получается подстановкой выражения (4.57) в (4.6), и краевым 
условиям (4.13). Решением задачи (4.58), (4.13) является функция 

9 « ( | ) - Г Т 4 , 1 > 2 | < 2 ' (4-59) 

Есть основания ожидать, что при выполнении условия (4.56) зада
ча (1) — (3) имеет п. а.р., которые следует искать в виде (4.15), где 
6а(|)—функция (4.59). Поскольку в силу (4.58) 0/£ = 2(О/)2, функция 
Ua = E-l(ua) будет удовлетворять уравнению (см. (4.16)) 

Отсюда видно, что необходимо положить 
t *% 

<р(*)=< К ф+(т)Лт| , * > 0 . 

Тогда уравнение (4.60) примет вид 
ди а (диа\* , hP+ 

dt \ дх J \\f>. ¥+ 

+ ~ ( № (4-61) 

и его можно сопоставить с уравнением (4.20). Однако в этом случае из 
уравнения для разности z=U—Ua нельзя получить оценку, обеспечива
ющую сходимость 6(£, 1)-М)«Ш при /->+оо в норме C(R+

i). Действи-
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тельно, второй член в правой части (4.61) обеспечивает наличие оценки 

sup\U(t,x) — Ua(t,x)\=*0(y+(f)), t-^ + oo. 
X 

Поэтому Ив—вв||с = О('ф.+ (0)У'Ф+(0 т^О при t-++oo. 
Напомним, что в § 2 работы [1] подобную трудность удалось обойти 

путем вывода оценки скорости сходимости в норме H"i(R+
i)9 а не C(R+1) 

(см. теорему 2.1 в [1]). 
Для задачи (1) — (30 с граничным режимом с обострением п. а. р. 

типа Г вообще не существует9. Действительно, функция 6а в (4.15) 
должна здесь удовлетворять уравнению 

которое ограниченных решений, удовлетворяющих условию 6а( + оо)=0, 
не имеет. 

В заключение еще раз подчеркнем, что построенные в этом парагра
фе приближенные автомодельные решения не имеют себе аналогов в 
классе всех точных инвариантных решений уравнения (1) (см. [9]). 

§ 5. Приближенные автомодельные решения линейного 
уравнения теплопроводности 

В этом параграфе рассматриваются п. а. р. краевой задачи для ли
нейного параболического уравнения 

ди д2и /г 1Ч 

— = , (5Л) 
dt дх* 

u(t, 0) = х(?)>0, * > 0 ; xGC2(Ri). (5.2) 
Для простоты полагаем и(х, 0 ) = 0 ; тогда u(t, + o o ) = 0 при всех f>0. 
Не ограничивая общности исследования проведем для монотонных гра
ничных режимов х ( 0 , определенных для любых ^>0 и таких, что 
х(0-*+°°> t-^+\oo. П. а. р., отвечающие граничным режимам с обостре
нием, строятся аналогичным образом (см. все предыдущие параграфы, 
в которых отчетливо проявляется эта аналогия). 

Решение рассматриваемой задачи допускает интегральное представ
ление в виде теплового потенциала двойного слоя (см. [15]) 

t 

u(t, х) =* - 2 — Г ехр I— —^— г 1 (t — т)3/2 х{т) dx, 
о 

который, однако, имеет достаточно сложный вид, и поэтому в общем 
случае (при произвольных граничных функциях х) непосредственное 
выделение из него асимптотических свойств решения весьма затрудни
тельно. 

При построении полной системы п. а. р. нам понадобятся следующие 
три типа автомодельных решений уравнения (5.1): 

I. M*,*)=Ut), t = ^if\ 
II. uA(t,x)=t™f2&), Ь = ф/г (m>0), 
III. uA(t, х)=ехр(0МБ)> £ = *• 

9 В этом случае существуют п. а. р. задачи с дополнительным краевым условием 
на подвижной правой границе. 
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Подставляя функции иА в (5.1), получаем для ft, f2 и /3 уравнения 

fi+jffk^Q,- 56RI. • (5.3) 

fl+±f&-mfa^0, SeRi, (5-4) 
fl-f9 = o, se Ri (5.5) 

Кроме того, потребуем выполнения краевых условий 

Д(0) = 1, М + оо)=0; 1=1, 2, 3. (5.6) 

Уравнения (5.3) — (5.5) легко интегрируются, и тогда с учетом (5.6) по
лучаем 

М ^ я - И J exp(-^/4)rfs, (5.7) 

f2 (С) - я^22 т + 1Г (1 + т) ехр ( - ̂  Я ^ ( | ) = 

оо 

= " ^ - " l i f ^ e x p ^ - & ) J t e p ( - ^ - & ) s » A (5.8) 
О 

(здесь #-2m_i—обозначение функции Эрмита [16]), 

Ш = е х р ( - £ ) . (5.9) 

Отметим, что решениями типа I—III и uA(t, х) = ln t+fk(xfti/2)9 кото
рое не удовлетворяет условию uA(t, +.oo) =0, исчерпывается весь набор 
существенно отличающихся друг от друга инвариантных решений урав
нения (5.1) (см. [17]). 

1. Так же, как в § 2 (см. [1]), п. а. р. задачи (5.1), (5.2) будем искать 
в виде 

Ua(t,X)^*(t)%(t), C - ^ j - . (5 Л°) 

где неизвестные функции 6в(Б) и Ф(0> Эа(0) = 1, 9а( + оо)=0, определим 
из условия сходимости при t-+ + oo функции 0а к автомодельному пред
ставлению Q(t> £) решения задачи. Оно имеет вид 

ер, t)^-L-u(t, СФ(0). C6Ri. (5.11) 

Из (5.10) следует, что при условии 6-v6a, t-++oo, глубина проникно
вения тепловой волны при достаточно больших t может быть оценена по 
формуле 

*эф(0=г;Ф(0> (5.12) 
где! — корень уравнения 0а(£) = 1/2. 

Нетрудно убедиться, что п. а. р. (5.10) удовлетворяют уравнению 

— =^х (t)Qa(Q — x(t)—±±——Z (5.13) 
д* Ф (/) д£ 

или, что тоже самое, уравнению 
ди„ / v/ \ ... /<D' \ ,.. дай S-(f)«-0^ <5-f3'> 
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В зависимости от вида функции 0а в (5.10) построение п. а. р. разби
вается на три случая. Отметим, что другой класс «вырожденных» п. а. р. 
уравнения (5.1) рассмотрен в § 4. В заключительном пункте параграфа 
эти п. а. р. будут сопоставлены с п. а. р. (5.10). 

1.1. П р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я т и п а I. 
Т е о р е м а 5.1. Пусть выполняется условие 

и'»- + оо, t-++oo. (5.14) 

Тогда 0(t)=ti/2, 8a(g) = /1(g)> где Д имеет вид (5.7), и справедлива 
следующая оценка скорости сходимости: 

Цв(ЛС) —вЛ(С)Ь=,о{ l—[x^(r)dr\--^0. (5.15) 

З а м е ч а н и е 1. Из (5.3) следует, что f/£ = —2fi
//. Подставляя это 

равенство (5.13), получаем, что в условиях теоремы п. а. р. (5.10) удо
влетворяет уравнению 

-JL^B(t,ua)=,-f + p-) (0 иа, (5.16) 
dt дх2 \ к J 

которое отличается от исходного дополнительным членом в правой части. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим w(t, x)=u(t, x)—ua(t, x) всюду в 

IVXR+1. Тогда w(t, 0)=w(t, + оо)=0 и, кроме того, w(t, -)еЬ2(К+*) 
при всех ^>0. Из (5.1), (5.16) следует, что функция w удовлетворяет 
уравнению 

dw d2w / х ' \ , , . / t- 1 « ч 

Умножая скалярно обе части уравнения на w и учитывая при этом, что 

/ d2w \ II dw f ^ л 
\ дх2 ) I дх |2 ̂  

придем к неравенству 

Ц1«~а)т(и.,ш). 
Отсюда с помощью неравенства Коши — Буняковского (иа, w) ^ 
^HttalUML получаем 

А | | ш | | 2 < ^ ( 0 | Ы а | | 2 . (5.18) 

Учитывая теперь, что в силу (5.10), (5.11) 

|]и.11, = х(*)*-1/4НМШ, ( Н М Ш а < + ° ° ) , 
\\w\\%=K{t)t-^\\m, е)-е.(Ш2, 

из (5.18) заключаем, что при t>\ 

1 е (t, £) - еа (5) ц2 < [|| w (1, х) Ц2/х (о Л ] + 

+ ]ШЬ|^ / ' * ' (т )<*т/х(*)* , / \ 
1 

Отсюда непосредственно следует справедливость оценки (5.15). 
I Математический сборник, т. 118(160), № 4(8) 449 



Далее, раскрывая неопределенность в правой части (5.15), имеем 
t 

11 lim тх,*к' (%)d% — li lim 1 X(t) 

4 x' (t) t\ 

{ 1 + T lim . , 
4 t^+oo \ X 

(0 =^0 

(на последнем этапе использовано условие (5.14)). Поэтому 6-^0а при 
/-> + оо. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 2. Из (5.16) следует, что ua(ty х) является верхним 
решением уравнения (5.1) (поскольку х 7 ( / ) ^ 0 ' ) , так что при выпол
нении условия (5.14) всюду в R+

1XR+1 справедлива оценка 

u{t, x)^ua(t, x) -х(0М*/*1 / 2)-
Эта оценка является (в определенном смысле) неулучшаемой. 

Конкретные случаи применения теоремы 5.1 указаны в таблице 9 в 
конце этого параграфа. 

1.2. П р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я т и п а II. 
Т е о р е м а 5.2. Пусть выполняется условие (ср. (5.15)) 

(0- m t- оо; m =* const > 0 . (5.19) 

Тогда ф ( / ) = / 1 / 2
? 0 a ( £ ) = / 2 ( £ ) , где f2 вычисляется по формуле (5.8), и 

справедлива следующая оценка скорости сходимости'-

\Q(t,t)-Qa(Z)$c=*0 x(t) 
к' (т) —• — и (т) 4 л - 0 . (5.20) 

З а м е ч а н и е 1. Из (5.4) следует, что /2£ = —2f2
//-\-2mf2. Подставив 

это равенство в (5.13), получим, что в условиях теоремы п. а. р. (5.10) 
удовлетворяет уравнению 

дип д2и^ 
—- =i В (*, иа) -

dt v } дх2 + (t)r •\иа, (5.21) 

которое отличается от исходного. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим w(t9 x)=u(t, x)—ua(t, x). Тогда,, 

как следует из (5.1), (5.21), функция w удовлетворяет уравнению 
dw d2w 
dt дх2 Т < ' ) - 7 ^а> (5.22) 

причем w(t, 0)=w(t, +oo) = 0 при всех / > 0 . Из (5.22) в силу принципа 
максимума получаем, что sup\w(t, x)\^.w0(t)t где неотрицательная 

X 

ограниченная функция w0(t) удовлетворяет оценке 

Is 4 0 < x'(0-y*W * > 0 , 

при выводе которой также учитывается, что ua(t> x)^ty(t). Поскольку 
||i0(/, .£)—М£) \\c^^o(t)/yi(t), отсюда непосредственно следует, что при 

\4Ul)-%(l)\c<WQ(\)l7i(t) + ^ х' (т) х (т) 
т 

dr/x(t). 
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Раскрыв теперь неопределенность в правой части (5.20), с учетом (5.19) 
получим 

lim 19 - e a | L - lim 
*-^+оо 

1 — т и С) 
%' (t) t 

1—m lim (—) (f) |« h _ / n — = 0. 

Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е 2. Нетрудно убедиться, что в условиях теоремы 5.1 из 

уравнения (5.17) оценку скорости сходимости в норме C(R+
1) вывести 

нельзя. 
З а м е ч а н и е 3. В условиях теоремы 5.2 

t 

|9(*,£)-f2(£)|j2-0 
x(t)t> 

*к (т) у/ (т) т 
х(т ) т d^T^t°> 

т. е. 8-^2 при t-^ + oo в норме L2(R+4). 
З а м е ч а н и е 4. Из (5.21) следует, что при n'/n^m/i п. а. р. (5.10) 

является верхним, а при к'/к^т/t — нижним решением уравнения (5.1). 
Некоторые конкретные применения теоремы 5.2 приведены в таб

лице 9. 
1.3. П р и б л и ж е н н ы е а в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я т и п а III. 
Т е о р е м а 5.3. Пусть выполняется условие (ср. (5.14), (5.19)) 

(t)->0, * - * + о о . 

Тогда 
ф(0 = [х(0М,(011/8, *>«, 

(5.23) 

(5.24) 

f8a(£) =M£)> г^е функция /3 вычисляется по формуле (5.9), и справед
лива следующая оценка скорости сходимости: 

|б(^-0ЛШс-оУ^*>) V ) W <М^<>- (5.25) 

З а м е ч а н и е 1. Из (5.5) следует, что fs = f3". Подставив это равен
ство в (5.13), получим в силу (5.24), что в условиях теоремы п. а. р. 
(5.10) удовлетворяет уравнению 

^ = в ( г , Ы а ) = ^ - 1 
dt V ' дх* 2 дх 

З а м е ч а н и е 2. В условиях теоремы 5.3 Q(t, £)-^Ы£) при t-^ + oo 
в норме L^R^.1), причем справедлива оценка 

t (01х(т)11Ш 1 ( т )Нтр?°-1в(^,Е)- / , (£)Ь«ОЛх^ 

Сформулированная теорема доказывается так же, как предыдущая. 
Ниже приведена таблица 9, в которой указаны функции Ф(0 неко

торых п. а. р. уравнения (5.1), определяющих асимптотическое поведение 
решения задачи (5.1), (5.2) при различных граничных законах х(/) . 
Отметим, что в рассматриваемых случаях точных инвариантных реше
ний задача (5.1), (5.2) не имеет (см. [17]). 
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2. Линейное уравнение (5.1) допускает сразу два различных класса 
п. а. р. (см. § 4 и п. 1 в § 5). Ниже проведено сопоставление различных 
п. а. р., отвечающих одним и тем же граничным режимам. 

Функция Е в (4.3), с помощью которой определялся конкретный вид 
«вырожденных» п. а. р., в данном случае (при k= 1) имеет вид 

E(s) = exp(s)—Л, 5>0. 

Мы будем сравнивать п. а. р., отвечающие граничным режимам без обо
стрения. 

2.1. С р а в н е н и е п. а. р. т и п а А (§ 4) и III (§ 5). П. а. р. типа А 
(см. § 4) определены для граничных режимов 

х(0'=ехр[-ф(0] — 1^ехр[я|)(0], *-*+«> (5.26) 

(здесь и далее индекс « + » у функций х+, г|)+ для простоты опускаем), 
где функция of» удовлетворяет условию (см. (4.27)) 

Ч> , , ( 0 _ ) — , / - > + о о , т>0, 
L ip ' J m 

и имеют вид (4.15) 

(5.27) 

(5.28) 

Здесь £ = х/ф(/), где <р вычисляется по формуле (4.28), функция 6а(£) 
удовлетворяет уравнению (4.10). 

Очевидно, что при выполнении условия (5.27) имеет место (5.23). 

Таблица 9 

к(0 

ln a ln(3 + /), c c > 0 

ln a ( l + 0 , a > 0 
exp[lna ( 1 + / ) ] , 0 < a < l 

Г 1п(1 + 0 1-
exp —r , а > 0 

Р Llnaln (3 + t) J 
*т1па(3 + /), т > 0 
J1* exp [In08 (1 + / ) ] , т > 0 , 

0 < с с < 1 
exp[ln a(l + *)], a > 1 

exp(/ a) , a > 0 
exp (exp £) 

exp (t* ), a > 0 

Действительно, в силу (5.27) 

fcV lim l - j (t) Ф(0 

-{- oo 

+ oo 

-f- oo 

-J- oo 

\/m 

Um 

0 

0 

0 

0 

%' (t) 
s (_Ly ( 0 = s _L 

.1»' / * (0 

S (a"1/ ln l"a/) , / 2 

exp ( - //2) 

i f") <«• 1 -0 

при f->+oo. Значит, для граничных режимов (5.26), (5.27) определены 
п. а. р. типа III (см. теорему 5.3). Они имеют вид 

««(*>*)= и ( 0 Ы £ ) . 
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В силу (5.9) и (5.26) при достаточно больших t имеем 

иа (t, х) ̂  ехр [ф (0 - а С =* ^ у ; (5.29) 

функция Ф (0 указана в (5.24). Перепишем (5.29) так: 

иа (/, х) =: ехр (-ф (t) 
4>№J 

В силу (5.24) имеем Ф(/')я|з(/)^[\|з2(0/1' /(0]' /2 и поэтому 

(5.29') 

г|5 (<) Ф ( 0 г|> (<) 

Следовательно, (5.29) можно записать так: 

Ыа (',*) = ехр (я|) (0 [1-т ' /*Ш- 1=<-£г- (5-3°) 

Сопоставим функции (5.28) и (5.30). Нетрудно видеть, что (5.30) 
является лишь первым приближением п. а. р. (5.28). В этом можно убе
диться, подставляя в (5.28) разложение функции 9а(1) в степенной ряд 
при малых §>0 

еаШ=1-/тг1/2£ + .. . , 

который выводится из уравнения (4.10). 
2.2. С р а в н е н и е п. а. р. т и п а В (§4) и III (§ 5). Сопоставле

ние указанных п. а. р. проводится аналогичным образом. Здесь п. а. р. 
типа В имеют вид 

ua*(t, ^)=ехр[яр(0еа(1)]-1^ехр[г|)(0ва(1)], (5.31) 

где 1 = л:/ф(0 и функция 8а удовлетворяет уравнению (4.12). П. а. р. 
типа III можно записать следующим образом: 

М ^ х ) ^ е х р [ г К 0 ( 1 - £ ) ] , ^ - ^ Г - (5-32) 
Ф(*) 

Функция ф(0 в (5.31) и (5.32) вычисляется по формуле (4.50). Учиты
вая, что (см. уравнение (4.12)) •8а(|) = 1—1+ . . . при малых £>0, по
лучаем, что (5.32) является первым приближением п. а. р. (5.31). 

Таким образом, «вырожденные» п. а. р., построенные в § 4, по-види
мому, более точно указывают профиль тепловой волны по сравнению 
с п. а. р. (5.10). Отметим, что глубины проникновения волны, получен
ные с помощью этих п. а. р., асимптотически эквивалентны (ср. (4.22) 
и (5.12)). Подчеркнем, что «вырожденным» п. а. р. отвечает более слож
ный по сравнению с (5.11) тип автомодельного представления, а также 
принципиально иной способ доказательства сходимости. 

§ 6. Направления дальнейших исследований 

1. В [ 1 ] и настоящей работе построены широкие системы п. а. р. урав
нений типа (1) с коэффициентами k(u), принадлежащими двум клас
сам функций: 

1) Степенные функции k(u) (§ 2 в [1]) и «близкие» к ним (§ 3 в 
[1]), когда (klk')f(u)-+\lG, и-И-оо; о>0. 

2) Функции k(u), удовлетворяющие условиям (4.1), (4.2) (см. § 4), 
когда (klk'y (и)-+оо, и-^ + оо. 
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Функции k(u) из первого класса растут при и-^-\-оо быстрее и лежат 
«выше» любых функций из второго класса. Особо отметим, что указан
ные классы функций «плотно прилегают» друг к другу. Другими сло
вами, не существует функции k(u), лежащей между ними, т. е. растущей 
при и~^-\-оо медленнее любой степенной и быстрее любой функции из 
второго класса. Это наглядно видно на примере семейства функций 
k(u) =exp[ln a(l + ri) ]—при а = 1 k{u) принадлежит первому, а при аб 
6(0, 1)—второму классу (см. таблицу 8). 

Таким образом, осталось рассмотреть коэффициенты &, удовлетво
ряющие условию 

3) (к№)'(и)-+Ъ, и-^+оо 

(например, k(u) =ехр[1па(1 + г/) ], а > 1 ; k (и) = ехр (и7"), Я>0, и т. д.). 
Полные системы п. а. р. уравнений (1) с такими коэффициентами будут 
построены в следующей работе того же названия. 

2. Полученные в работе результаты позволяют эффективно строить 
п. а. р. широкого класса квазилинейных параболических уравнений типа 
нелинейной теплопроводности с источником 

2L = JL(k(u)^.) + Q(u), t>0, хеК1- (6.1) 
dt дх \ дх J 

Здесь Q(u)>0 при и>0 — мощность объемных источников тепла, зави
сящих от температуры. Групповая классификация уравнения (6.1), про
веденная в [10], показывает, что класс всех интересующих нас инвари
антных решений уравнения (6.1) при произвольных функциях k, Q весьма 
узок. Между краевой задачей для уравнения (1) и задачей Коши для 
уравнения (6.1) существует непосредственная качественная связь: гра
ничный режим в первой из них можно моделировать действующим в окре
стности точки х=0 источником тепла10. Поэтому выбирая соответствую
щим образом зависимость Q(u), можно добиться нужного «граничного» 
режима при х=0, и тогда пространственно-временная структура п. а. р. 
уравнения (1) подскажет вид п. а. р. уравнения (6.1). 

Указанным способом в работах [6], [13] были построены п. а. р. 
Ua(t, х) уравнения 

^ ^ ? г + {\+и)ЫЦ\+и), ?>0, хвЯ1 (6.2) 
dt дх2 

(здесь p = const>l ) , удовлетворяющие нелинейному уравнению первого 
порядка 

диа 1 / диа 
dt (1 + иа) \ ди J 

Эти п. а. р. являются неограниченными (режимами с обострением) и воз
растают до бесконечности в течение конечного времени. В то же время 
при р > 3 и достаточно малых начальных функциях задача Коши для 
уравнения (6.2) допускает глобальные решения. Соответствующие им 
п. а. р. удовлетворяют уравнению такого вида ([6], [13]): 

dt дх2 (1 + и Л \ дх ] 

10 Эта идея была предложена и использовалась в работах [11], [12] для вывода 
различного рода качественных оценок решения уравнения (6.1) со степенными нелиней-
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Таким образом, уравнение (6.2) обладает любопытной особенностью: 
два вида его решений асимптотически сходятся к п. а. р. и , удовлетво
ряющим двум различным уравнениям разных порядков. 

Построение широких классов п. а. р. параболических уравнений типа 
(6.1) достаточно общего вида будет проведено в последующих публика
циях (один класс таких п. а. р. указан в [18]). 

Обзор и список литературы, связанной с исследованием процессов, 
описываемых уравнениями (6.1), и эффекта локализации горения в не
линейных средах, даны в [14]. 
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