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А Н Н О Т А Ц И Я

Построган разносят аналоги операторов ̂ tqd 9 d W  » 
XO-t ка произвольной нерегулярной сетка. Рассмотрены различ
ные способы днздфатнзацнн скалярных к векторных велнфш» Иссле
дована аппрокенмащя. Полученные разностные операторы могут 
быть использованы при построении операторных разностных охам.

A B S T B A C I  .

The difference analogues of operators 9 4 1*
and *tO -L on arbitrary nonxogular mesh are constructed 

In tho paper. Various methods of discretizatin of tho sca
lar and rector quantities are considered. The approximation 
in investigated. The difference operators may be applied to 

the conctruction of eperator difference schemes*
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В работе /I/ вводится понятие операторных разностных охем. 
Такие схемы строятся путем замены соответствующих дифференциаль
ных операторов разностнымио Там хе введено понятие ооглаоованно- 
сти разностных аналогов G-RA3) , 5)1 V  , R O T  основных 
дифференциальных операторов первого порядка Q'tQci » d  iV ,

,

Операторы йЙАФ »JbTV , R O T  называются согласован
ными, если для них выношены разностные аналоги следующих тож
деств

? V  V f ^ > 1
k № t ] ) c ) s = h v  - y ^ u ^ d  v,

5 v ^  f

W t p .S D < l s  - w.-utfb&'i - \ < ? Д т > ^ ] М ч  

s V 4
здеоь S - замкнутая поверхность, ограничивающая объем Y , 
h - внешняя нормаль к 5 ; С - произвольная вектор-функция, 
такая, что X O i  ?н 13

Кроме выполнения разноотных аналогов приведенных выше соотно
шений, требуетоя чтобы было возможно образование разностных ана
логов повторных операций d i v c ^ d  } с̂°и=! d \ я }

Построение системн согласованиях операторов производится еле 
дующим образом. Выбирается одкн кз операторов c ^ o  , с х Ы  
или Of O ' i :  ж производится его непосредственная аппроксимация.
Этот разностный оператор называется определяющим. Затем на осно
ве приведенных выше тождеств строятся разностные аналоги осталь
ных операторов первого порядка.

Настоящая работа посвящена рассмотрению вопросов, связанных 
с непосредственной аппроксимацией операторов j w c /  , с / ( V  
ж ^ .o i z  ид нерегулярной сетке в двумерном случае. Рассмотрены 
различные споообш дискретизации скалярных z векторных величин.
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Опжоан ряд принципов, нспользувдихся при построении разностных 
операторов, Исследован передох аппроксимации на негладких сет
ках. Лава интерпретация выражений для операторов ОШВ * 3)1 V 
и Я ОТ на языке тензорного исчисления.

Различные способы аппроксимации операторов первого поряд
ка рассматривалась в работах / 2 / - / 15 /.

Авторы благодарят Т.К.Коршня за полезные обсуждения.

§ I, Дискретявапкя ежлдятадд я ва-стотяшт величин.

Для построения разностных операторов необходимо заменить 
область изменения непрерывного аргумента дисвретнда множеством 
точек ( расчетная сетка ), а также ввести соответствуйте прост
ранства сеточных функций. При этом мы ограничимся обсуждением 
случая» козда все величины зависят только от двух пространствен» 
ннх переменных. Отметим, что такое рассмотрение не будет сни
жать общности проводимых рассмотрений и, кроме того, представ
ляет самостоятельный интерес.

п.1. Пусть в исходной области SI , лежащей в плоскости 
декартовых координат (Я, ̂  ) введена некоторая четырехугольная 
сетка, которая по своей структуре аналогична прямоугольной сет-



в

Узлы такой сетки можно занумеровать аналогично тому, как 
это делается в квадрате ( Фиг Л ). Четырехугольники, вершинами 
которых служат узлы сетки, назовем ячейками. Во избежание появ
ления полущвлнх индексов, ячейку, нмевдую своими вершинами узлы
ii,j ). ( ) ,  №jj+* )• (t,j+l ), обозначим Q.ij ( Фиг Л, 2 ).

Прямолинейный отрезок, являвднйся стороной ячейки S2i.j ж 

соединяющий узлы (ijj ),(i+i,j ) обозначим Cfi/ , отрезок соеди- 
юпщий углы U,y), {Cjj+£) обозначим (Фиг. 2)* Для обсзна-
чения углов четырехугольника введем двойную индексацию \р 5̂  , 
нижний индекс будет соответствовать узлу, а верхний - ячейке 
( см.Фиг.2 )»

Так как мы будем, при построении разностных схем рассмат
ривать вектор-функции, имеющие вое три компоненты, то необхо
димо ввести в рассмотрение пространственную сетку. Однако, в 
cur того, что 1Ш щмдпошгми МЖПМЯЬ только от X  € | , 
мы можем выбрать сетку по переменной & произвольным образом.

Свяжем с каждой ячейкой плоской сетки прямую щ , 

для которой эта ячейка является нижним основанием ( омЛадзЗ )



Совокупность вершин, построенных таким образом призм, сос
тавляет пространственную сетку. Отметим, что выбор высоты призм 
произволен в силу независимости искомых величин от переменной 
'Н • высоту призмы обозначим S.'ftj .

Обозначим боковую грань АХ'ФЗУ привмы символом # а 
граиь Bib' - , нижнее основание SLij , мы будем иног
да.» для единообразия, обозначать S^ij . йо» для простоты 
изложения условимся обозначать призмы ж их объемы одними и те
ми же символами. То же относится в граням и их площадям, а 
также ребрам призм и их длинам»

п. 2. При использовании метода конечных разностей наиболее 
часто иснользуюся два способа дискретизации скалярных величин.

Первый способ - считать значения сеточных функций U i(, Wij 
х т.д., заданными в узлах. Вторая возможность - относить зна
чения сеточных величин к призмам V<!j • В этом случае мы так
же не будем вводить полученных индексов, а считать, что индек
сы этих величин совпадав? с индексами данной призмы V сJ *

X
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п.З. Перейдем теперь к описанию способов дискретизации 
векторных велкчкн. Напомним, что мн предполагаем, что компонен
ты векторов надлежащих дискретизации зависят только от двух 
пространственных переменных X  # ^  ♦

П̂оставим в соответствие каждой непрерывно! вектор-функ- 
дии Vs| три скалжрных функции , W A  if»W  Ъ ij двух целочиолен - 
шп аргументов Lj . Такое соответствие может быть осуществ
лено различными способами, при этом области определения укаг- 
заншсс функций будут, вообще говоря, различными.

При построении разностных ехем на прямоугольных сетках 
ествественно использовать проекции вектора W  на координат
ные осиХ,̂ . В этом случае в качестве сеточных функций 

можно выбрать указанные проекции вычисленные в 
вершинах призм. Области изменения целочисленннхаргументов у 
всех трех функций будут при этом одинаковы :

eL; • * •} N  ) £ =■ • • • f А/ •
п.4. Эти проекции можнс измерять в центрах призм, при этом, 

формально, меняется только область изменения индексов у функ
ций Witj* WdUj,W5;j: Ы 1Д>. .•>N-l } ■ •, М-1.

Проекции вектора vJ на координатные оси могут использо
ваться н при рассмотрении криволинейных сеток. Здесь, однако, 
более удобным может оказаться использование компонент вектора 
связанных с местными системами координат. Рассмотрим два таких 
способа.

Определим в середине каждого ребра ортогональную проекцию 
вектор-функции W  на направление этого ребра. Тогда, очевидно, 
все такие проекции распадаются на три семейства. Первое семей
ство связано с ребрами, соединяющими узлы с меяяпцимся индек
сом L , (ребра Л Б ж SDC на фиг.З ). Обозначим семейство та
ких проекций (ом.Фиг. 4 ). Аналогично проекции на
ребра соединяющие узлы с меняющимся индексом j , обозначим 

# Третье семейство проекций, относящихся к середи
нам ребер, перпендикулярных плоскоотн (X , ̂  ) обозначим
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Отметим, что облает изменения целочисленных аргументов 
этиz функций не совпадают. Для WL Ju индексы меняются в цреде- 
лах: М для Yfv[jj - с=̂ Uri

ж, шкамц, дм WL^s- с
В качестве Wl »Щ , W b  мокно вобрать также ортогональ- 

нне проекции вектора vJ на направления, перпендикулярные к 
плоскостям гране! призм н огнеоешш» к серединам этих граней. 
Очевидно, чте эти проекции также мокно раэбить на три семей
ства < см* Фиг.4 б ), которые будем обозначать Wl^= WV^ij ; 
№ Ц = ♦ WS{j - WS>̂ ij. При этом области намененна индексов 
следующие: e*l,V• >V; j = для Wi{;; 1̂ , 2,.../!;^-^
для W & j ; иц,...,я; 4=±дг..,м-дд**̂ >1\ .

Выбор того жги ниого способа описания векторных величин, 
е нашей точки аренна, если нет дополнительных ограничений, бу
дет обратиться удобством аппроксимации определяющего опера
тора.

п. 5. Вам иногда будет удобно интерпретировать расчетную 
оетжу как аддрокоишцщю сетки, образованной пересечением коор



10

динатных линий некоторой криволинейной системы координат ^  
^  . Ломаные соединяющие узлы с меняющимся индексом % С оу- 
дут соответствовать линии 'Щ , пенящемуся индексу У соот
ветствует линия , высоты призм сопоставляются линии Ч С см*

5иг.1.5
Рассмотренной аналогией объясняются обозначения, введен

ные в п.1, например, грань призмы - AA'kfe соответствует по
верхности ^  eonsi., поэтому ее естественно обозначить 4 ^  
и т»д«

Принятому описанию векторных величин, в непрерывном слу
чае можно поставить в соответствие задание вектор-функций при 
помощи местных базисных систем.

Местная система координат монет бить задана извне. Так, 
например, можно считать, что в каждой точке пространства зае
дена система координат, при атом в узлах сетки направление 
координатных осей оовпадает с направлениями ребер ячейки. Ана
логично можно рассмотреть систему* координатные оси которой 
направлены перпендикулярно соответствующим граням ячейки.

Иногда, при интерпретации, удобно связывать местные базно- 
нне сиотемы с криволинейной системой координат, которую мы 
сспоставляем расчетной сетке* Базисные вектора первой системы 
направлены по касательным к координатным линиям, базисные век
тора второй система перпендикулярны координатным поверхностям 
■̂=.e.ev\S»-t, 1^* const , ^ =  co nst , соответственно. Любая век- 
тор-фуикция однозначно задается своими ортогональная проекция
ми на направлении базисных векторов любой их этих двух систем 
/ 16 /.
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Отметим еще pas, что мы не предполагаем, что в простран
стве задана какая-либо криволинейная система координат ( Ъ , 
^  ^  а считаем, что нам задана расчетная сетка. >

S3- Яаттятататм ш ицг « тм и м м ш и г

операторов первого дпмика.

пЛ. Рассмотрим аппроксимацию оператора • Пусть,
например, для описания вектора (JT4<1 Ц выбраны проекции на 
направления осей координат X , ̂  , такое описание наиболее
часто используется на практике. Пусть далее, сеточная функция 
Ц. определяется своими значениями в узлах сетки.

Так как по предположению все исходные величины зависят 
только от Хн ^ , тс вектор tyxAciu имеет ввд

При аппроксимации производных QU/^iX , мы бу
дем исходить из оледущих соотношений

H i

X
( 2Л ) _Г_____  ’ ^ - - - 2

0>ЭС ^ 0  g ' v > 0

где 5 - плоская площадка, ограниченная контуром Г и содер
жащая точку определения производных. Соотношения (I) непосред
ственно следуют из формулы Грина.

Если в качестве S  выбрать ячейку &«/, компоненты опе
ратора G-RA3) будут определены в ячейке &</.

Вншшем.;лриближенные выражения для $Ц/ф9с, # обозиаг-
чая их $Ц/ 8эС, ЪЦ[ . Дяя этого интеграл по контуру Р 
разобьют на сушу интегралов пс сторонам ячейки н каждый из 
них аппроксимируем по формуле трапеций. В результате приходим 
к тарцудиим

( 2.2. ) ^Ш\ - °-g [ Ц • W) J  
---— ----- ---------------------•
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( 2.2. )
a « ’

таким образом, оператор Q M 7)

>■4
определен на функциях заданных в узлах сетки и действует в 
пространство вектор-функциД, компоненты которых определены в 
ячейке* I

Оператору ytqd 9заданному своими декартсвнми компонентами, 
в разностном случае молено сопоставить также и ряд других раз
ностных операторов.

Так производные можно аппроксимировать не
по всей ячейке в цел ом, а по одному из четырех треугольников, 
на которые ее можно разбить ( Оке*. 4 )

Дяя обозначения этих треугольников можно ввести двойную 
индексацию а*, , верхний индекс соответствует ячейке, в кото
рой лежит треугольник, нижний - узду , к которому он примыка
ет ( Фиг. I ). Таким образом производит ЭЦ/Ьх.'ЬЦ/'̂ в каждой 
ячейке можно поставить в соответствие четыре различных выраже-

К,£=0Д
( 2 , 3 0  V b x j i +KjK  > >

цепок , понимаются выражения,
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аналогичные ( 2 ), полученные интегрированием по соответствую
щим треугольникам, например

‘г-4 ’ 1 г 4  ---------------- s i “  -

Аппроксимацию оператора GRM) в ячейке можно определить 
следухщнм образом

. - ± Y . & Ж -  У1 (ач tfti > а(| f a ™ * 1 Щ 1*ч г  >

c«Ji у  с;* _ о..
где b[+Lcj+t- некоторые веса: ^ ot*W*ve~ D CJ ; в част
ности, когда ЭД̂че » то'данное определение перехо
дит в ( 2 ).

Используя ооотношения ( 3 ) мокло таксе определить оперен 
тор &Ш ) в узлах (

• li K,e-o,t 1
<.€*0,1

Рассмотрим более общий способ описания оператора &&АЗ) 
в узлах. Для этого напомним иекоторне соотношения векторного̂ 
анализа. Пусть в данной течке задано два направления ̂  , t? W * 

^ ̂  углы мехду зтнми направлениями н осью координат 
Имеют месте формула:
(2.6)

= ^ -  = <̂-C0SA{lf+ —
(bif №  *1х • * ^  1

■■ -> — Ъ>
Внбирая в качестве , £*? - направленна, задаваемые

сторонами ^  > ^  н разреиая С 6 ) относительно ̂Ц/Dac» ®И/0Ч 
получаем



v ^ ] - -  ™ у ч  ^  ------ -

где 4 ^ ,  - угли, ойрмомшпи crqpojuon £?ij . i\\\ 0

осью ОС • ^

Подставляя в ( 7 ) дрибяшжвивыа 1Н рШ Ш  ДЛЯ

( 2.8 ) ( Ш  =  M S  ' (liL\  =  MiJ«- Щ

приходам к приближавши п р ш п п  для производил: ,0ц/^
в угле. Отматжм, чтов д ш ш  уал» можно jrnio аибщть азда три 
пари иаправлений ( Щ  Ц Г t ) Де^ efft4 ),< £ Щ  Ц  ) 
(см. <to.2 ) -J' * * v

V c  »

Фяг.2.2
Ж жодучить аща ТрЯ иртйдимивт ВНрЯЖаЯЖЯ ДЛЯ ЩЮЖВВОДЯНХ 

в уала* Уервдая далаа получаяжна внражаявя о яажотсрня мм- 
ш можно яолучхгь кошонантн оператора G-RA3) в узла.

На это» мн вагапям «япюавяа еааеобов аннротеямацяв впараг- 

тора, <ytA ̂  > м од , для аго отекши яспольвуютвя компоненты 

f&H/'&Ot •
С яаввА гогот араявя dexaa астаетваввш, в служа* кржво- 

лжжавжо* ваткж, являатея оояеавва вавтвра, ^ ta d  Ц щл яшгсщя
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ортогональных проекций ка направления: сторон ячейки.
В соответствии е формулами векторного анализа эта проек- 

цки задаются следующим образом

с U ) ,

где Щ  , 6 ^  <- единичные вектора , направленные по сторо
нам ^  . Используя соотношения ( 8 ) и ( 9 ) получаем 
следущее выражение для оператора

( зло ) ( W 3 ) u Y - . =  j Ць*Г*Ц • • 0 7

' С ет̂ ’ ецн- 5 J

Если ввести обозначение G--CRACD Ц , тс в соответствии 
с определениями § I инеем

& L T , a I U j - U c j  , &j,yi s  W y i - U i j  ■ о .
* Щ  > 1 еЦ;; > M

В нецрернвном случае формуле ( 10 ) можно поставить в 
соответствие описание вектора А при помощи проекций иа 
направления координатных линий:

(г.п, Г 4 , - j $ ; i a  о

хда »‘Нч - элементы метрического тензора / 16 /.
Аналогия; между формулами ( 10 ), ( II ) становится более 

понятной, если вспомнить формулы векторного анализа / 16 /

где - элементы длин дуг координатных кривых.



ш

Рассмотрим вопрос о порядке аппроксимации оператора 
на примере оператора , определенного формулой ( 10 ).

Пусть Ц непрерывная функция, определим ее проекцию в 
узле ц равенством

Л
lj - — Ч )

Предположим, что сетка такова, что выполнены неравенства

( 2.13 ) С ^  й  С т <« • Ь

где К - некоторый параметр.
Тогда имеют место равенства L U

— I млп г м \".

( 2.14 )
e f n

*** «if '

( Ы  « Я ф  I „ м ] .  0 0 Ц _ < ^ ( + о у » ) ;

. ^  Ь
X T ^ o . g c j c ^ x ^ )  ; х .̂.= o.s-№( + Xij«)

координаты середин сторон С.̂ , £ljij , соответственно.
Соотношения ( 14 ) становятся очевиднши, еслн учесть ра

венства

ж тот факт, что разностные отношения, стоящие в правых част̂с 
( 14 ) представляют собой центральные разностные производные 
относительно центров сторон.
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Напомним, что в предцдущих рассмотрениях функция (Л от
носилась к уздам оетки. Если же относить Ц к ячейкам, то в 
этой случае выписать непосредственную аппроксимацию для опе
ратора затруднительно.

Таким образом, при построении операторных разностных схем, 
оператор естественно выбрать в качестве определяющего,
если скалярные функции относятся к узлам. .

п.2. Данннй пункт посвящен аппроксимации оператора cliV . 
Этот оператор действует на векторные величины. Остановимся в на
чале на случае, когда вектор W  описывается своими проекциями 
на координатные оси, будем считать эти проекции заданными в уз
лах и обозначать #

Ври построении оператора &I V  можно опираться на следую
щее определение оператора c W

( 2 . 1 5 )  < W =  e i *
V-4>0 ----- ------- ;

да V  - объем, срдержащийдочку определения, о - поверх
ность, ограничивающая V  t У\ - внешняя нормаль к S  .

, Определение ( 15 ) удобно тем, что записано в форме, не 
зависящей от выбора системы координат и способа описания векто- . 
ров.

Используем в качестве "V" - в формул» ( 15 ) призму "Vjj = 
А&СФА'&'С’З1 - ( Фиг.1.3 ), связанную с ячейкой £ l i f , при этом 
пусть ее вноота равна С\ . Площади нижнего н верхнего основа
ний задаются соотношениями

г, = % ве.»~ I = Siif|| - ->№г> “,сч ) -’Л'Ч'С'а' -“Ч ,

для боковых граней имеем

Иц- = щ - *  ; .^ij = w = eiij • q

*  Т . Д .
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Боковы» грехи перпендикулярны плоскости (Х,^ ), по
этому нормали к ним дажат в плоскости (Х,^ ) х шрпевдихуляр- 
1Ш соотввтствувдим сторонам ячейки, например, нормаль к грани 
А А С» ft1 имеет компоненты

, . „ , Д  (-Чц-ЧО ; _ 4 2 i i 3 > _ - , 0  

1

Нормали к другим боковым граням записываются аналогично. 
Нормаль к граням ARC.2) и A1 В'С'Э* задается компонентами 

(О, 0 ,-1) (0,0,1) соответственно.
Интеграл по поверхности в формуле ( 15 ) разобьем на сум

му интегралов по граням, при этом учтем, что нормаль сохраняет 
свое направление на каждой из граней. В результате, например, 
для грани А А16> С>* получим ^

SV?;;

« №  I  V  < 4 * 0 -

WV^+WV a'̂ У в+'МУь1

feshclg —

( 2.17 ) _

= O.S-0 -  ^WYij+W^C^j -X i/ )]

тд9 последнее равенство справедливо, так как 53
х аналогичные равенства для WV и кроме того

Для грани : подучаем
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( 2.18 ) S  -0.15 • Sjj +wHitlj4+ w b ( j

A&C3Q

тдв знак минус объясняется теп, что нормаль внешняя, для граю 
К$С‘ЗУ получаем то же выражение только со знаком плюс, этот 
факт имеет место так как компонента W? по предположению не 
зависит от координаты "2. .

В результате приходим к выражению

( 2 J S , CMV { [ С ^ * Ч № » ‘г М  -

Очевидно, что таким образом определенный оператор 3)1 V 
действует из пространства вектор-функций, компоненты которых 
ядд̂и» в узлах в пространство скалярных функций определенных в 
ячейках.

Рассмотри̂ еще один способ аппроксимации d i V для елучая, 
коря& вектор W  ' задан компонентами Щ  , W 4  , в узлах.

Ваовмохрам объем Y  ». тоада его изменение c W  при сдвиге 
координат границы S  определится равенством

( 2.2 0 ) civ= ,

S J
где изменение радиус-вектора , И - внешняя нормаль к 3 . 
Ив формулы ( 30 ) следует, что

Л .  § ( £ , » • ) < ! « .
( 2.21 ) (14. § M t  / J

=  'yiiv V?e W
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где W - - вектор скорости. Если объем V  достаточно
мая, то из ( 21 ) следует приближенное выражение для

\ ^  i, с№
( 2*22 ) diV>M ~

Выберем в качестве "V -  в формуле ( 22 ) призму Y i j  , 
учитывая, что 1"=4-52.;/ , и следовательно объем не зависят не 
от координат верхнего основания, не от переменно! "5?' , просо
дии к следующему определению оператора £DXV

Очевидно, что формула ( 23 ) применима и к произвольной 
вектор-функции; V) , компоненты которой зависят от двух пере
менных, в силу того, что ее можно трактовать как скорость.

0TWT», что * »  для Щ  использовать фарадг

2 - i j ~  0. ?  [ \ х ц -  ОС i+ij ■ Ч ; j-»i)'  ( х  i*ij -  X  ijti) (^ij~ I )*|\1
то выражения ( 23 ) и ( 19 ) для оператора Q)I V совпадают 
между собой.

С нашей точки зрения наиболее естественная гшпроксимация 
оператора chv' подучается, если вектор-функция описыва
ется своими ортогоналышми проекциями на направления нормалей 
к граням призмы - , WS4̂ . Аналогично нредвдущему
случаю разобьем интеграл по поверхности на сумму интегралов 
по граням и учти*, что выражение ( W . vf ) на каждой грани
совпадают с величинами , WS4̂  .

В результате приходим к выражению
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Члены с в ( 24 ) не вопил, так как щ  от ?  не 
зависит, интегралы по верхнему я нижнему основанию взаимно 
сокращаются.

Возможны также н другие способы аппроксимации оператора 
d  W  . Например, можно в каждой ячейке ввести четыре разност- 
ннханалога оператора Аы в соответотвнн е разбиением 5Ц'на. 
треугольники. И использовать для аппроксимации <iiV в ячейке 
их линейную комбинацию.

Важно отметить, что используемые для построения оператора. 
(DIV соотношения С 15 ) и ( 22 ) тесно связаны с выполнением 
определенных законов сохранения.

Так определение ( ТВ ), в том случае, если W  - вектор 
теплового потока, дает нам закон сохранения количества тепла:

\ncisZ.=!-'\ciiv,W >cls2.=-^C?,'n)ci^;

^  SL SL £>

вде Ц - температура.
Определение оператора 3SIV не соотношения ( 22 ) так 

же имеет непосредственный физический смысл.
Согласно этому определению объем ячейки изменяется в соот

ветствии со скоростями движения ее вервии, то есть выполнен 
разностный аналог закона сохранения объема / 15 /.

Рассмотрим интерпретацию выражения для оператора М » 4 
( 24 ) на языке тензорного исчисления. Формуле ( 24 ) можно 
сопоставить выражение, записанное для оператора A iV в кри
волинейной системе координат ~Ц t \ > Д*я компонент 
представляющих собой ортогональные проекции ка направления, 
перпендикулярные координата» поверхностям ж направленные в 
сторону возрастания координат:

( 2.28 ) ^ lV ̂  ~  \JTW
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вде ^  - метржчеокжй твхзор, который в саду того» что
, акоордгаатннв динки ^  ^  ш  в плоскости

(SQ ,* j ) Имеет бед

Ъ 1 1  0

о о 1 (
&ад- алгебраические дополнения адамантов

Аналогия меаду формулами (25 ), ( 24 ) становится очевид- 
sot, волк учесть соотношения

d s ^ f  =  ’,

( 2*26 ) 1 1

c W =  tJV i c i ^ a V [ c l 4| ,>

1де - здемекгн кооряюияннх повврхност*в.
Вопросы связанные о исследованием порядка аппроксимации 

рассмотрш ха промере оператора &IV определенного форм(улой 

( 24 ).
Проекцию непрерывной функции Ц определим как сеточную 

функцию, заданную в ячейке следующим образом

Ц  = U , ^£j )

X  ij — 0.2,5 i+ij + + ̂ ij+i ̂  >

^  ̂  - 0.2S ■+ ̂ *v ̂ c+tjvi■* ̂  ijvi )

координата "центра" ячейки 3.ij .

д а
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Проекцию ненрерЕшной̂вектор-функцжя VJ определяй как 
сеточную вектор-фунгода ($У*, компоненты которой отнесены к се
рединам соответствующих граней, а в двумерною сдучае-к середи
нам сторон:

( . «Ц -
,1)

ж-ж-Чм
x=* f ;

Г **
• v ’i \i{ 3

TR& - единичные нормали к сторонам ;■ ,
соответственно. ‘

Цредогалокнм, что сетка таковау что наряду с соотношениям* 
( 13 ) имеют место неравенства

( 2.2?) ^  ^  Ст<чл h  .

Тогда имеет место соотношение

( 2.28 ) У  „ Ц  =  ( ^ I V  ( У М  ■

Действительно имеет место равенство

y i v ¥ ) ^ J w W

■>

n  MVV/XW yM«nv>i«v

k . = -i- \<Aiv"yTcla + о(.1>)-=
ac»x Q-. i

 ̂ H

_  ^(.VI jVI )с 5̂. -v o(.h)

Ц
гда £ij - контур ограничивающий ячейку Slf.

На кадкой из сторон ячейки 9.ij мокно иопольвсвать раз
ложения, аналогичнне следувднм

О Д , )
щ
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где разложение производится в точке̂Х̂, Щ Л ; С WjJJ) —
расстояние от точки Ы > Ч )ь Щ  до

середины стороны €̂ *| •
Подставная эти разложения в ( 29 ) и используя определение 

величин получи»

w l  <!«, -  ( , « ? ) ( 4 s +
( 2*30 ) л..

Ч ■

+ W W я V -  № 4 )'5,' щ * ; 01№  )■
Из формул ( 29 )» (30 ) н определения оператора $ 1 V 

- ( 24 ) следует соотношение ( 28 ) • то есть имеет место первый 
порядок аппроксимации.

п.З Переедем теперь к вопросу об аппроксимации оператора 
» при этом будем использовать оцределение

i-jv р ■ k ? , ? ) d r
( 2.31 ) 0 1Л o t w  ) «  Eim £ ___________■ ,

$r>0 S

где П - нормаль ж площадке S . , ограниченной контуром Г1 н 
содержащей точку определения, ^  - единичный вектор, каса
тельный к Г , d Г - элемент длины.

Использование такой формулы для построения оператора R0T 
имеет непосредственный физический смысл, так если под по
нимать вектор напряженности электрического поля, то автомат» 
чески будет выполнен разностный аналог закона индукции магнит- 
неге поли. ->

В даинем пункте мн рассмотрим случай, когда вектор W  - 
описнвается компонентами W L ^ , WU  ̂  ( W b ^  » построение опе
ратора R O T  для случаи компонент VTX , WV , мн предос
тавим читателю.

Заберем» вначале, в качестве S в фордае ( 27 ) иижиае 
оеиоваиие призмы , ячейку SI у . Тогда очевидно контур Р будет 
составлен иг второй ячейки: ,

г - { « 5 ; e U j ;  с ?,»; е ^ ]
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—=■> -5»
а величина ( W , £ ) будет совпадать как е или с VIЬ ̂  . 
Из формулы̂ ( 27 ) следует, что в данной едут мы для вектора 

Я ОТ W  получим его компоненту определенную в
ячейке 52. у . Разбивая интеграл на сумму интегралов по сторонам 
ячейки получаем выражение

( 2.3» )

Выберем теперь в качестве $  -роковую грань Кк ВБ .
В силу того, что компоненты вектора V/ от *2 не зависят, 
интегралы по ребрам АЬ и Д‘Ь взаимноуничтожаигся. В резуль
тате приходим к формуле

< 2.33 )

Аналогично используя грань Ц 3̂)2) получаем выражение*.

( 2.34

И

Таким образом мы получили компоненты вектора

(V= ROT W= Я 'Ц , щ ]
Представляющие собой ортогональные проекции на нормали к 

соответствующим граням.
Построенный оператор R O T  действует нв проотражома се- 

точных вектор-функций заданных компонентами WL»^ , WL4 , WL 
в пространство сеточных вектор-функцжй определенных величина
ми Щ  , Щ  , .

В непрерывном случае выражениям ( 32 )- ( 34 ) можно 
дать оледувдую интерпретацию на языке тензорного исчисления. 
Кампонентн ̂  явдащхеся ортогональный проекциями
на нормали к координатным поверхностям и связаны с величинами 
Ŷ ljf » следувдим образом!
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При сравнения формул ( 32 )-( 34 ) и ( 35 ) следует учиты

вать, что в рассмотренном случае

> ^ ч г Ц  » %
ж кроме того <j^ _

Рассмотрим с каким порядком оператор определенный ком
понентами fcŜp >Щ  , RS4̂  - ( 32 )-( 34 ), аппроксимирует опера
тор 'toh • А именно, мы покажем, что компоненты 
аппроксимирует величины ( ^  ̂ о-Ьн ) на соответствующих гранях 
ячейки* —►

Непрерывкой вектор-функции VI поставим в соответствие ее 
проекцию на сеточное пространство

(  W i ) \  \

[  W ) \

компоненты сеточной вектор-функции \JN) зададим равенствами
I

> “V«i

26

Щ ) \  -

о о »
1
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- 9
здесь были определены ранее, единичный вектор,
направлетй по ребру [j .

Рассмотрим, например, грань & i j , тогда

(t?/tol W ) 1 * = -4- d S + 0 ih) -

O N  t a ?

^  H t\[ Q
здесь L - единичная̂касательная к контуру vij . Далее исполь-

щ я  величины ( )  разложения, аналогичные разложениям для

У Щ  ), получаем i , г \. V.

( « г л Ц  - -±* \ - [ т ^  е ? *  л щ \  ет,->
( 2»Э7 )

+ °№ -
Аналогичные равенства имеют место и для других компонент 

вектор H0TW*
п.4. С нашей точки зрения наиболее естественно при аппрок

симации операторов ,dw t w i  использовать формулы (10),(24) 
ш (32)-(34), соответственно. Во-первых эти формулы основаны на 
определениях дифференциальных операторов в форме, не зависящей 
от выбора системы координат. Во-вторых использупциеся выражения 
связаны с выполнением законов сохранения. В третьих построенные 
выражения для операторов &RA3), Ф1V и ROT являются компакт
ными и допускают естественную интерпретацию на языке тензорного 
исчисления. В четвертых используициеся для описания векторов 
величины связаны с исходной нерегулярной сеткой, что позволяет 
более точно учитывать структуру решения.

И, наконец, в пятых для операторов С-Ш ,0)1'/ в йотопре
деленных таким образом, имеют место разностные аналоги соотно
шении приведенных во введении.

п.5. Отметим, что образование повторных операций 
fclV-WlK® j С-ЯАФ-ЗЫУ *} ROT ROT,
не представляется возможным. Так, например, вектор G-^RA^DH 
задан компонентами G-Ц, С!»*? , а оператор &1V определен на 
векторах, заданных компонентами и так далее. Это
обстоятельство не является случайным и не зависит от выбора спо-
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coda дискретизации величин, например, в случае использования 
компонент W i ,W¥ ,^2 мы получаем оператор 3)1 V, определенный 
ячейке, а оператор GRA9) мы мокем непосредственно определить толь 
ко на сеточных функциях определенных в узлах.

Таким образом, построенные в настоящем параграфе разност
ные операторы имеют несогласованные между собой области опреде
ления и области значений.

п.6. Отметим, что для операторовCRМ) , и ROT, заданных 
формулами (10) , (24) ж (32)-(34) возможно образование следующих 
повторных операций &IV R0T и ROT-G-RAD. Действительно, век
тор ROT W определен своими проекциями , а опе
ратор Й1V действует на вектора, заданные такими же компонента
ми, так, что образование операнда 3)1 V- ROT имеет смысл.

Вектор Ц задается своими компонентами 
а оператор КОТ определен на векторах, имеющих такое описание, 
так что и комбинация RCT-G-RAI) имеет смысл.

В соответствии с дифференциальным случаю! выполнены соотно
шения

a i v U M ^ o  ; ш ( д а ^ ) = о .

Доказательство этих соотношений проводится путем непосред
ственной проверки» Отметим, что выполнение этих тождеств явля
ется следствием выбора дифференциальных соотношений, служащий 
основой для определения разностных операторов. , . i

п.7* Итак, разностные аналоги операторов W , □ \ \/ , 
построены. Приведенные в настоящей работе выражения будут ис
пользованы в последующих работах при построении систем согласо
ванных операторов для непосредственной аппроксимации определяю
щих операторов.
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