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Аннотация

Предлагается отроить разностные схемы для уравнений мате- 
матической физики исходя из аппроксимации основных дифференциаль­
ных операторов первого порядка. При этом разностная схема запи­
сывается в виде,полностью аналогичном дифференциальному случаю, 
путем замены соответствующих дифференциальных операторов разност­
ными. Вводится понятие согласованности операторов, тесно связан­
ное с выполнением законов сохранения. Приведены примеры построе­
ния разностных схем рассмотренным методом.

Abstract
The difference schemes for mathematical physics equation, 

are constructed by moans of first order operators approxima­
tions* In this approach eohemes are deduced by mere substitu­
tion difference operator fcr differential one* The concept of 
consistency of the difference operators is introduced, invol­
ving correspondent conservation laws* Seme examples of approach 
application are given.
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Введение.

Численно© моделирование на основе конечно-разностных ме­
тодов является в настоящее время наиболее действенным способом 
решения нелинейных задач математической физики / 1,2 /.

Среди разнообразных требований, предъявляемых к разностным 
схемам можно выделить два основных типа. К первому относятся 
требования аппроксимации и устойчивости, которые обуславливают 
сходимость приближенного решения при достаточно малых шагах 
расчетной сетки.

Требования другого типа состоят в перенесении важнейших 
свойств исходных дифференциальных уравнений на их дискретный 
аналог-разностную схему* Здесь в первую очередь следует выде­
лить свойства консервативности / 2 / и полной консервативности 
/ 3 / схемы. Эти требования становятся особенно важными при 
практических расчетах на реальных сетках. В настоящее время, су­
ществует ряд общих конструктивных подходов,таких как интегро- 
интерполяционный / 2 /, вариационный / 4 / и др., которые позво­
ляют строить разностные схемы, обладающие отмеченными выше 
свойствами.

Вместе с тем, независимо от выбранного подхода, получение 
разностной схемы можно в конечном итоге рассматривать как постро­
ение разностных аналогов основных дифференциальных операторов 
математической физики: , div, *tO“b •

Настоящая работа ставит своей целью изучение общей возмож­
ности построения разностных аналогов, основных дифференциальных 
операторов на произвольных неортогональных сетках. Универсаль­
ность и конструктивность такого подхода заключается в возможнос­
ти получения разностных схем для широкого класса уравнений.

Выполнение требований консервативности и полной консерва­
тивности является следствием согласованности разностных опера­
торов.

Предлагается конкретное определение свойства согласованнос­
ти в смысле выполнения разностных аналогов фундаментальных соот­
ношений векторного анализа.

Это же определение служит конструктивной основой для пост-
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роения системы согласованных разностных аналогов основных опе­
раторов математической физики. Построенные таким образом раз­
ностные операторы допускают образование повторных операций.

Разностные аналоги операторов dllT » %ot были,
по-видимсму впервые, введены в работах / 5, 6 / путем их 
непосредственной аппроксимации конечный® разностями для орто­
гональных систем координат и прямоугольных сеток»

Вместе с тем преимущества операторного представления раз­
ностных схем становится наиболее ощутимым именно в случае про­
извольных косоугольных сеток, причем особую роль при этом иг­
рают вопросы согласования свойств этих операторов, обеспечиваю­
щие консервативность и полную консеравативность соответствующих 
схем. Возможность построения согласованных между собой разност­
ных аналогов операторов cUv~ и Q iad  на основе вариационного 
подхода для произвольных сеток отмечалась в / 7 /.

Авторы благодарят Т.К.Корпшя за полезные обсуждения.
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6 I. Вариационные принципы и их использование для 
построения разностных схем.

В данном параграфе рассмотрена вариационная формулировки 
для уравнений эллиптического, гиперболического и параболическо­
го типов. Показано, что использование вариационных принципов 
для построения разностных схем приводит к необходимости алпрон* 
симадаи дифференциальных операторов первого порядка.

пЛ Рассмотрим двумерное уравнение Пуассона в декартовых 
координатах с однородными краевыми условиями первого рода

<i.i) ' t l  ,1*1= О,

где SL - область, в которой ищется решение, Г - граница 
SL , S заданная функция.

Уравнение ( I ) описывает, например, стационарное положе­
ние мембраны с закрепленной границей, находящейся в поле дейст­
вия внешних сил. Согласно известному принципу / 8 /, стационар­
ное положение механической системы характеризуется минимумом 
ее потенциальной энергии

< I.» )• F W - 1  m ; "'
Si SL

при этом минимум функционала ( 2 ) следует искать на классе 
функций, удовлетворяющих соответствующему граничному условию.

Этот факт имеет следующую математическую трактовку/9 / . 
Пусть дано операторное уравнение

( I -3 )  ь - Л

где А • И V\ линейный оператор в гильбертовом пространстве 
Н » обладающий следующими свойствами: А* Ъ > 0 .
Тогда, при известных допущениях, решение уравнения С 3 ) экви­
валентно минимизации функционала, энергии

< *-4 > р м  =  aA V -O  >
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где ( , ) - скалярное произведение в Н . Нетрудно убе­
диться , что в случае задачи ( I ), функционал ( 4 ) может быть 
преобразован к виду ( 3 ).

Таким образом, как с физической, так и с математической 
точек зрения задаче ( I ) можно поставить в соответствие зада­
чу минимизации функционала ( 2 ).

Уравнению Пуассона в произвольней системе координат:

d  iv U= -  $
отвечает вариационная формулировка более общего вида:

( 1 .5  ) Р ( У ) = 1 Г  =
^  SL S2

Вариационная формулировка исходной задачи ( I ) часто
берется за основу при построении разностных схем / 10 /, /II /.

При этом возникает задача аппроксимации производных ̂  Ч /'ЪХ 
в функционале (2). ' О

Для; построения разностной схемы на основе вариационной 
формулировки ( 5 ), в случае произвольной системы координат, 
необходимо аппроксимировать дифференциальный оператор первого 
порядка - flxao •

Отметим, что при описанном выше вариационном способе пост­
роения разностной схемы нет необходимости непосредственной ап­
проксимации оператора,ci i V » Можно показать, однако, что вы­
ражение для него однозначным образом определяется способом ап- 
прокоимации оператора и способом аппроксимации простран­
ственного интеграла.

Следует отметить, что вариационные формулировки использу­
ются также и для нелинейных эллиптических уравнений.

п. 2 Простой,но содержательный пример вариационной формули­
ровки для задач гиперболического типа связан с рассмотрением 
малых колебаний жестко закрепленной мембраны около положения 
равновесия / 12 /, В предположении отсутствия внешних сил этот 
процесс описывается уравнением:

=  d  iv q x a J Ц
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где u  - отклонение мембраны от положения равновесия. Началь­
ные и граничные условия имеют вид

Ц1 = 0 - ul = ц0 о .
1р  7 'Ъ= о  ;

Согласно принципу Гамильтона. / 8 /, движение мембраны достав­
ляет стационарное значение функционалу действия

$ =  Г

T ”t-0 Т Т
- кинетическая энергия, - потенциальная энергия.

В нашем случае выражения для Т  и U  имеют вид

’т Ч \ ( | | ) а'с 1 а ; .

При построении разностной схемы для уравнений колебания 
момбраин но основе приведенной выше вариационной формулировки 
необходимо аппроксимировать оператор .

п.3 1*ариатдаонные принципы широко применяются при рассмот­
рении и более сложных физических процессов. Рассмотрим принцип 
наименьшего действия в применении к уравнениям гвдродинамики в 
двумерном случае / 4 /, / 13 /, / 14 /. Согласно этому вариа­
ционному принципу уравнения движения могут быть получены путем 
приравнивания нулю первой вариации функционала действия по Га­
мильтону;

с i.6 > S $ =о,

здесь U , ЯГ - компоненты вектора скорости в декартовой 
системе координат, О - плотность, £ - удельная внутренняя
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энергия, S L G l) - подвижная область , заполненная одними и теш 
же частицами среды. Варьирование функционала ( 7 ) должно про­
изводиться с учетом связей:

( 1.8 ) 8 ( d  wV'b t s d s i - o  - закон сохранения массы,

( 1.9) Ъ ^ { ? / э х) Ъ 9  - условие адиабатичности,

С IЛО ) ^  8 ЯГ -кинемаяйгаесше соотношения .
d  -fc *

здесь с!- yy\ p d a -  элемент массы, Р - давление, X  - ради» 
ус-вектор, ЧР« и,^0) - вектор скорости.

При варьировании функционала ( 7 ) вариации всех величин 
выражаются через вариации координат , при этом используются 
связи ( 8 ) - С 10 ). Закон сохранения массы и формула

дают соотношение, связывающее вариации ЪJ и 
Последнее соотношение и условие адиабатичности позволяют полу­
чить связь для Ъ £. и й *£.

( i .ii ) ”8£. 5>) d W  StT.

Связь вариаций вектора скорости и радиус-вектора определяется 
очевидным образом из кинематических соотношений

а -ъ •
Подставляя выражения для вариаций скорости и внутренней энергии 
в уравнение ( 6 ) и применяя формулы векторного анализа* при­
ходим к уравнениям движения

( I.I2 ) § ^  =  -  (JtAcJ р .

Описанный выше принцип наименьшего действия был положен 
в ряде работ /  4 /$ /7/, / 15 / в основу построения разностных 
схем для уравнений гидродинамики.

Из описания процесса варьирования следует, что в разност-
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ном случав достаточно аппроксимировать выражение d  i V S ^  ,
входящее в соотношение ( II ). Таким образом, как и в случае 
уравнения Пуассона использование вариационной формулировки 
задачи для построения разностной схемы требует аппроксимации 
только одного оператора первого порядка, в данном случае 
это оператор cl! V . Аппроксимация оператора получа­
ется автоматически в соответствии с варищщонной формулировкой.

п. 4 Рассмотренные в пп.I - 3 примеры эллиптических и ги­
перболических уравнений, как мы видели, допускают вариационную 
формулировку, которая является в определенном смысле класси­
ческой и широко используется в математической физике. Возможны 
также вариационные формулировки для задач параболического типа 
/ 16 /, / 17 /.

Приведем одну из вариационных трактовок уравнения тепло­
проводности / 18 /, / 19 /

< I.I3 ) —  =  - d w
'Ы.

где U - температура, W  - вектор теплового потока, 9С - 
коэффициент теплопроводности.

Процесо распространения тепла происходит в соответствии 
со следующим вариационным принципом. 6 каждый фиксированный 
момент времени вектор теплового потока доставляет минимум функ­
ционалу

( I.I5 ) F W -

где функции U И считаются заданными и не варьируются ,
а вариация ФЧ/01 находится из уравнения баланса ( 13 ), кото* 
рое играет роль связи. Таким образом, отыскание векторного поля 
потоков можно проводить на основе минимизации функционала (15 ). 
Используя уравнение связи ( 13 ), функционал ( 15 ) можно запи­
сать в виде
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где U и 96 считаются заданными и не варьируются.
Таким образом, при построении разностной схемы для урав­

нения теплопроводности ( 13 ), ( 14 ) можно использовать функ­
ционал ( 16 ) и уравнение связи ( 13 ), Как в ( 13 ), так и в 
( 16 ) входит только один оператор первого порядка ci \ V ,
который необходимо аппроксимировать, аппроксимация оператора 
(jJTAci происходит автоматически в соответствии с вариационным 

принципом.
п. 5 Рассмотрим в заключение вариационную формулировку для 

уравнений диффузии электромагнитного поля / 20 /, / 21 /.

( 1.17 ) _ x o t E  ,

где Н , Е. - векторы напряженности магнитного и электри­
ческого полей, ^  - характеризует электропроводность среды.

В каждый фиксированный момент времени задача отыскании 
электрического ноля эквивалентна следующей вариационной задаче

. s. ** а
где И . V  считаются фиксированными и не варьируются, а ва­
риация И / ФЬ определяется из уравнения ( 17 ) > играющего роль 
связи. Нетрудно заметить, что функционал ( 19 ) представляет 
собой линейную комбинацию интенсивности джоулева нагрева и 
скорости изменения энергии магнитного поля ореды.

Используя уравнения связи ( 17 ), функционал ( 19 ) можно 
представить в виде

п

С 1.20 ) РСе)= \ ^
. SL S2.

где И и у считаются заданными и не варьируются, а 
С ) обозначает скалярное произведение векторов.
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Таким образом, при построении разностной схемы для уравне­
ний ( 17 ), ( 18 ) можно использовать функционал ( 20 ) и урав­
нение связи ( 17 ). При этом достаточно аппроксимировать век­
тор rLO-L Ш , аппроксимация же для вектора 0-£И получает­
ся автоматически. Следует отметить, что непосредственное исполь­
зование аппроксимации оператора TOi. в выражении для 
вообще говоря,неприменимо для аппроксимации XO-LlT . Такая 
ситуация, например, возникает в том случае, если для описания 
векторов Е и И используются различные компоненты,

п.6 Рассмотренные вариационные формулировки для задач эл­
липтического, гиперболического и параболического типов» при­
веденные в данном параграфе, могут быть положены в основу пост­
роения разностных охем* Анализ зтих формулировок позволяет 
ввделить следующие основные моменты. Первое - это необходи­
мость непосредственной аппрокоимации одного из операторов 
первого порядка, второе - аппроксимация входящих в вариационные 
функционалы интегралов и третье - получение, в результате варь­
ирования разностных аналогов остальных операторов первого по­
рядка.

§ 2. Метод согласования операторов первого порядка.
Построение разностных схем.

п.1 При построении разностных схем желательно, чтобы как 
можно большее число свойств исходных дифференциальных уравнений 
осталось справедливыми и для разностных аналогов. С физической 
точки зрения важнейшую роль играют законы сохранения* Требова­
ние выполнения их разностных аналогов приводит к понятию кон­
сервативности и полной консервативности консервативности / 2 /, 
/ 3 /.

Большинство уравнений математической физики можно сформу­
лировать в терминах дифференциальных операторов первого поряд­
ка <4 iV, OLOi .Поэтому и при построении разностных
охем целесообразно использовать соответствующие разностные ана­
логи операторов первого порядка, входящих в исходные уравнения. 
Тогда свойства разностных охем, аналогично дифференциальному
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случаю будут определиться овойствами этих операторов, которые 
по аналогии удобно обозначать Q К АЗ) * <®Х V, R ОТ * .

п. 2 В дифференциальном случае операторы d  i V и »
удовлетворяют тождеству ( условию согласования )

( 2 . 1) Ŵ(iwWcki+̂Cir4’McluWa*b̂ U-Cvrj«)a^J
21 21 -t.

где 5  - поверхность, ограничивающая объем S2. , К]
внешняя нормаль к S  * Из равенства ( I ) следует ряд соот­
ношений имеодих непосредственный физический смысл. Положим, 
например, в ( I ) u = i  , тогда будем иметь

(2.2) $ c A i v v f d s L  =  m n ^ c U .

S2. В
Если теперь рассмотреть уравнение теплопроводности

( 2.3 ) =  -d'lv W ,
o-t

где Ц - температура, W  - тепловой поток, и проинтегриро­
вать его по области SL , то из ( 2 ) получим балансное соот­
ношение

(2.4) W w ,v T )c k
Sit ^

представляющее собой закон сохранения тепла. Очевидно, что 
если операторы &РДЗ) и 5)TV связщш разностным аналогом 
соотношения ( I ) для любых и и, кроме того,
& R M D I - 0  , то будет выполнен также разностный аналог соот­
ношения ( 4 ), здесь I сеточная функция во всех узлах равная 
единице.

Рассмотрим теперь, как используется соотношение ( I ) при 
преобразовании уравнений гидродинамики. Как извеотно / 3 /, 
закон сохранения полной энергии следует из уравнения движения
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и уравнения для удельной внутренней энергии

( 2 . 6 ) 5  J j .

d  -t ^

следующим образом. Умножая уравнение ( 5 ) скалярно на ^  
складывая с ( 6 ) и интегрируя пс приходим к соотношению

\

( ^ t a d p ^ c k l - v

S2, 52. -J S
где последнее равенство справедливо в силу С I ). Уравнение 
( 7 ) означает, что изменение полной энергии в отсутствии 
объемных оиловых полей равно работе поверхностных оил,

Из приведенного рассмотрения понятно, что если разностные 
шалоги операторов div и в уравнениях ( 5 ), ( 6 )
не удовлетворяют соотношению ( I ), то зто приведет к потере 
консервативности разностной схемы.

Таким образом, естественно назвать операторы GRA3) и 
® X V  согласованными друг с другом, если они удовлетворяют раз­
ностному аналогу соотношения ( I ).

Очевидно, что если определять операторы G R A D  , fflIV 
и R O T  независимо друг от друга, то они могут оказаться 
несогласованными. Использование вариационных формулировок при 
построении разностных схем выделяет операторы, удовлетворяющие 
свойству ( I )•

п.З Определим понятие согласованности разностных операто­
ров. В качестве условий, определяющих согласованность между 
операторами G-RA2),<DlV , R 0 4 1 возьмем следующие 
наиболее часто используемые соотношения / 22 / I



IS

S ^ , C A x i ] )  J  s =  y t x o l t )]v- W V ,

IS
k r t f  r7V?-h J o  _ ^ '

(2.9)

S V  7

(2Л0) W ? X ^ T ) d  S- \^{Z,V>[J)^\I 

$ v v

здесь S  замкнутая поверхность, ограничивающая объем V  , 
ft - внешняя нормаль к S ; С произвольная вектор-функ- 

цвя, такая, что 'Х.О ■£ Е> = 0.
Будем называть разностные операторы &• R A 5)> Я) I R O T  

согяасованнши между собой, если для них справедливы разностные 
аналоги соотношений (8)-(10). Заметим, что е ст  операторе 
G - R A ^ a i V  и r o t  определен̂ то согласованный с
ниш разностный аналог операции (̂Д ! V ) % можно ввести исхо­
дя ИЗ С0 0ТН0Ш8ШЙ

CJTA d  t )  =  1 ? л о 1 в } +  [  f o  t o 4  А  ] + C K - V ) B + C f - V ) X ;

Xbh  С А х n  »  £ d > v t ~ i - d i \ / A  + ^ ' V ) X -  .

Наряду с согласованность© разностных операторов, часто при пост­
роении разностных; схем необходимо образовывать разностные анало» 
та повторив: операций cl IV с̂сй d ̂ С£СС\ i Аы, Асе4:г,1й,4: ■
Кроте того дшшш быть вшшшенн разностные аналогж соотношений

то! QtAcl l̂  =  o j oivxot-A’s  0 ^

которые в ряде случаев теш непосредственный физический смысл, 
п-4, В следущен пункте ш  продемонстрируем ряд возможностей 

непосредственной аппроксимада: операторов c ^ d  > d  \ \/> ' Х . О t . 
О б я ж ш .  определения эжх операторов тесно связана со структурой* 
используемой при построении разностной ехеш ееш.
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Для пояснения существа дела достаточно рассмотреть слу­
чай, когда все функции зависят только от двух пространственных 
переменных. Дня простоты изложения можно ограничиться рассмот­
рением декартовых координат X  , ^  , "Ь .

Дудем считать, что в области £1* , лежащей в плоскости 
( X  , ^ ) введена четырехугольная сетка по структуре анало­
гичная прямоугольной сетке в единичном квадрате ( фиг. 1а )•

Фиг. 2.1
Так как вектор-функции имеют вообще говоря три компонен­

ты, то следует формально ввести в рассмотрение пространствен­
ную сетку. G этой целью удобно с каждой ячейкой сетки в плос­
кости ( X. , ^ ) связать в трехмерном пространстве прямую приз­
му, для которой данная ячейка является нижним основанием ( фиг, 
16 ) .Обозначим эту при*!#- V y  •

п. 5 Как известно оператор «J'tqa в каждой точке полностью 
описывается своими ортогональными проекциями на три некомпла- 
нарных направления £i Дг. » <1* !

В разностном случае, в каждом узле естественно выбрать й , ̂ г. 
&  направленными по соответствующим ребрам ячейки пространст­
венной сетки.



Двя удобства изложения введем различное пространства сеточ­
ных функций. Пространство скалярных сеточных функций, значения 
которых вычисляются в узлах расчетной сетки обозначим через НК 
Цространство скалярных сеточных функций определенных в центрах 
ячеек будем обозначать И С, . Для описания сеточных вектор-функ­
ций будем использовать два способа. Вектср-функцию мсяно харак­
теризовать с помощью ее ортогональных проекций на направление 
нормалей к граням призмы Ytj . Значения таких проекций отнесены 
к центрам соответствующих граней. Пространство введенных таким 
образом сеточных вектор-функций обозначим через 'Ж S .Яри 
втором способе списания вектор-функций будем использовать зна­
чения ортогональных проекций на направления ребер призмы Yij 
Компоненты получившейся сеточной вектор-функции попределены в 
центрах соответствующих ребер; цространство таких сеточных век- 
тор-функций обозначим через .

Естественной областью определения для оператора &КАФ яв­
ляются сеточные функции из И К » так как при этом входящие в 
(II) производные моокно аппроксимировать просто как отношение
разности значений функции в узлах к длине соответствующей сторо­
ны. Естественной областью значений, очевидно, являются сеточ­
ные вектор-функции из . Таким образом можно записать, что
"естественный"оператор Gr R АФ , определенный на основе (XI), 
действует следующим образом;

<2.I2> G - U ®

п.6. Оператор 2)1 V  естественно строить на основе общего 
определения понятая дивергенции

\ г* 0 
(2*13) c W W =  w w  S . —

*Y 0

Из (13) видно, что естественной областью значений для опера­
тора & Г У  являются сеточные функции из Н С . Аппроксима­
цию поверхностного интеграла в правой части (13) наиболее удоб­
но проводить, если использовать сеточные вектор-функции из

Таким образом

(2.14) S D T V •' ' I t 'а-* НС.
Подчеркнем, что построение оператора SDXV на основе соотно­

шения (13), обеспечивает консервативность уравнений, в которые 
входит этот оператор.

17
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п. 7 При построении оператора R O T *  также будем исходить 
из общего определения г __>> __> i

(2.15) ГпДО -t v T ) =  t\m

У  * * °  *  t> Здесь v> - некая поверхность, опирающаяся на контур v  , 
Т., - вектор единичной касательной к контуру £ f У\ - еди­
ничная нормаль к Й * ,

Выбирая в качестве S грани пространствешой ячейки, 
получим разностные аналоги компонент ( у\ , ) определен­
ные на гранях, Контурный интеграл наиболее просто аппроксими­
руется* если для описания вектора \Ч используются его орто­
гональные проекции на ребра ячейки» Таким образом оператор 
действует следущим образом

(где) R O T  :

Отметим, что определение оператора ROT на основе соотно­
шения ( 15 ) также связано с выполнением соответствующих зако­
нов сохранения.

Путем выбора соответствующей аппроксимации скалярных произ- 
ведений интегралов для рассмотренной системы операторов можно 
добиться выполнения разностных аналогов соотношений (8)«(10).

п,8 Сравнивая области определения и области значений пост­
роенных операторов» заключаем, что возможно образование только 
двух повторных: операций R0TG--RAJ) ж $Х\/ ROT „ Нетрудно про­
верить, что для этих операций выполнены разностные аналоги 
равенств ' Х О ' Ь { р ^  о  ж d /V хо  ~6 W 5= 0 , а именно:

0 ; &Х V R O T  w  - 0 ♦
Напзей основной задачей является, таким образом, построе­

ние операторов с согласованными областями определения» допус­
кавшими образование повторных операций, и для которых были 
бы выполнены разностные аналоги соотношений ( В ) - (10 ) *

Для достижения поставленной цели поступим следующим обра­
зом. Выберем каксй-лкбо из трех операторов и зафиксируем его
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"естественную" аппроксимацию. Назовем такой разностный оператор 
определяющим. Далее с помощью разностных: аналогов тождеств 
( 8 - 10 ) будем строить остальные разностные операторы, кото- 
рне будем называть определяемыми. При этом одному дифференци­
альному оператору может соответствовать несколько разностных 
аналогов, действующих в различных пространствах сеточных функ­
ций. Такой подход, очевидно, обеспечивает самосогласованнооть 
разностной схемы. Отметим, что вид аппроксимации определяемых 
операторов существенно зависит от выбора аппроксимации интег­
ральных выражений в ( 8 )-( 10 ).

Перечислим основные этапы, которые необходимо реализовать 
при построении разностных схем описанным вше способом.

Во-первых, следует выбрать способ дискретизации скалярных 
ж векторных величин. Второй этап - выбор определяющего операто­
ра и его аппроксимация. Третий этап - выбор способа согласова­
ния и аппроксимация соответствующих интегральных выражений и 
получение согласованных операторов на основе выбранных условий 
согласования, реализация указанных этапов дает возможность 
осуществить запись разностной схемы с использованием построен­
ных операторов в виде, аналогичном дифференциальному случаю,

§ 3. Разностные схемы для уравнения теплопроводности.

п.1. Рассматривается уравнение теплопроводности, записан­
ное в потоковой форме

то есть с заменой операций ,<k\\J , ZO~6 на QdAQ ,

JOZV , R O T .

( 3.1 )

» £2.

( 3.2 )



20

—  Г"
где U. - температура, \\| - вектор теплового потока, -
область в плоскости (X , ^ ).

На границе V области £2, ставится краевое условие

( 3.3 ) £ v f |  - ^

где V\ - внешняя нормаль к Р , параметры )[ , jb , •§■ - за­
даны на Р . При )f - 0 , получаем краевое условие
первого рода, при L , /ЪФО - третьего рода, при = ,
/ 3 ^ 0  - второго рода*

п. 2 Для построения разностной схемы нам понадобится 
более подробное описание расчетной сетки, введенной в § 2.
Узлы такой сетки можно занумеровать аналогично тому, как это 
делается в квадрате ( фиг.2,1 ). Четырехугольники, вершинами 
которых служат узлы сетки, назовем ячейками. Во избежание 
пояуцелых индексов, ячейки , имеющие обоими вершинами узлы

обозначим S iij ( Фиг.2.1 ). Стороны 
ячейки S2.ij‘ обозначим,соответственно, ( см.фиг.2.1 ),
высоту пространственной ячейки, выходящую из узла Cj для 
единообразия обозначим £ 'ft; .

Для обозначения углов ячейки SZ ij , введем двойную ин­
дексацию VI) 4 , нижний индекс соответствует узлу , а верхний-
ячейке. ^

Боковые грани призмы У ij обозначим через STs, 4 i  
( см.фиг.2.1 ), нижнее основание Sty для единообразия обоз­
начим , объем пространственной ячейки обозначим V i(

п.З При построении разностных схем для задачи ( I ),
( 2 ), ( 3 ) будем рассматривать два случая дискретизации ска­
лярной функции Ц . В первом случае будем считать Ц отне­
сенной к ячейкам, а во втором - к узлам.

Для; описания вектор-функций также рассмотрим две возмож­
ности. Можно характеризовать вектор-функцию А , ее ортого- 
нальшми проекциями на ребра пространственной ячейки, соответ­
ствующие компонент* AUlfij , - будеы̂считать
заданными на ребрах. В этом случае будем писать A •
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Для описания вектор-функций можно также использовать ортогональ­
ные проекции на направления перпендикулярные граням ячейки.

Мы будем обозначать 
эти проекции /Vb?̂ » и относить к соответствующим
граням. В этом случае будем писать Д £ ^ 2  •

При построении разностных операторов нам понадобятся раз­
ностные аналоги скалярных произведений. Рассмотрим сначала 
непрерывный случай. Пусть в некоторой точке пространства зада­
на косоугольная система координат \ ^  , при этом
линия ^  перпендикулярна плоскости ( ̂ ^  ). Угол между 
осями Ц ̂  ̂  обозначим через .

Тогда, если вектора к »6 характеризовать ортогональ­
ными проекциями на направления координатных прямых, то для 
скалярного произведения справедлива формула /2 2  / I

-г> -О
Если же вектора А t % заданы своими ортогональными про» 

екциями, на направления, перпендикулярные координатным плоскос­
тям, то справедлива формула / 22 / ;

( 3.5 )

В соответствии с формулами ( 4 ), ( 5 ) в разностном слу­
чав получаем следующие формулы для аппрокоимации (к»& ) в 
ячейке. ^  _

Для А , Ъ

С з.б )

V.. L i A1jV b l V + A4 - j  -ВЫЦ +
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(;!) COS'! i+ei+v<. % ,rej+v<. \niJ?cj+ic ywv+ej

+ ALi'fL+ej+it ’

здесь V;„;«^некоторые веса:

ли

Z L  •*ДеО,4

v i t -

c+ < e.

( 3.7 )
*.<>=0,1

+

t* "V

i

п.4 Перейдем к построению разностных операторов. Рассмот­
рим сначала случай, когда НС , то есть задана в ячейках. 
В этом случав, в соответствии с уравнением ( I ) оператор 9)1 V 
должен действовать в пространств© ЦС. .

Выберем в качестве определяющего оператор & I V  и аппрок­
симируем его в соответствии с формулой ( 2.13 ), учитывая дву- 
мерность задачи, получим

( 3.8 )



23

п.5 Для получения возможности образования повторных опе­
раций оператор G R.A 3) должен действовать так GrRMh НС-=>1€<3, 
то есть для описания вектора следует использо­
вать компоненты > G-Ь4̂  • Поэтому для аппрокси­
мации интеграла ^ (Jk, будем попользовать формулу

v

( з.э ) = < 1^  (А> G-R<ŝ )  ij
V ч

где скалярное произведение векторов А и W W M f  определяется 
в соответствии с формулой ( 7 ). Г Л , -> I

Для аппроксимации интеграла ) ч-qiv/A cl V используем 

формулу с ^  _

( зло ) \ d'iv Aiv= Vij ^  {JBIVA);- .
V ;i

Для интеграла по поверхности используем формулу
М-i, р —

( з.и)
s 4=i

/v-l

-V
i

1=1

Здесь - аппроксимируют значения функции ^
на гранях >̂Та{ и ^^Vj* , соответственно. Аналогичный смыол 
имеют величины , 4^iX *

п.6 Компоненты оператора (rR&£> определим из разностного 
аналога тождества

( 3.12) ^(A^Wtcl^civ = - ^ 4 \ v A c l v  + ) d s ( ,

V V £5

где для аппроксимации интегралов попользованы формулы ( 9 ), 
( 10 )| ( II ), соответственно.
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Выражение С 9 ) можно преобразовать к виду

з л з ) 1

Выражение в фигурных скобках можно трактовать как скалярное 
произведение двух блочных векторов и к :

'Хс. =
'Л.̂ +'ЗиСЬЦ U s> Y]

Ч  V "  I /

Нетрудно показать, что оператор X  является самосопря­
женным и положительно определенным. Действительно, свойства 
оператора ^  определяются свойствами скалярного произведения, 
определнного формулой ( 7 ). Из формулы ( 7 ) непосредственно 
видно, что симметрично относительно векторов Д и В,
При 5 - & имеем

( 3.14 )

(Х"£\ -4.V \!  ̂  ̂ ^ ,,-л̂ А%,(|- tсЧ̂
^  ;Н у,.Л- Ч

“  * 1=0 .4. Ъ  1

Так как для любых Ц , i и 'f выполнено неравенство

то из ( 14 ) получаем

а*??-
' v,i li.t-o.i а, '

откуда и следует положительная определнность оператора 'oL.
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Собирая коэффициенты в правой части ( 12 ) при АЬТ̂ -, A S ^ t 
приравнивая их соответствующим выражениям в С 13 ) полу­

чим для внутренних узлов

C i lk^ a i,csi;').r S T ;jw r vft л

( 3.15 )

о
здесь

( $ U S T \ г

L~iC
v  ::JVij+C

( 3.16 )

Z .  — . G-bf ;■ •
— к,е=о,1. л ' >■̂V«L

к+e. ЛЛнq 1~*J

( W ] ;  = Z  C-Dftt ^

s ^ a4 . . ^

Cu m ), -I Z  ‘

I,-*
i+«\ Л--_ 

a, &^ ? ‘Ч г “-,.

ij-x.
:i.

Для граничных узлов формулы получаются аналогично, так 
равенство коэффициентов при дает следующее уравнение

( 3,17 )
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Остальные уравнения в граничных точках имеют аналогичный вид.
Из формул ( 15 )- ( 17 ) видно, что для определения 

компонент вектора необходимо решить систему линейных
уравнений. Доопределяя оператор X  в граничных точках в соот­
ветствии с формулами типа ( 17 )?можем записать

(зле) G-КЛЗ) ̂  Р '"Р ,

где Р  - оператор-столбец

который действует в соответствии о формулами С 15 ), ( 17 ). 
п.7 С использованием построенных операторов неявную

разностную схему Для уравнений (I), (2) заиявем в виде
V

( 3.19 ) ц-ц ~ I V  W  ' W  =  -
A t  '

здесь \д- температура на предыдущем слое по времени.
В соответствии с принятой дискретизацией аппроксимируем 

и граничные условия, так ,например, при с = jC будем иметь

< з-20 > -tffij № j - v  ^  Щ

где величины Щ  , Mf , предотавлязот собой зна­
чения соответствующих функций на оерединах граней .

п.8 В работах / 18 / / 19 / охема ( 21 )- ( 23 ) была 
получена при помощи вариационного способа согласования, соот- 
ветствущего формулировке (.1.16 ). В этих работах подробно 
исследованы свойства схемы и доказан второй порядок локальной 
аппроксимации на гладких сетках. Схема ( 21 )- (23 ) хорошо 
зарекомендовала себя при проведении практических расчетов / 23/.

п. 9 Рассмотрим теперь случай, когда сеточная функция 
Це, НК, , то есть определена в узлах сетки.

Пространство WK является естественной областью определен



2Г7

ния оператора , поэтому мы и выберем этот
оператор в качестве определяющего. В соответствии с формулой 
( 2.II ) компоненты вектора G-" &RA3) Ц определены на 
ребрах ячейки Vij :

< 3.21, e b t ( - o ;
1*1

где последнее равенство справедливо в силу двумерности задачи.
Для образования повторных операций d \м и <jpwclciiV 

необходимо построить оператор 5DX V .
п.1© В соответствии с рассмотрениями предыдущего парагра­

фа построение определяемого оператора V будем производить 
на основе разностного аналога соотношения ( 1*8 ), При этом 
возьмем Vpe.HK. и Дб .

Для описания граничных условий будем попользовать компо­
ненты вектора А » являкщиеся ортогональными проекциями на 
направления, перпендикулярные граням ячейки Vi[ .В соответст­
вии с формулой ( 6 ) получим

( з . 2 2 ) ^  ^ А ,

Для аппроксимации интеграла  ̂ \\f~k d  V используем

формулу v „ _

( 3.23 ) W w 1 T c W  S r  2 ,  ^  4i#Kj*e ( p l ^  W  ■
v H «.*•«•*

Поверхностный интеграл аппроксимируем следующим образом

W  ( £ n )  d  & =
( 3 .24 ) J

S

Г -л

=  + 2>Т«о к Ь Ъ ^ Ц



Оператор <MTV определим из разностного аналога соотно­

шения г „ „ I

W i N / T c i v  +
V V S

путем приравнивая коэффициентов в правой и левой частях ра­
венства при значениях (j с одинаковыми индексами.

В результате для L $ f4~i , £ * М-1 получим

.У  ^ 4 - ;  . +

U - . i  tfi-P.j ^ 5 4>uS?:
I 0

( 3.25 ) 

+
- L -  . V  / U ^ ' V n c V f l ^

/  e.?, /  . t l )  -"Y'1, A'. w .

<**-?. i

+ 7 w fM t t T
>•« e?j-r t p U  ~ ~ t , w u - r  +

ЛГ ^-'>Ч -1)И > & ? « < & , 
u . . i

K.Ĉ O,-d ‘j
Выражения для Ш-L V  в граничных уздах получаются ана­

логичным образом. Например, для t-d, ; получаем
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(Ш  A).

4-

( V , л и  v 1,rt c o W "  
+ = - £ t f l  Л ^ ± 1 _ Ч м  л

о>\Пг̂ 1>̂
АЧ,̂

e?ii «,Ц=М 

( 3.26 )

V i X f
p^O.i ^-^d-P L-0,l

-t

p=0.i

f , . Y w ‘

" ll*f е=ол

V  4’̂  CoS^P.1̂  ?

vfî i
' i»V

M ^ e - '
"V

n

-K

Отметим, что как и в предыдущем случав для построения 
согласованного оператора можно использовать вариационный спо­
соб, основанный на формулировке ( 1.5 ).

п. 13. Таким образом согласованные разностные операторы 
еш) и ®iv построены. Разностная схема записывается в 
виде ( 19 ).
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С учетом дискретизации окалярных функций для аппроксима­
ции граничного условия, вместо ( 20 ) получаем

( s . *

L Д J 5. 3, J  ос/

Заключение,
В рассмотренном в § 3 примере построения операторных 

разностных схем участвуют только два оператора £R/V£> и 5)1 V . 
Пример операторной схемы , где участвует оператор R ОТ, дает 
схема для уравнений диффузии магнитного поля / 20 / / 21 /. В 
работе / 7 / при помощи вариационного способа согласования 
построенн операторные разностные схемы для уравнений гидроди­

намики. Рассмотренный метод построения разностных схем пригоден 
для любой системы координат, сеток произвольной структуры и любой 
дискретизации скалярных и векторных величин, а также в случае 
трех пространственных измерений,
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