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§ 1. ВВЕДЕНИЕ

1. В работе исслсдустся асимптотическое поведение решений п ара 
болических уравнений типа нелинейной теплопроводности

ut =  [k {и) их]х , 0 <  t  <  Т,  ; c £ R + = - ( 0 ,  +  оо), (1.1)

где функция k  £ С (R+) П С2 (R+) такова, что & (« ) ;> 0  при и^>  0, & (0 )= 0 .  
Д л я  уравнения (1.1) рассматривается первая краевая задача в Qr —(О, T ) x R +  
с условиями

и (0, х) =  и0 (х) ^  0, .v(jR+; w0£C(R+),  supw0< o o ,  (1.2)

u( t ,  0) =  ( 0 >  0, 0 < / < T ;  a jG Q O , T),  (1.3)
причем

u i ( 0  +  00 > t-** T~.  (1.4)
Уравнение (1.1) возникает при изучении диффузии тепла в сплош

ной среде с коэффициентом теплопроводности к , нелинейным образом
зависящим от температуры u(t ,  х ) .  В граничном условии (1.3) темпе
ратура изменяется в режиме с обострением, т. е. возрастает до беско
нечности при Такие специфические граничные условия использу
ются при описании различных существенно нестационарных физических 
процессов [1— 4, 34, 45, 57].

2. В работах [1, 6—9] было установлено, что воздействие режимов
с обострением >

щ  (^) =  (Т  — t)nt 0 < t < T ,  п  =  const <  0, (1.5)

на среду со степенной зависимостью коэффициента теплопроводности 
от температуры

Щ =  (иаих)х, Q < t < T ,  х £ R+, в  =  c o n s t> 0 ,  (1.6)

приводит при п £ [ — 1/а, 0) к локализации тепла, когда тепловые возму
щения, несмотря на неограниченный рост температуры в точке # = 0 ,  не 
проникают далее  определенной (и не зависящей от времени) длины. 
Это необычное свойство процессов нелинейной диффузии демонстриру
ет аналитическое решение задачи (1.6), (1.5) при п = — 1/а, построен
ное в [6]:

и ft  0 < t < T ,  Х < Х0, П 7
(а) [0, 0 < t < T ,  х ^ х 0 =  [2(а +  2 ) !о ]^2.

Если ж е п < — 1/а в (1.5), то u(t ,  * ) - * - + оо при t - ^T ~  всюду в R + , и ло 
кализация тепла отсутствует.

Приведенные результаты получены на основе анализа автомодель
ных решений уравнения (1.6), построенных в [1, 10] (другим способом
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существование этих автомодельных решений установлено в [11, 12]), 
и теорем сравнении по краевым данным [5].

Исследование эффекта  локализации тепла с коэффициентом k ( u ) 
иестепенного вида было начато в работах [13, 14], где методом пря
мого сравнения решений различных параболических уравнений [13— 
15] получены достаточные условия локализации в средах с коэффи
циентами

k{a)  =  и?![\ +  Х(и)], и > 0, а  =  cons t> О, 

где функция A,GC2( R 4-) такова, что

М « ) >  о, Я ' ( и ) >  0, м >  0. ' (1.8)

Там ж е  получены условия отсутствия локализации для коэффициен
тов k (и) =M °[l-j-7 t(w)],  0, где A,GC2(R-f) удовлетворяет условиям
( 1.8).

Ниж е проведено исследование эффекта локализации тепла в средах 
с достаточно произвольной зависимостью коэффициента теплопровод
ности от температуры.

3. 'Существование и единственность неотрицательного решения з а 
дачи (1.1) — (1.3) при всех (t, x ) 6 Q T=  (0, t ) X R + ,  t < T  установлены в 
[5]. Это решение является обобщенным: в точках вырождения уравне
ния (1.1), где u(t ,  х) =  0, оно может не иметь необходимой гладкости; 
всюду в P T( u ) = { ( t , x ) : u ( t ,  х ) > 0 }  решение удовлетворяет уравнению 
в обычном смысле.

Введем некоторые дополнительные ограничения на функции, входя
щие в формулировку задачи (1.1) — (1.3). Будем считать выполненным 
неравенство

1
J  [k(u)!u] d u < i  +  оо, (1.9)
о

которое является необходимым и достаточным условием конечности 
скорости распространения возмущений в процессах, описываемых урав
нением (1.1) [5, 16]. Такж е предполагаем, что k (и) > 0 при всех до 
статочно малых и > 0. Начальную функцию и0(х)  считаем финитной: 
mes supp Uo=mes{x]uo(x) > 0 } <  +  оо, что в силу (1.9) обеспечивает фи- 
нитность по х  решение задачи (1.1) — (1.3) при каждом 0 < t < T  [5].
Кроме того, предполагаем, что в Rjj. существует непрерывная произвол-

U

пая d F ( u o ( x ) ) / d x ,  где F (и) =  J  k{u )du .
о

4. Теперь можно дать следующее
О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что в задаче  (1.1) — (1.3) с 

заданным при х = 0  граничным режимом с обострением (см. (1.4)) су
ществует локализация тепла, если найдется такая  постоянная /* <  +  °о, 
что

mes supp u{ t ,  x ) ^ . l * ,  0 < . t C T .  (1-10)
Минимально возможную величину I* в (1.10) будем называть глубиной 
локализации (отметим, что / * ^ m e s  supp щ).

Если ж е mes supp u(t ,  я ) - > + о о  при то локализация тепла от
сутствует.

В связи с введенным определением возникает следующая задача: 
установить по заданному (достаточно произвольному) коэффициенту 
k ( u )  в (1.1) классы граничных режимов с обострением, приводящих к 
локализации тепла в задаче (1.1) — (1.3) или к ее отсутствию.

7 *
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Д л я  изучения в указанной постановке эффекта локализации в д а н 
ной работе применяется метод обобщенного (операторного) сравнения 
решений различных параболических уравнений [17, 18], основные по
ложения которого изложены в § 2.

Другой метод изучения локализации тепла состоит в построении так 
называемых приближенных автомодельных решений (п.а.р.) задачи
(1.1) — (1.3), которые не удовлетворяют уравнению (1.1), но к которым 
решение рассматриваемой задачи асимптотически сходится [21, 22, 27, 
39, 56]. Такие решения удается построить в случае коэффициентов k 
существенно нестепенного вида [27, 56]-, когда подходящих точных 
автомодельных или каких-либо других инвариантных решений уравне
ние (1.1) не имеет. Анализ пространственно-временной структуры п.а.р. 
дает в ряде случаев достаточные условия отсутствия локализации в 
задаче (1.1) — (1.3) (см. § 4 ) .

Д оказательство существования локализации в средах с произволь
ными k ( u )  проведено в § 3. Столь ж е  общий результат об отсутствии 
локализации установлен в § 4. В § 5 дается краткий обзор результатов 
исследования режимов с обострением и эффекта локализации в нели
нейных средах с объемными источниками или стоками тепла.

5. Исследование эффекта локализации в задаче (1.1) — (1.3) в к а ж 
дом из рассматриваемых случаев проводится в одиопараметрических 
семействах граничных режимов с обострением (например, таким се
мейством являются функции (1.5), где п < 0  — п ар ам етр ) . Подобное 
исследование в многопараметрических семействах функций U \ ( t )  я в л я 
ется задачей значительно более трудной. Решение ее граничит с опре
делением необходимых и достаточных условий локализации * в задаче
(1.1) — (1.3), что сложно сделать даж е  для уравнения (1.6). П о
ясним последнее утверждение примером.

П р и м е р  1. Граничный режим

=  —  0 < t < T ,  (1.11)

которому соответствует автомодельное решение (1.7), приводит к л о 
кализации тепла в задаче (1.6), (1.11). К ак  показывает анализ одного
инвариантного решения уравнения (1.6), возможность построения ко
торого указана  в [19], при краевом условии (см. (1.11))

Ui(t) =  (T  —  t ) ~ l l°[ \n*{T  —  *)]i/", 0 < t < T ,  (1.12)

локализация тепла в задаче (1.6), (1.12) отсутствует, причем сущест
вует такая  постоянная А > О, что для любых 0 < t < T

mes supp и (/, я) A  |ln ( Т  — z1)!------ +  оо.
t->T

В то ж е  время других инвариантных решений, порождаемых граничны
ми режимами с обострением, уравнение (1.6) не имеет** [19].

6. Результаты, полученные в § 3, 4, позволяют с помощью выводов 
работы [20] подробно изучить эффективную локализацию тепла в сре
дах  с коэффициентом теплопроводности нестепенного вида (см, такж е  
[21— 23]) .  Эффективная локализация в задаче  (1.1) — (1.3) означает, 
что неограниченное возрастание температуры осуществляется в облас
ти конечных размеров.

Кроме того, достаточные условия локализации (см. § 3) нетрудно,

* В ряде случаев это исследование удается провести с помощью п. а. р.
** Однако при произвольных граничных режимах оно допускает построение спе

циального вида п. а. р.
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следуя [23], переформулировать применительно к задаче Коши для 
уравнения (1.1). В задаче Коши локализация тепла понимается как 
неизменность носителя решения в течение конечного времени [1, 7—9, 
13, 14] (один пример локализованного в указанном смысле решения 
уравнения (1.6) построен такж е в [24]; условие неподвижности в те
чение конечного времени «точки фронта» обобщенного решения урав
нения (1.1) изучалось в [25, 26]) ,

В заключение этого параграф а  отметим, что некоторые из резуль
татов настоящей работы были ранее получены в [23].

§ 2. ТЕОРЕМА СРАВНЕНИЯ

Н иж е формулируется теорема операторного сравнения решений 
различных параболических уравнений, основанного на поточечных 
оценках старшей производной мажорирующего решения [17, 18]. Д л я  
вывода этих оценок нам понадобится следующее

О п р е д е л е н и е  2. Краевые данные задачи (1.1) — (1.3) и ее ре
шение будем называть критическими, если всюду в Рт(и)  выполняется 
неравенство

ut (t, х ) >  0. (2.1)

Пусть щ GC2 всюду, где щ ( х ) > 0 ,  щ £ С ](0, Т),  u £ C 2t>x ( Р т(и ) )П
ПC ( Q T).  Тогда справедливо следующее утверждение [13— 15].

Л е м м а  1. В  сделанных предположениях для  критичности крае
вых данных задачи (1 .1 )— (1.3) необходимо и достаточно, чтобы в ы п о л 
нялись следующие неравенства:

(k {u 0)u'oy ^ O ,  и0 ( * ) >  0}, (2.2)

« ; ( / ) > 0 ,  0 < * < 7 \  (2.3)

1. Введем в рассмотрение функцию E ( s ) ,  дваж ды  непрерывно ди ф 
ференцируемую при всех sGR+, причем £ ( 0 ) = 0 ,  Е (  +  оо) =  + о о  и 
E ' ( s ) > 0 при 5 > 0 .  Последние условия _означают, что Е  осуществляет
взаимно-однозначное отображение R+-kR+. Поэтому в R +  определено 
обратное преобразование E ~ l (s) ,  которое удовлетворяет всем требова
ниям, предъявленным к функции Е .

Положим E ~ l (u( t ,  x ) )  = V ( t , х)  в QT. Функция V удовлетворяет 
уравнению

Vt — k  (£) v xx +  -[k (Г,)». (2.4)
t

Пусть краевые данные задачи (1.1) — (1.3) являются критическими. 
Тогда, как  следует из (2.1), (2.4), всюду в Рт(и)  выполняется поточеч
ная оценка

>  -  {[k (Е) E ’Ylk  (Е ) E '}(VX)*, (2.5)

которая понадобится при доказательстве теоремы сравнения.
2. Рассмотрим две краевые задачи для различных параболических 

уравнений ( v =  1, 2)

Ир’ -  lkm  (U(v>) i4v>]„ (t, X)  £ Qt , (2.6;

M(v) (0, x) =  4 V) (*), X g R-I-; «<vl (t, 0) =  (iiv) (t), 0 < t < T .  (2.7)



1830 3. А. ГАЛАКТИОНОВ и Др.

Пусть функции, входящие в формулировку задач  (2.6), (2.7), удовле
творяют всем требованиям, предъявленным в § 1 к функциям k, щ, щ 
при постановке задачи (1.1) — (1.3).

Пусть выполняются неравенства

“ 4 2){ ( ^ ) > ^ I («o1)W ) l (2.8)

0 < f < 7 \  (2.9)

Задача обобщенного (операторного) сравнения решений и^2) и состоит 
в определении условий, при которых ^ Е ~ 1 (« (1)) всюду в Qt . Теоре
ма сравнения доказывается при следующих дополнительных предположе
ниях: и (о2)( х ) а С 2 всюду, где Ио2) {х) >  0, и{2) (t) £ С1 (0, Т ), и {2) £
e C ^ P T { u m ) ) a C ( Q T ).

Т е о р е м а  с р а в н е н и я .  Пусть краевые данные задачи (2.6), 
(2.7), соответствующей v = 2 ,  являются критическими. Пусть, кроме  
того, при всех  s > 0  выполнены неравенства

k W { s ) ^ k W { E { s ) ) y (2.10)

[kW (s)/kV) (Е (5)) £ '  (5)]' > 0 .  (2Л 1)

Тогда и<-2) ^  Е ~ г (и*1 >) всюду в QT .

При доказательстве этой теоремы существенным образом используется 
оценка (2.5), которой удовлетворяет решение uS2){t, х). Также учитыва
ется, что решения задач (2.6), (2.7) могут быть получены как пределы 
при &->оо последовательностей гладких положительных и ограниченных
решений {afeV) {t, х)} соответствующих уравнений [5], причем, как нетруд
но убедиться, монотонно убывающие с ростом k  последовательности бес
конечно дифференцируемых функций {м[2)(0, х)} и {и[2) ( t , 0)}, которые 
равномерно сходятся на каждом ограниченном множестве соответственно
к и(02) (я) и и\2) (^), могут быть выбраны критическими. Тогда при каж 
дом k =  1, 2, . . .  для функции м12) (/, х)  всюду в Qt будет выполняться
оценка типа (2.5). Кроме того, нетрудно добиться того, чтобы функции
и Ц \  *41 \  i — 0, 1, удовлетворяли соответственно неравенствам (2.8), (2.9). 

Тем самым теорема сравнения может быть доказана сначала в случае до
статочно гладких решений ulv\  и тогда справедливость сформулированной 
выше теоремы устанавливается предельным переходом k - >  оо [17, 18J.

§ 3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ЛОКАЛИЗАЦИИ ТЕПЛА

Основным содержанием этого параграф а является доказательство 
существования эффекта локализации тепла в средах с произвольной 
зависимостью коэффициента теплопроводности от температуры.

1. В этом пункте будем предполагать, что

k(s ) -* —{-oo, s - v - |-оо. (3.1)
Случай ограниченных коэффициентов k ( s )  будет рассматриваться в 
п. 2.

Исследование эффекта локализации в задаче  (1.1) — (1.3) прово
дится на основе операторного сравнения решений уравнений (1.1) и 
( 1.6 ) .

Определим по заданному коэффициенту k  в уравнении (1.1), какие 
функции Е  обеспечивают выполнение в QT неравенства U(a)(t, х ) ^  

E ~ 1( u ( t , х ) ) .  К ак  следует из теоремы сравнения (см. § 2), для этого
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в силу критичности функции U(a)(t, х )  необходимо найти, хотя бы при 
одном а > 0 ,  решение E ( s )  следующей системы обыкновенных диф ф е
ренциальных неравенств:

4 ( s ) < £ " ( s ) ,  s GR+, (3.2)

[k (s)/£CT (s) £ ' ( « ) ] ' <  0, s£ R V .  (3.3)

Неравенства (3.2), (3.3) совпадают с условиями (2.10), (2.11), если в 
последних положить k ^ ( s )  — k ( s ) , kW(s) = s °  и заменить Е  на Е~К

В следующей лемме даны достаточные условия разрешимости си
стемы неравенств (3.2), (3.3).

Л е м м а  2. Пусть существует такая положительная постоянная а,
что

[£а] ' ( 0 ) < + о о .  (3.4)
Тогда при лю б ы х  0 < а ^ а < > = 1  / а  существует решение E ( s )  системы
(3.2), (3.3).

З а м е ч а н и е  1. Разрешимость системы (3.2), (3.3) зависит толь
ко от характера  поведения k ( s )  при малых s—>0 (условие (3.4) я в л я 
ется «локальным»).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем вместо Е  новую неизвестную функ
цию со, удовлетворяющую неравенствам

ш (s) >  0, t o ' ( s ) ^ 0 ,  s £ R + ,  (3.5)

и с ее помощью запишем (3.3) при некотором фиксированном аб (0 ,  с о ]  

в следующем виде:

k(s) /E°  ( s)E' ( s)  =  1/со (s ) ,  s £ R + .
Отсюда

E (s) =  [П +  a ) j  (л) 1/(1 ‘ S^ R+-  (3.6)
о

В силу предположения (3.4) и условия gs^ go имеем

[ ^ " Т  (0) -  ikai-} (0) <  +  сю.

Поэтому всегда можно найти функцию (o(s),  удовлетворяющую нера
венствам (3.5), такую, что в R+

СD ( s ) > [ 6 1/a(s)]\ (3.7)

Покажем, что построенный указанным способом оператор (3.6) 
является решением системы неравенств (3.2), (3.3). Условие (3.3) 
справедливо в силу предположений (3.5). Неравенство (3.2) в новых 
обозначениях принимает вид

J  k (п) {[&1/а(г))Г—w (л)} ^Т1 < 0

о

и, как  следует из (3.7), выполняется при всех s 6 R + .  Л ем м а доказана.
С л е д с т в и е .  Пусть существует такая постоянная а > 0 ,  что 

[ka( s ) ] " ^ z 0  всюду в R Тогда функция  E ( s ) = k a( s )  является реше
нием системы неравенств (3.2), (3.3) при  а = 1 / а .
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З а м е ч а н и е  2. Покаж ем , что условие (3.4) обеспечивает выпол
нение неравенства (1.9). Действительно, в Силу (3.4) найдется такая  
постоянная Л К  +  оо, что

f c ( s ) < M s I/a, 0 <  s <  1,
к поэтому

j  [k (s)fs] ds ^  Mot <  +  oo.
0

Отметим, что существуют такие k ( s ) ,  при которых система (3.2), (3.3) 
решения не имеет. Это относится, например, к функции k ( s )  =  (—I n s ) '1, 

— 1, определенной при 0< 5 < C 8 < < 1 .  В то ж е время условие (1.9) в 
этом случае выполняется, поскольку

8

j  [(— In s f / s]  ds — — (— In e ) ^ 1/ ^  +  1) <  +  oo.
о

Н а  основе выводов леммы 2 в следующей теореме сформулированы 
достаточные условия локализации тепла.

Т е о р е м а  1. Пусть функция  k удовлетворяет предположению лем~ 
мы 2 и пусть Е  — некоторое решение  системы неравенств (3.2), (3.3),  
отвечающее фиксированному а > 0. Тогда если краевые данные у д о в 
летворяют неравенствам

wo(*0 [Г ~ 1/ст(1 — х{х0)2/а], 0 < . х С х О) и0{х) =  0, х ^ х 0,

« , ( / ) < £ - *  [(Г — < Г 1/0J, 0 < t < T ,

где  л:0= ![2 (а -1 -2 ) /а ]1/2, то в задаче (1 .1 )— (1.3) существует локализац ия  
тепла с глубиной  l * ^ i x о. Кроме того, всюду в QT справедлива оценка

и (t , л ; ) < £ -1 [u(a)(t, *)].

Отметим, что в силу леммы 2 сам ф акт  существования режимов с 
обострением, приводящих к локализации тепла в задаче (1.1)-— (1.3), 
не зависит от характера  поведения k ( s )  при s-voo.

Рассмотрим два  примера.
П р и м е р  2. Пусть k ( s )  =  [ exp (s) — l p  при sGR^_, где Я > 0 — фик

сированная постоянная. Из следствия к лемме 2 вытекает, что оператор

£ ( s )  =  exp(s )— 1, E ~ l (s) =  !n (1 +  s)

является решением системы (3.2), (3.3) при с =  Л. Тогда из теоремы 1 
заключаем, что краевые данные, удовлетворяющие неравенствам

w0( * ) < In [1 +  T ~ l/X (1 — x /x0f /k\, 0 < x < x a,

щ {х )  =  0, х ^ х 0 =  [2(% +  2)!Ц1/\

K i ( 0 < l n [ l  + ( Г — 0 < t < T ,

обеспечивают, существование локализации тепла в задаче (1.1) — (1.3) 
с глубиной 1 * ^х о ,  причем u(t , х )  ^ l n ;[ l  +  и(я>(Х я ) ]  всюду в QT.

П р и м е р  3. Пусть теперь k ( s )  =  exp [ exp (5 ) — 1] — 1 при sGR^.
Здесь искомым оператором, отвечающим а = 1 ,  будет

E(s) =  k(s) ,  JE - 1(s) =  l n { l  +  l n ( l + s ) } .
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Отсюда если
щ  (х) <  Е ~ х [Т~ 1 (1 — x lx0f ], 0 <  х  <  х 0> 

и0 (х) =  0, х  ^  х 0 ^  У  6 ,

Ц1( 0 < 1 п { 1  + 1 п [ 1  - h ( T ~ t ) ~ ' ] } ,  0 < ^ < Т ,  

то в задаче (1.1) — (1.3) существует локализация тепла с глубиной

2. Рассмотрим теперь случай ограниченных коэффициентов k ( s ) .  
Без потери общности можно считать, что

A ( s ) <  1, s £ R + .  (3.8)

В работах [21, 22, 39] изучалось воздействие граничных режимов с
обострением на среду с постоянными свойствами, диффузия тепла в
которой описывается линейным уравнением

vt =  vxx, 0 < t < T ,  x £ R +  (3.9)

(рассматривался случай у (0, я)==0, что несущественно в силу принци
па суперпозиции). Было, в частности, установлено, что граничный ре
жим с обострением

v( t ,  0) =  ехр[(Т — t f ) ,  0 <   ̂<  7 \  (3.10)

где п —  — 1, приводит к эффективной локализации тепла с глубиной 
L* =  2 (см. такж е  i[20j),  т. е. v( t ,  х )  при х > 2  ограничена сверху равно
мерно по t, причем

v ( t ,  x ) ^ . v ( T ~ ,  л:) -= п-  „ -1 /2 -(4Г • 1/ 2

j " e x p ( — т]) г) l/2dr) (3.11)

х2—4
~ТГ~

и v(t ,  х ) ->  +  оо при t—̂ T~  для любых 0 ^ л ; ^ 2 .
Воспользуемся этим результатом. В силу (3.8) оператор Е  сравне

ния решений уравнений (1.1) и (3.9) определяется из неравенства

[ £ ' ( s ) / & ( s ) ] ' >  0 ,  R + ,
откуда

£  (s) — I* ^(т])со(г))^п5 s 6 R + ,  (3.12)
о

где со (s)— произвольная функция, удовлетворяющая условиям (3.5). При
этом следует учитывать, что должно быть выполнено условие Е ( оо)= оо ,  

00

т. е. |  ^ (г̂ ) со (r|) drj =  оо. 
о

Итак, пусть оператор (3.12) обеспечивает сравнение решений у р а в 
нений (1.1) и (3.9). Тогда любой граничный закон

u t ( 0  < E - i  {ехр [(Г — O C t  С Т ,  (3.13)

приводит к (эффективной) локализации тепла в задаче (1.1) — (1.3) с
глубиной L * ^ . 2 (без потери общности полагаем uq(x) =  0), причем при
всех х > 2 ,  Q<.L<.T  справедлива оценка (см. (3.11))

«(*, x ) < E - l [v (T~ ,  х)].
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Переход от эффективной локализации к локализации тепла в стро
гом смысле (см. определение 1) осуществляется следующим образом. 
Фиксируем произвольное х * > 2 .  Тогда и(1, л:*) < / Г 0_1[и (7’- ,  х*) ] <;-}-со 
при любых 0 < t ^ T .  Отсюда следует, что в области (0, 71) х { х > х * }  
функция u(t ,  х )  не превосходит автомодельного решения в  [ ( я —jс*)//1/2] 
уравнения (1.1), существование которого установлено в [28]. Функция 
6(C) удовлетворяет краевой задаче для обыкновенного дифференциаль
ного уравнения

[ ( * ( в ) е т  +  у в ' Е ~ о ,

1 0(О) =  £ - * И Г -  х*)\, 0 ( ° о )  =  О,

причем, как показано в [28], из предположения (1.9) следует, что 
0 (£ )  является финитной функцией, т. е. в ( £ ) = 0  при всех (отме
тим, что величина £0<  +  °° зависит от выбора х*).

Таким образом, установлено, что воздействие граничного режима е 
обострением, удовлетворяющего неравенству (3.13), приводит к ло ка 
лизации тепла в задаче (1.1) — (1.3), причем для глубины локализации 
справедлива оценка

/ * <  inf {х* +  Ъ ( х * ) Т ' / 2} < +  оо. (3.14)
х( >2

Заметим, что возможен п обратный переход ■— от строгой локали
зации к эффективной (см. [20]) .  Он осуществляется на основе вывода 
специальной энергетической оценки (в норме 7 J ( R ^ ) )  разности двух
решений уравнения (1.1), отвечающих одному и тому же граничному 
условию.

Рассмотрим несколько примеров.
П р и м е р  4. Пусть k (s )  = 2 s - / ( l + s 2) при s 6 R ’ . Условие (3.8) в

этом случае выполнено. П олагая c o ( s ) " l  в (3.12), для оператора Е  по
лучаем выражение

E(s)  =  \n { \  +  s2), Е ~ х (s) =  fexp(s) — 1]1/2.

Отсюда любой граничный режим вида

щ  (0  <  {ехр {ехр [(Г — О- 1 ]} — 1}1/2, 0 < f < 7 \

приводит к эффективной локализации с 2 и в силу (3.14) — к л о 
кализации в строгом смысле.

П р и м е р  5. Пусть k  (s) =  2s {(1 +  s2) [ 1 +  In (1 +  s2)]}- 1, s £ R Тогда 
искомым оператором, которому соответствует о о = 1  в (3.12), является 
функция

Е  (s) =  In [1 +  In (1 4- s2)], E ~ l (s) =  {exp [exp(s)— 1] - -  I}1/2.

Поэтому в рассматриваемом случае локализация тепла имеет место 
при любых граничных режимах, удовлетворяющих неравенству

Ui(t) ехр {ехр {ехр [ (Г — — 1} — 1}1/2.

З а м е ч а н и е ,  Исходя из результатов, полученных в [27, 56] с 
помощью построения приближенных автомодельных решений уравне
ний типа (1.1), можно утверждать, что при выполнении неравенства



ЛОКАЛИЗАЦИЯ ТЕПЛА В НЕЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ 1835

j [&(s)/s] ds <с -г оо 
1

(этому условию удовлетворяют коэффициенты k  в примерах 4 и 5) к 
локализации (в строгом смысле или эффективной) приводит действие 
любых граничных режимов с обострением *.

§ 4. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОТСУТСТВИЯ ЛОКАЛИЗАЦИИ

В этом параграф е через u ^ ( t } х)  будет обозначаться решение у р ав 
нения (1.6), удовлетворяющее граничному условию

u(0)(t, 0) =  (Т  —  t)n , 0 < . t  С Т ,  п <  — 1/сг. (4.1)

К ак  установлено в [1, 7— 10], в задаче  (1.6), (4.1) локализация отсут
ствует и существует такая  постоянная А > 0 ,  что

(1-Ист)
mes supp U(a) {t, x)^> A ( T  — t) 2 ------>■ -j- oo (4.2)

t - * T ~
при всех 0 < ^ < 7 \

1. Определим, какие функции Е  обеспечивают операторное сравне
ние решения ща) уравнения (1.6) с решением задачи (1.1) — (1.3). Как  
следует из теоремы сравнения (см. § 2), для этого необходимо решить 
систему обыкновенных дифференциальных неравенств

£ ( s ) > £ ° ( s ) ,  s £ R + ,  (4.3)
[k {s)/Ea (s) E '  (s)]' >  0, s G R) . (4.4)

Достаточные условия ее разрешимости даны в следующем утверждении. 
Л е м м а  3. Пусть существует такая положительная постоянная а ,

что
[&а ] ' ( 0 ) > 0 .  (4.5)

Пусть выполняется условие  (3.1) и, кроме того, функция  \_kaY ( s )  име
ет при  0 лишь конечное число точек экстремума, в которых 
[&aJ " (s) = 0 ,  Тогда при  а = 1 / а  существует решение E ( s )  системы (4.3), 
(4.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вводя функцию cofs), удовлетворяющую 
условиям

со (s) >  0, co'(s)<JO, s £ R + ,  (4.6)

заменим условие (4.4) равенством (3.6). Тогда неравенство (4.3) прини
мает вид

j  k  (П) {[kl (11)]' -  M (r,)} dti > 0 ,  s e  (4.7)
0

Предположение (4.5-) обеспечивает возможность построения функции 
(o(s), удовлетворяющей условиям (4.6) и неравенству to(s) [&1/0(S) K  
при достаточно малых s. Остальные предположения леммы **, как  не
трудно убедиться, позволяют продолжить (o(s) в область больших зн а 
чений 6’ с сохранением условий (4.6), (4.7) так, чтобы выполнялось р а 
венство £ (о о )  = о о .  Л ем м а доказана.

С л е д с т в и е .  Пусть существует такая постоянная а > 0 ,  что 
[&a (s) при всех  s£R^_. Пусть, кроме того, выполняется условие

* Это же утверждение вытекает из анализа инвариантного решения уравнения 
(1.1) тина бегущей волны.

** Они являются только достаточными.
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(3.1). Тогда оператор E ( s )  =  k a (s)  является решением системы нера
венств (4.3), (4.4) при  а = 1 / а .

З а м е ч а н и е .  Существуют такие функции k, для которых усло
вие (4.5) не выполняется ни при каких а > 0 .  Это относится, например, 
к &(Х) =  ех р (—s v), v =  c o n s t< 0 .

2. Н а  основании выводов леммы 3 формулируется следующая 
Т е о р е м а  2. Пусть функция  k ( s )  удовлетворяет предположениям  

леммы  3 и пусть Е  — некоторое решение системы неравенств (4.3), (4.4), 
отвечающее фиксированному  а > 0 .  Тогда, если

u ^ t ^ E - m T  —  t f ] ,  0 < t < T ,

где  я < — 1/а, то в задаче  (1.1) — (1.3) отсутствует локализация  тепла, 
u(t ,  х)-+-\-оо при t-*-T~ всюду  8 R*_ и при некотором 0 выполняется
неравенство

1 -|-па

messuppw(?, х)~^>А(Т — t) 2 ------»-<5о, 0 < . t < . T .
t - * T ~

Рассмотрим следующие примеры.
П р и м е р  6. Пусть k (s )  =  1п?- ( 1 + 5 ) ,  s 6 R ^ ;  X—  const > 0 ,  т. е. 

уравнение (1.1) имеет вид

u t =  [1пл (1 +  и ) и х]х, 0 < t < T ,  * £ R + .  (4.8)

Нетрудно видеть, что решением неравенств (4.3), (4.4) при a — l  будет 
функция

E(s)  =  In (1 +  s), Е ~ ] (s) =  e x p (s )— 1, s £ R + ,

и поэтому к отсутствию локализации приводят любые граничные реж и 
мы вида

( 0  ~  exp [(Т1 t y1 ] 1, 0 < t < T ,  (4.9)

где / г < — 1/Я. При этом найдется такая  постоянная Л > 0 ,  что
1 -\-rik

m essu p p u( t ,  х ) ^ А ( Т —  t) 2 ------► +- оо, 0 < t < T .  (Н О )
t - * T ~

Отметим, что из анализа  приближенных автомодельных решений * 
ua (t, х)  задачи (4.8), (4.9), удовлетворяющих уравнению первого по
рядка

(“a h -  J s i i i + i f s L [(«„ы2, о < t < T ,
1 +  и а

(конкретный вид функции иа и оценка скорости сходимости в специаль
ной норме иа-+ и при t—*Т~ определены в [27, 56]) ,  следует, что л о к а 
лизация тепла отсутствует при любых п < — 1/(1 + Я) в (4.9), причем 
справедлива оценка (см. (4.10))

1 1
m e s s u p p « ( / ,  х ) ^ В ( Т  —  t) 2 ------^ + о о ,  0 < / < 7 \

t - * T ~

где 5 > 0  — некоторая постоянная. При — 1/(1 +  А,) ^С/г<0 приближенное 
автомодельное решение иа является локализованным, так  что показа
тель по = — 1/(1 -f-X) разделяет  однопараметрическое семейство (4.9) на

* Каких-либо точных инвариантно-групповых решений задача (4.8), (4.9) не 
имеет [19].
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классы граничных режимов с обострением, приводящих к л о кал и за 
ции * (n^r io )  или ее отсутствию (п<Щ0) в задаче  (4.8), (4.9).

П р и м е р  7. Пусть теперь k ( s ) =  In [ 1 +  In ( 1 + s ) ] ,  sGR^. П о
скольку в R^, искомым оператором является функция

Е  (s) =  k (s), Е - 1 (s) — exp [exp (s) — 1] — 1,

отвечающая а = 1  в (4.3), (4.4). Отсюда граничные режимы

ux(t) — exp {exp [(Г — t)n 1 — 1} — 1, 0 < t < T ,  (4.11)

приводят при / г < — 1 к отсутствию локализации в рассматриваемой з а 
даче, причем

1 + п

messupp u( t ,  х)  >  А ( Т —  t) 2 ------► +  «>, 0 < z ‘ < 7 ' ,  (4.12)
t - * T ~

г д е Д > 0 — некоторая постоянная.
Из результатов [27, 56] вытекает, что к отсутствию локализации в

исследуемой задаче приводят более слабые, чем (4.11), граничные ре 
жимы с обострением (см. (3.10))

щ ( 0  ~  ехр {(Г — t)n 1 п In (Г — /)1- 1 }, O c t  С Т ,  (4.13)

где «<с — 1, причем при некотором Д > 0  выполняется неравенство 
(4.12). Предельный показатель я0 = — 1 в (4.13) является неулучшае- 
мым: при п ^ — 1 приближенные автомодельные решения, отвечающие 
граничным законам (4.13), проявляют свойство локализации.

3. В этом пункте достаточные условия отсутствия локализации по
лучены с помощью построения приближенных автомодельных решений 
уравнения (1.1) [27, 56]. Как  показывает анализ, проведенный в приме
рах 6 и 7, эти условия являются более точными по сравнению с установ
ленными в теореме 2.

Будем считать выполненными следующие условия:
00

J  [&(т|)/г)] dr] — оо, (4.14)
1

шах {0, k ' ( s ) s / k ( s ) } ^ 0 ,  s - > - +  00» (4.15)
первое из которых накладывает ограничение снизу на характер изме
нения функции k ( s )  при больших 5, а второе — ограничение сверху. 

Определим положительую в R̂ _ функцию Н (5) по формуле

Н { 5)

j  (Т|)/(Г| + \ ) ] d r [  =  s. (4.16)
о

Функция Н  является строго возрастающей в R+, Н  £ C(R+) f| (R+)> 
Я (0 )  =  0 и Н ( о о ) -= оо (последнее обеспечивается условием (4.14)). По
этому Н  осуществляет взаимно-однозначное и монотонное отображение 
R : —>- R + .

В сделанных предположениях достаточные условия отсутствия лока 
лизации дает следующая

Т е о р е м а  3. Пусть выполняются услови я  (4.14), (4.15). Тогда 
граничные режимы

«1 (t) =  H [ { T — ty i ], O C t C T ,  (4.17)

* Это утверждение строго не доказано.
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при  гс< — 1 приводят к отсутствию локализаци и  в задаче  (1.1) — (1.3), 
причем u(t ,  x ) - v + o o  при t—>-7 — всюду  в R £ и существует такая неотри
цательная функция  е ( t), е( 1)-*0 при t-^T~,  что

1
mes supp и (t, х) ^  [£0— ё (^ ) ] (Т — t) 2 , O C t C T ,  (4.18)

п 1 - | - л

где Н0 =  2 ( — п ) 2 (— 1 — п) 2 .
Справедливость сформулированной теоремы прямо следует из оцен

ки скорости сходимости решения задачи (1.1) — (1.3) к п. а. р., получен
ной в [27, 56]. Из этой ж е оценки выводится конкретный вид функции 
е ( 1 )  в  (4.18). Существование п. а. р., удовлетворяющего граничному 
закону (4.17), обеспечивается условиями (4.14), (4.15). Исходя из ре
зультатов работ [21 т 22, 27, 39, 56], можно, по-видимому, ожидать, что 
при — 1 ^ п < 0  граничные режимы (4.17) приводят к локализации 
(в частности, таким свойством обладают соответствующие п. а. р.).

Д ва  случая применения теоремы 3 указаны в примерах 6 и 7. Р а с 
смотрим еще один пример, в котором функция H ( s )  представима в яв 
ном виде. ,

П р и м е р  8. Пусть
(1 +  Х)1пМ1 +  Ш(1 +  .)1 

l +  I n ( l + s )

где Я,>0 — заданная постоянная. Условия (4.14), (4.15) в этом случае 
выполнены. Нетрудно убедиться, что функция Н,  определяемая равен
ством (4.16), имеет вид

1

H(s) =  exp [exp (s)1- ^ — 1] — I , s £ R i ,

и поэтому, как следует из теоремы 3, к отсутствию локализации в рас
сматриваемой задаче приводит действие граничных режимов (см. 
(4.17))

щ (t) =  exp {exp [(Т  — t)n ] —  1} — 1, 0 <  t <  Т,  

при любых n < i — 1/(1 -j- ?■„), причем
1 + л ( Н - Я . )

mes supp «(*, х ) ^ | 0(Г — t) 2 -»--[-оо,
« ( l - i -Я)  1 + г а ( 1 - | Л )

где 5о =  2 ( — л(1 + Я ) )  2 _  (— 1 — п(1 +  Я)) § .

§ 5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Л окализация тепла связана с тем, что режимы с обострением со
здаю т и поддерживают в среде пространственные профили температу
ры, обладающ ие свойством «тепловой инерции». Это свойство наглядно 
проявляется при изучении эффекта локализации в задачах  Коши для 
уравнения (1.1) [ 1 ,7 —9].

Явление локализации процесса горения в теплопроводных средах, 
описываемого параболическими уравнениями вида

ut =  [k (u )ux]x +  Q(u), t >  0, * £ R i  =  (— оо, оо), (5.1)

где Q (u ) > 0 при и > 0  — мощность объемных источников тепла, имеет 
ту же физическую природу* (см., например, работы [3, 4, 29—31, 34, 35,

* Свойство локализации тепловых возмущений, связанное с наличием в среде 
стоков тепла (чему соответствует Q ( w ) < 0 при « < 0  в уравнении (5..1)), изучалось 
в [25, 5 3 -5 5 ] .
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38, 41, 44, 46], в которых вопросы, связанные с локализацией, изучались 
при степенных функциях k ( u ) ,  Q( u ) ) .  Поэтому методы исследования, 
сформулированные в настоящей работе, позволяют проанализировать 
эффект локализации горения в нелинейных средах с произвольной з а 
висимостью коэффициентов k, Q от температуры (некоторые результа
ты в этом направлении получены в [32, 33 ]) .

В заключение укажем на ряд работ по изучению режимов с обостре
нием в нелинейных теплопроводных средах с объемным выделением 
энергии [3, 4, 29—38, 40—44, 57—63, 65]. Эти исследования имеют 
важ ны е приложения в физике плазмы [2, 4, 44— 47, 57], в теории дисси
пативных структур и синергетике [48— 52]. Интересным подходом при 
изучении явления локализации как в средах с источниками, так  и со 
стоками является построение и анализ новых инвариантно-групповых 
решений [64, 65], а так ж е  нетривиальных приближенных автомодель
ных решений '[32].
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