
O p  д e н а  Л e н и н а  

ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ 

имени М.В. Келдыша. 
А к а д е м и и  Н а у к  С С С Р

А,А, Самарский, В. Ф. Тишкин, А.П. Фаворский

М.Ю. Шашков.

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ОПОРНЫХ ОПЕРАТОРОВ ДЛЯ 

АППРОКСИМАЦИИ ОПЕРАЦИЙ ТЕНЗОРНОГО АНАЛИЗА

Препринт N 97 за 1981 г.

Москва



АННОТАЦИЙ

На основе метода опорных операторов построены разностные 
аналоги операций: дивергенция тензора и градиент вектора в слу­
чае сферической симметрии.

Построенные операторы использованы для получения разностных 
схем упруго-пластических течений.
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Введение
4

I* Большинство уравнений математической физики можно сформули­
ровать в терминах дифференциальных операторов первого порядка 

^ q d  4 1 > с! Ы Т, t0-L~£3 ffrzcfX’J jT *  d i \f r
здесь Vf - скаляр, Д* - вектор, СГ -тензор. Поэтому и при 
построении разностных схем целесообразно использовать соответст­
вующие разностные аналоги операторов первого порядка, входящих 
в исходные уравнения. Тогда свойства разностных схем, аналогич­
но дифференциальному случаю, будут определяться свойствами этих 
операторов.

2« Для получения согласованной системы разностных операторов в 
работах [1-31 был предложен метод "опорных" операторов. В 
этих «е работах была построена согласованная система ооновных 
операторов векторного анализа- зти разноотные операторы обозна­
чаются через ЪI V  С- RA<2) Vj) 9 R ОТ Д>.

Целью настоящей работы является распространение указанного 
подхода на тензорные объекты и получение разностных аналогов 
операций?’ дивергенция тензора 0 ) 1  V 61 и градиент вектора
- G-RA2>A\
3. С использованием полученных разностных операторов, строится 
разностная схема для расчета одномерных упруго-плаотических 
течений, ойладающая свойством аналогичным свойству полной кон­
сервативности разностных уравнений газовой динамики ^4^ . Ав­
торы благодарят Н.Щ Тюрину за помощь при проведении расчетов.

$ Is Последовательность построения разностных операторов

I, В работах [Х-3]для построения согласованных разностных 
операторов G-RAJ)^» iDXvT? и R ОТ А? использо­
вались соотношения

(1.1) ̂  Vftf n ) d s  = W d i v T d v  + S c T > ) d v
S ; V v

(1.2 ) ^ v f >A x f ) d s = ^ c :g‘)t o t ^ ) 4 v -

S' ЛГ -NJ



(1 .3 ) Ax^xpcivp)cJ'\r,

S v  Vfi r ■'-—>>
здесь b - поверхность, ограничивающая объем V  » П - внеш­
няя нормаль к S » С - произвольная вектор-̂нщшя* такая* 
что х о  -£ сГ s  0 .

Построение системы согласованных операторов производится 
оледущим образом® Выбирается один ка операторов chv , Cjrqd 
лит и производится его непосредственная алпроксжшдия*
Полученный таким образом разностный оператор называется опреде- 
лявдим* Далее на основе выбранных условий согласования строятся 
разностные аналоги остальных операторов» эти операторы .назева­
ются определяемыми,

2« Для построения операций дивергенция тензора $  T V  (Г  
и градиент векторе &  R А Э А с вам» наряду с <I)»(3)S
понадобятся допаяштеяьные соотношения Г :

^ T O ^ A ^ c ig  = Yd iv  A cW -v

S лг

<1.4) +
v  ЛГ

§?С^дЯ )̂)скЛ Vfe. .§ <r*d \ /  +

 ̂ Г" 1
<1.5) * £ - y w  - %  с ̂  ^ . cf-)) d у ;

. v V  т>
где f и ^  - скалярные фунвднйе А ̂ В> - векторы,

&-=■ -( б̂ /3 j - тензор второго ршга* = ̂ ви }
тензор сопряженный к (/Ч

Тождества (4) *(5) являются непосредственным следствием следуго- 
щх соотношений [б!
(1.6 ) d  IV §  сг = 5 > J IV (Г + t« d  j> * <7~ *

(Х.7) Ч1 + Ч 9̂йс1 Ц> *

<Ь8 > dl|x/(5>^:A) =  ( X  • c W  5 > СГ ) .
3* В качестве определяющего удобно выбрать любой иг операторов 
div^T, с̂йсА̂ ш  rco - iT t • Способы непосредственной аппрок­
симации подробно описаны в\б\* Выберем в качестве опреде-



лявдего оператор Я) T V  А , тогда операторы G-RAff) ^  
ж R O T  А определяются на основе соотношением (I) и (3), со­
ответственно.
4. Соотношение (4) используетоя для определения по оператору 
Q-R АД) еще одного разностного аналога оператора с /  t
который мы обозначим FRA-2) .Необходимость введения такого 
оператора связана с тем, что нам понадобятся разностные аналоги 
оператора ^ с различными областями определения.

Для аналогичной цели служит и соотношение (2), при помощи ко­
торого по оператору КОТ строится оператор <Я0Т;а

5. Для определения компонент вектора 2)1 V (Г используется 
тождество (5). При этом определяются проекции этого вектора на 
направление » задаваемое вектором "X Задавая нужным образом 
и используя явный вид тензора V A  - gtqdA - 1 можно получить 
все интересующие нас проекции»

6. Для построения разностных аналогов компонент тензора 
V C >== ^ t A d  с? также используется тождество (5) * в котором 
следует положить ^ =. I* и Ан С ;

(1.9) <r*civ+ £ C ^ T d i v t f ^ c k
S _ л дГ \/ , ̂

Зная оператор <5)1 V ̂  отсюда можно определить тензор G-кАЮв-^

§ 2, Вспомогательные сведения из тензорного исчисленияi*WhhpihiA ii иявшлеаяшяш цумииилцщииитн—в—— мин»— виДЕЗ—в— —■■■№■ ним щциницшш наш1 и

1Ч Напомним* что если ~ ковариантные составимте
тензора второго_̂анга <7", а с ^ - контравариантные составля­
ющие вектора С 9 то под выражением ( с/1 * 5 0  понимается 
вектор р с компонентами

(2 .D  р ^ =  С<г.~£)^=
здесь и ниже* как принято в тензорном исчислении, по повторяюще­
муся индексу подразумевается суммирование. Аналогично определя­
ется вектор ^  (j? * о - ' )
(2 .2 ) с ^=  = .

2, Далее, если - контравариантные компоненты тензора
, то скаляр (7~ * * 7!'' определяется так

(2.3) Р'ч'Г = ■г гГ ^ .
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3« Ниже нам понадобится выражение для тензора V  А «Кова- 
риантнне составляющие этого тензора имеют вид £5,7*3

(2.4) (37 А " )  = - Дч Г х, ̂ Q> о с1 ^
где - сшэолы Кристоффеля второго рода:

&  = ,

(2 5) Р =  О S  ( -  <U ± £(2.5) lii>Lp и-Ь г̂-дЗСР cr̂  О »1-

здесь - некоторые криволинейные координаты» j  ®
соответственно ко»и контрааариантные кошоненты метрического 
тензора в этой системе координат, Гс, л js - символы Крмстоффе- 
ля первого рода. Отметим» что объект - симметричен относи­
тельно ивдекоов d  ж j£> «

4. Б ортогоналышж системах координат справедливы соотноше- 
ная [71

Ги = 0 , води с 4 к Ф \

(2.6) t,t Q)-x;

,  if к
H v (bXc

5a В ортогональных системах коордшшт удобно использовать 
вместо ковариантных и коет раз а ри а нт ных составляющее векторов и 
тензоров так называемые физические составнякдае [ 6 j в При этом 
для вектора А имеют место формулы

(2.7 ) А =  ̂ рА "(: ‘ A i - ' / f , ;  А 1= 1 ,2 , ь

(суширсвашя нет) ___ 
где A L - фмзжческие состашшщие вектора А * Величины A i 
шеют сдасл проекций яа единичные базисные вектора параллельные 
координатным линиям.



Для физических составляющих ( j r  тензора <J имеют 
место соотношения L ̂

8

(З.й) СТ  = ГГ" 07*  •
’ 0 U V <jicit

(суммирования нет)

6с Учитывая формулы (7)48)* нетрудно показать, что в ортого­
нальных системах координат формулы (1)-(3 ) можно записать при 
помощи физических составляющих так

р<л =  0 ^ '  ^  С Р  i

(2.9) S>р,= С'1 * ^ )Р "  Cot-^4p. ,

Л Л
(Г » » '# 7 -  <U/z ‘TPj&cL

7. В § 4 нам понадобятся физические составляющие тензора V C  
в сферичеокой системе координат 9} у? для вектора

£*= (cL, о}о) , т̂~±.
Так как в сферической системе координат

(зло ^ = 1 ,

то С'! ~ ~ ^ » поэтому

C V  с х, р =  - гД

и,учитывая формулы (6 ), получаем

0  ,

(2.И)
^ с-> )я = о; (ус\г= t ; (.vc )зг~ г .

Из (8 ) ,(10), (II) следует, что для физических компонент справед­
ливы формулы ___ _______

—*>ч ( “■> \ • f —т л, ̂*\ 1
(2 .1 2) v v D d = о ;
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§ 3« Дискретизация

Г. Все дальнейшие рассмотрения да будем проводить в сферической 
системе координат ^  ^  • Предполагается также, что рассмат­
риваемые векторные и тензорные поля обладают сферической симмет­
рией. Таким образом все величины зависят только от ^

При построении разностного аналога операции d [ v (Г пред­
полагается, что в силу сферичеокой симметрии тензор имеет 
диагональный вещ и •Очевидно, что при сделанных
предположениях вектор d s v сf* имеет только одну компоненту

d  W  (Г= 0  >

При аппроксимации операции V A  будем исходить жз того, что 
Х -{  0 , 0 ^  • Очевидно ,_что при этом тензор V A *

также имеет диагональный вид и (57£* )©&- ̂ 7 4?) . Л
Отметим, что задана аппроксимации операций d  w  СГ' 

и V  А для описанного частного вида тензоров и векторов возни- 
кает при построении разностных схем для уравнений динамики сплоит- 
ной среды в сферически симметричном случае» Тогда (Г -тензор 
напряжений, 1\ - вектор скорости*

2, Для описания векторов и тензоров мы будем использовать 
только их физические составляющие» поэтому черту сверху будем 
опускать,

3. Пусть на отрезке 0 £ ^ ~  ^  введена расчетная сетка с 
узлами j Тс* с -  i J ^ & у £ .Объем
ячейки сетки Г т ч г u f ~А обозначим через • В дальнейшем 
будем использовать также, "приузловые" объемы у ̂ = о. S ) -

4, Рассматриваются следующие пространства скалярных сеточных 
функций: НК - функции заданные в узлах, НС. - функции заданные 
а ячейках. Аналогично вводятся пространства сеточных вектор-функ- 
ций 'Зб и пространства сеточных тензоров -

§ 4, Аппроксимация операции дивергенция тензора
/Ч

I. Нас будет интересовать выражение для © I V  (Г только во 
внутренних точках» поэтому можно считать* что на границе области 
j5 s о, и, следователыго* поверхностный интеграл в (1.5) обра­
щается в нуль.



2e Как уже указывалось в § 3 при сделанных предположениях вектор 
diy о- имеет только одну компоненту ^divoL)'n «Поэтов 

достаточно расомо̂еть тоажество (1.5) луш & * (X® 0,0), выра­
жение для тензора vl? приведено в §2 * - формула (2 .1 2)*
3* Учитывая формулы § 2 , сферическую симметрию и тот факт, что 
dv - 't?- $//? &с/ tcd 'G  с/ ip * соотношение (1*5) можно пере»
писать в виде о

& / п /П Л \ ./ г . , ,
Г 4-

(4.1) V  \ *  Г Г ------------------------------
А

io

где Г5<? /Q z ■
Как уже указывалось соотношение (I) служит для построения 

операции S I V по разностному аналогу оператора
4* Будем использовать следующую дискретизацию: jp G. MK *

а~ £ г̂ес .Будем считаю̂, что разностный аналог оператора 
- ГR At S3 * действует по правилу

TRA3) : H K - ^ 7 f C  . Л д

При этом мы подучаем оператор ffiJ.V'CT' дейстдушций из 'Ж.С-^ЖК
5. При построении определяемого оператора Q)XV 0~ в качестве 
определяющего выберем оператор QjT V : ГЖК~^ Г'ЖС

(4.2) ( s i v  X ) ,  = “  { K x , ^ L  - ' t f  )
 ̂i

В качесжве объема ячейки "V С используется внражение

(4.3) T t=  ( t L  - ^ ? )/з •

Согласованный с оператором 3)Т \/ А оператор С-Ш f :
И С —> X  К полученный на основе (1*1 ) имеет вид

1М >  O R M X f k i  -  С Л - Ч Ъ - х  )  .

здесь под величиной ипрнуаясвого" объеш подразумевается вхара- 
жепие

(*•5) v si; - 0. ъ +Т(-) = (Z?* - Г  ) / 1$



Отметим, что такой вид операторов ® i VЛ и 6-К А 2) у 
используется в [_В~\ при получении полностью консервативных 
разностных схем газовой динамики в сферических координатах* 
в* Для построения оператора T R A ®  : НК —> 'ТСС исполь
зуем тождество (1*5) • В рассматриваемом случае для вектора 

А>=" (.1 , 0 , 0 ), получаем̂

(4.6) ^ ^ r q < i ^ t t 2 c]c-V

о К

-V 0 .

Здесь учтено, что ci W  А = # Разностный аналог (6 )
да | запишем в виде

Z  Ь ( S t r t f )  Yjr/ V c  +
(4*7) НС НС

=  о ,

уздесь н,< » сумма по узлам» V c  - сумма по ячейкам* Ис­
пользуя выражение (4) для G-RAQ) ж собирая коэффициенты
при ^ , получаем» что

•̂8> (гпъ_̂)хЛ = ^ J ■
V t

А
7в Переходим , наконец, к поотроению операции Q)Т V  СГ" *
Разностный аналог (I) запишем для <р£ И ̂  о*- € ^ с с

2 , Ы г %г) -»2 SV CS1V <f)r.e-VK;+
(4.9) НС НК

I I

Собирая коэффициента при Q L" t приходил к выражению
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(4*1 0)

U > T V  <г)%с=—

а А -£
Отметим, что если £7~- Р X  , где Л - единичный тензор,

то есть O^r. “ ^ е е  - — Р • то дая р в НС ик@$к

(4. I I)  (®1'^ (Г )лг,с = ' ^ 7. ^  ^  Pt-i)-{£№£> Р)*,!- р
что соответствует равенству

d  IV ( p i  ) =  ^  а р 

в дифференциальном случае,

§ 5* Аппроксимация операции градиент вектора

При сделанных вше предположениях соотношение (I.I) прини­
мает вид я

(5.1)

«-V

\ (УС )©&(/e©J ̂ 2 ci^ -V
о

 ̂C^_ Cdiv/<r)x  "£гс1г =  0 •
Разностный аналог этого соотношения можно записать в ввде

<5.2) Z f e c X E,c ■ Ъ г . Л Ф ? ) "  & вЖ +2 <:?Л^к;Щ-о
U ft L.  ̂ *м4

где выражение {IDT VCr)r,L определено в предвдущем парагра­

фе.



Собирая коэффициенты при 0^czJ L , получаем разностный ана­
лог ( QIZA& » компоненты (5 7 с? )■>??; .Аналогичным
образом, собирая коэффициенты при СГ£,@} L , получаем компоненту

с, ) э©.
Выражения для этих компонент имеют над

(&я м > с ) ^ ,  - 4 . Г ^  Сс*,»х- с О  ,
V L L о*-* J )

(5*3) л 1

(G-R/W) С')е&л = —  (Ст,;* + < 0
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а
§ 6 . Аппроксимация уравнений дзшашос сплошной среды, 

в сферически симметричном случае

I» Уравнение динамики сплошной среды можно записать в следующем 
виде [?,9]

W W  = 0(6 .1) + о d w  W  
S t

(6.2) о  d  vT __ ci \ч/ СГ"
3 d-t

>

Л /'в1'
(6*3) 5| | r (r . .s
где р - плотность» yT - вектор скоростиг <7~ - тензор напряже­
ний, £ - удельная внутренняя энергия, ^  = Г VW 
тензор скоростей деформаций.

Для замыкания системы (I) —(3) следует добавить уравнения, 
связывающие напряжения и дефоршции,и уравнение состояния. Мы 
не будем конкретизировать вид этих уравнений, отметив, однако, 
что никаких новых операций над тензораиа при их записи не встре­
чается [Ю*] .

2* При построении разностной схеда будем использовать лагран-* 
жев подход и рассматривать случай сферической симметрии. Исполь­
зуется следующая дискретизация: ^

5 >; £  £  НС, W f e f L  <T-/i  fe ж е . .
3, Для аппроксимации уравнения неразрывности будем использо­

вать соотношение

(6.4) 5 > • =  t o ;  / V i



где W  - масса даграшевой м  С Ч  Ъ Л  . Непрерывные

по времени разностные аналоги уравнений (2), (3) запишем в виде

(6 .6 ) ( Г
I с ^(6*6)  ̂Bjp. — <r* * s

где
M

У*4,s = os
^ ^  ■_

& R A £ ) W %  (G-RA3) N \ M  J

4* Явный ввд уравнений (5), (6) следующий

'  v k od-t ( п:% C-1

-J

(6 */) - 0 ,5" ^ t - T t  )crB9>L -f (Tr- ^  |

cat I
(6.8 } Q--T

Cl t if- /

г

n
~l Гг

‘(Wm -Wc)

J t

2.

i+(

Ос*- (W;*^V/;)

5* Б качестве тестового расчета был проведен расчет сфери­
ческой упругой волны в однородной среде* Точное решен*-о приведе­
но в|П„ 1 2 ] *
На рис.1 приведен график скорости на мшен* времени t = 2 в 

безразмерных единицах.
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Рис.1* Зависимость скорости об радиуса»
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