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АННОТАЦИЯ

На основе операторного подхода построены полностью консер­
вативные разностные схемы для уравнений хвдроданашзш* зшшоан- 
ннх в эйлеровой форме»



Введение

В работе [l] был предложен операторный подход к построению 
разностных схем. При таном подходе разностные схемы строятся 
путем замены дифференциальных операторов первого порядка их 
разностными аналогаш. В работе [i ] вводится также понятие сог­
ласованности разностных операторов JDXV »GP>K2)» ROT, являю­
щихся аналогом основных дифференциальных операторов первого по- 
рядка с! \ v , cS , а о £ о В качестве условий согласования 
выбираются разностные аналоги тоздеотв

(0.1) t vK X , n ) d $  = ̂ c i i v £ e J v +  

(0.2) ^

(о.з) ^  W  ct.xoit^v - Sc?;;V ^ w ^ d v ,

здесь S m поверхность, ограшчЕшащая объем У,
Y\ - внешняя нормаль к .
£* - произвольная вектор-функция, такая, чте Ч е т . с .  -  0

Построение сжстеш согласованных операторов производится 
следующим образом. Выбирается одан из операторов сЦ ъот. 
и производятся его непосредственная ашрокоишадя. Подученный 
при этом разностный оператор называется спредедшщш. Затем на 
основе выбранных условий согласования строятся разностные ана­
лог® остальных операторов, которые называются определяемыми.

Настоящая работа посвящена построешш разностных схем для 
уравнений гидродинашга в переменных Эйдера на основе оператор­
ного подхода. Спецификой уравнений л̂фод̂иишен в переменных 
Эйлера является наличие оператора (^к ,4 } &  .В соответствшк с 
операторным подходом его аштроксимащя проводится на основе 
соотношения

СОА) U',V)B'=^

которое связывает этот оператор с операторами A tv^ov .
Выяснены условия, которым домны удовлетворять разностные* 

операторы, чтобы построенные разностные схемы были полностью 
консервативны [гХ Яра использовании операторного подхода эта . 
условия налагвзт дополнительные ограничения на выбор определяю-

(р J (А, (Г)-/Г* Tot? - ?*'t oi A' V A c W ^  A



щего оператора»
Авторы благодарны И.В.Фрязинову ва ряд полезных обсуждений.

$ I. Мб&ервтрмгьяие урдтметгя я закона оогоанендя

пЛ. Система дифференциальных уравнений гидродинамики в 
переменных Эйлера имеет вид [2]

(1.1) +<4\v 9 W > = 0  ,
I

(1.2) 's>*Jg +

(1.3) -v (, jv?,C^xqclf') =  - p  ciiv W ,

здесь ? - плотность,
вектор скорости, 

р - давление,
£ - удельная внутренняя энергия - 

Пусть теперь построена система согласованных разностных опера­
торов 3)1 V ,G^K®, R O T  о. Тогда разностный аналог операто­
ра (£/?) Е в соответствии с соотношением (0.4) будет иметь вид

(I 4 ) jtR^(T1?)-A»ROT^-?»ft(fT?-ROT(A«tV^aiVb4%V'A>̂

Систему разностных уравнений» апцроксимируадую (Х)-(З) можно 
записать в следующей форме

(1.5) ^  •+ 4>XV5>W’=* О,
_  _

(1.6) 5 ^  ^  ^s>w’Jy)v<>=-G-R*3) Р (

(I.?) (^?3m a £ )  = - P $ W  W .

Выясним условия, которым должны удовлетворять операторы QHV
и ЯОТ 9 чтобы оистеш (5)-(7) была полностью консерва­

тивна. Произведя: алгебраические преобразования, подобные тем, 
что имеют место в дифференциальном случае, получаем, чте из урав­
нений (5)-(7) следуют соотношения

(1.8) * ^ a i V g w V  (,g^v)W ^ s -C-RA3> Р 5



(1,П) ̂  (<§£+^У [£д а §?+(§?>СШ£)+|.ф 1У §^: +

+  (5Г,(§^'у)уГ')^=-£jp a>xyуi +  ( .% ш з > р)] ,

Дяя того, чтобы разностные уравнения (8)-(П) вцражалн соответ­

ствующие за&окк сохранения» нвобходао» чтобы выражения в 
квзифатн& скобках в (8)-(II) ш ш  дивергентный гад, а вроде 
того, саяи швраторн 5)1 V к бит дщвергенлш* В этом
случае, суммируя уравнение (5) до произвольной подобдастн рас­
четной области Si подучаем закон сохранения массы. Соотноше­
ния (8) и (II) дают ёакони сохранения ишдаьса и шшюй знер~ 
пш.Уравшиа (9) в (10) недажахк баланс внутренней и кинети­
ческой доедай. ^

п.2, Иошхльзуя выражение (4) да» «таратора (A,V^ Е нетрудно 

убедиться, что давергентность выражений в квадратны* скобках 
в (8)-(П) оаедувт га диваргентноста двух ввдаякий:

(1.12) ( А , А . .

(1.13) Т 2>IVЧХ+ ftWOft, А Уvf A*ROTA-AxROTФ? +vf A SIV 4,.

Вдосто векторного условия (£Э) вам будет удобно ноаошовш 

его вдоевдш на координат» ося;
■ *

дось С -постоянная веотоН&явция.



в
§ 2» Настроение швноотной сасеш в одномерном

случае

п. I* 3 ярок и следуют* параграфах ш посдаяш конкретный 
вид разностных операторов >ROT , .используемых
в уравнениях (1.5)-(1.7). Рассмотри* сначала одаошрннй случай. 
Цусть все функции зависят только от одщой переменной X  ж 
чГ» 0 > о\ Лозда из выражения (1Л4) выпадают чвены, 

содержащие ROT, ж оно приобретает вид:

(2.D *  ( ? 1^ - s i v a >)

В силу давергентностк оператора &ЯАЗ) для дивергентжостж
(2.1) достаточно чтоба дивергентным было выражение

(2.2) ( £ $ т ч Т )  + (?,ч £з >Г /£)

Напомним, что С - постоянная вектор-функдои
s.2. Перейдем г достроена® скстеш соглаоовашшх операто­

ров» В одномерном «щуше достаточно построить операторы 5>XV 
ж &R&3 * В качестве определяющего выберем оператор <3>1У ,при 
это потребуем» чтобы он сак ж вщщдеше (2) бшш давергентны, 
Оператор &R»M& будем отроить на основе разностного аналога тож­
дества (ОЛ), это обеспечит нам давергентность выражения (I.I2), 

е*3» Рассмотрим уравнения (1ДМХ.З) на отрезке 0 < Х< . 
Введем на атом отрезке неравномерную сетку о шагаш li с .Узлы 
сетки X i : U o , , у/ зададим таким образом: ЭСо* 0, Xiu“ ht. 
Вое величина 9 .>£,U, р будем считать заданными в уздах разно­
стной сетки ж обозначать £с ж т.д.

Оператор &IV определим посредством равенства:

Очевидно, что оператор &L V  днвергентен. Проверим дивергент- 
ность варажения (2). В саду одномерности оно принимает ввд:

АХ\и- АХ г-4

«•4>и ‘— a V --------°

=  -  W c  АХ», АХ i t v  Ч i-i)l



Очевидно, что вщюжение в фигурных скобках имеет дивергентный

ВД‘д*я ш>слро«Ешя опрвдаляеиогс оператора & (Сбудем ксшоль- 
зовать разностннй аналог тождества (0.1)

Q=0.

Отыеяш, что такое определение оператора &КДФ обеспечивает 
дивэргентность вадзажения (I.I2)* Собирая коэффициента при AXi 
приходим к выражению

7

VH

a*tu
В соответствии с формулой (1.4) разностный оператор имеет в
дайнсщ сдута© вид

(2 7 ) U l )  = 7  КАХ У8У1** <rgX-(2.7ДА,
п54. Исшшлуя построенные операторы» вшшвем полностью 

консервативную разностную схему дюк уравнений (1.1)-(1.3):

(2*8) ^  Ре-! Цу-1 __ q  '

а-ц {
(2.9) g ^ + l СW  (§Qс-i . г .и,(8цУ(У«)н1,

5 < ъ ь м — 5 ^  л а̂ с ] а*.-*

(2Л0) =  - А- ;
^  й£,' $ i i i  1

Используя бвзхядвкенш обозначены [з^ , мокко мпкоась (8)- 
-(Ю) в вжяе

ап» *S  + u u t y  =  0  ,

(2.В) £ 1 = . p U j

В дв|ферэнцвальном случае уравнение (9) имеет вид:



. г:

(2.14) P^l + QU*B. *
Otb± $  (*OL <*x

Нетрудно переписать (9) в аналогачной форме

(2.XS) ц ^ ш + ( у и ) ^ ! ^  ц;.^ Д  р̂ -

^  & “Viv J агкс.
Аппроксимация разностных даяш! следует из тог© факта, 

что все построёюша операторы алцроксиьшруют соответствующие
диф̂|юц|̂иигип1» рирататад. ;

§ 3. Построение разностной схемы в двумерном
случае

а Л. Отдан теперь считать, что уравнения (1Л)-(1.3) реша­
ются в прямоугольнике о < хс Ct ̂ о ̂  ̂  ̂  вое величины
зависят только от X  и ^  . Вектор скорости \Л/ имеет теперь 
две компоненты vT=» ̂  ц, ̂  0 lj •

п.2. Пусть в прямоугольнике о<хс<ь*,ооу£ задана неравно­
мерная прямоугольная сетка. Шт& сетки по направлению X  обоз­
начим \ \ i  i , по направлению ^ .

Все скалярн» функции <■>, Р  будем считать заданными 
в делах сетки. Проотранство скалярных сеточных функций, опреде­
ленных в узлах, обозначим НК * значения функции ^  в узле 
L^jJ ) обозначим .Вектор-функцию А будем описывать ее
проекциями на координатные оси.



©

Щргастрашкв© сеточных вектор-фршщ! А~ AV^ 
компоненты которых AXij, AVlp, А2.;г вычисляются в узлах» 
бунт оОшн&чать ТК, .Итак, р> 5У ££ НК ; W* £ 1C , 

Скаааяршщ произведение в иростраштве НК введем так

Такое скалярное произведение согласовано со скадярннм произве- 
даш №х непрерывных скалярных функций

(4,Y)= W ^ v .
С&агщрное произведение в ̂ 1К  определим так

«3.2) ( к Л ) ж = 1 ^ § Л \ ^ Ц , (£$)jje w  ,-ЮЦ +Wij SYjj -к Ц  BEij ,

Векторное произведение векторов А̂* 
зададим следующим образен:

(ЗЛ)(^вуШ^г^-А^, /Й^-А^В?;;, мцмг AYj- вх, ] .

п.З. Используя введенные в п. 2 обозначения, разностные 
аналога соотношений (0.1)* (0*3),запишем в виде:

(3.5) ( ^ S b l V A ^ H U f t M , A  W =  0 ,

(3.6) ^ДЮТА,?))^ ( . G R A H о . 

здесь и далее Д в 0 на границе.
Отсюда непосредственно следует, что операторы GRA'Jl и R O T  
связаш о оператором ®IV таим обраасм:

(3.7) G-RM5 = -  S0XV*

(3.8) ( , t ; R O T A  )  =  3>TV (Л У < ?)



п.З* Напомним» что для того, чтобы операторная схема была 
понлоетью консервативна, необходимо, тообы операторы £DlV 

и бвшс давергевднн, я, кроме того» чтобы выражения
(1.12)-и(1Л4) имели дивергентный вид.

Дивергентность (1,12) непосредственно следует из соотноше­

нии (7)* В силу установленных; связей (7),(8) условие (I.I4 ) мож­
но трактовать как условие на соре длящий оператор

п.4« Определяющий оператор 5DXV : НК опрейелим
следующим образом:

« • у  u i v X y - +

В соответствии с формулами (7), (8) дая вектора 0 ^
и скалярной функции Ц> « vp Сое, имеем

10

(3.10) = С V " V ) /
^ЯА $гЧ>,рО ■,

сйотха'у.(= 0 ;

(3 .II) О',
—■> ч ЬУищ-М<-1\ АХ ли  ~ Д4̂ ti -)
^ /н “ о-ъ., • :иот»л ),;= а̂ ; - a^'jj

Проверив , что дяя данного выбора определяющего оператора выпол­
нено условие ( I .14):

({Ts)-wn)«K - -
(3.Е) _ C4-№,!biv?)W4= О •
Возьмем сначала С = {.-1,0, оJ > тоща (12) мохно записать так

САХ, ® l -

(З.В) _ ^нот4 ^ 5 ) ^ЛХ,J) i v l W  - О

здесь X - екидаая фуюаяи, во вой узлах равная едишцв.



Используж вовтаошения (9)-(П ), определения (1)-(4) ж со­
бирая коеффидоятн при ^  подучаем:

(ДХ.ЯМЙХц- P * $ t y (№ j* 4
1

11

Яспальзуя (I# шгщэудао убедиться в спр̂дяивоста (13) • Авало- 
гично рассма!р1вш®ся случав, когда G * Q о, 1^0 } .

п.5. Йспадша̂а операторы фтV > С&АЗ), ROT опреде­
ленные равенства**® С9̂—(II) и » определяя оператор 
в соответствие ©формулой (1.4), выпишем явный вид полностью 
консервативно® вэшвд:

(3.15) Ц +  C S ^ H H ^ H  = o ;

(зле) ?*ь+ 9 » * V 9 4 ^ * - Ц ) ~ 4 ( S % ( S * 0 | ) +

+ u(.cs«)$ +cstf)0l =- p* ;
(3.i?) gW-vi)^+ jiA (ЧР*-и%У u ^ ) *  -(sw)|V

+ s v -vustbt+cs vH'ii =- h
(3.18) §>|fc* $ ц'£ $ + 9'tf Ц = ~ P  C Ltt  + 'y><s')

$ 4. Обосйишв на случай вашмоуталдт сеток.

п.1. Будем считать, чхо уравнения (1Д)-(1.3) решаются в об­
ласти 5 1  , лежащей В ПЛОСКОСТИ W -  K v . o i
к вое величины' зависят только ot X  s ^  ,



В области Q. введем четцрехугольную сезздг» по структур© ана­
логичная прямоугольной сетке в квадрате

ФнгД

Узлы такой сетки занумеруем двумя индексами, -аналогично тому» ( 
как это делается для прямоугольной сетки.

Как к ранее, сеточные функции Р, £ , §  £ ЯК * a W К 
Скалярные произведения вводятся по формулам 13.1), (3,3), да 
под объемом VK i: понимается величина

(4.1) !%
* VM*-u e~u j

Векторное произведение определим по формулам С3*4).
п.2. Определяющий оператор Ф1V задали следующим образом:

/ /74 л с ( * Щ \  jl л *:{ %AY . *
(4.2) ($IVA);j - Q ) ‘ \A*| S'J ) *

да r о

(4.3) ( M \  a [ ( . *"i'°ЧУ ЧХ^̂ -'Г' ) \ A  W y  j



Очевидно, что построенный оператор имеет дивергентный вид.
Нетрудно проверить» что операторы Дх. и 8^/^ЗС .оп­

ределенные формулами (3) удовлетворяют равенству:

(4.4) Си > ! х \ * .+ =  ° '

Оператор , определяемый в соответствии с формулой (3.7)
имеет вид:

CrPA2)x 4 ' = o.S + Ъос") 
G 8 ^ 4 - o . s / b ^ + liL\

(4.5) ^ Ч  * * j

В соответствии о (3.8) дяя оператора R ОТ получаем выражения:

R 0 T x t « * . s ( ^ + ^ ) ;

(4.6) R O T u /С ~ -0.S (дМ + SA2.) •

R0T , ? =  o s f ^  + Ш _  &АХ SAX \N \~Тх + Ьзс -д^
Построенный оператор Я ОТ1 является самосооряженнш: R0T= ROf * 

Непосредственной проверкой убеждаемся, что соотношение 
(ЗЛ2), гарантирующее полную консервативность, выполнено.

Выражение для оператора (Д, V} вводом по формуле (1.4).
Используя введенные операторы, разностную схему можно записать 
в виде:

(4.8) J|-

(4.9) §?$Г V ( ^ 7 )  vT- - &-RA3) р

(4.10) 4  (4Svf,G-RA3)£)=-pa)lVV^

$ 5. Полностью консервативные разностные схемы i
иа сдвинутых сетках

п.1. Описанные выше разноотные схемы относились к случаю,

13

з& Разностные схемы, аналогичные построенным в данном парагра­
фе, ранее получены И.В.Фрязиновым из других соображений.



когда вое дисщ>етные величина относились к узлам разностной 
об тки. На практике широкое распространение иолучшж схемы, ис­
пользующие следующую дискретизацию величин: плотность # давление 
и удельная внутренняя энергия относятся к центрам ячеек сетки, 
в jro время как значения скорости опредайевы в узлах.

Развитый выше подход обобщается на этот случай. Ограничимся 
рассмотрением прямоугольных неравномерных сеток. Пространство 
сеточных функций ip » вычисляемых в центрах ячеек расчетной сет­
ки* обозначим НО •Здесь во избежание нодуцеяой индексации ячей­
кам сетки и величинам* к ним относящимся, присвоен индекс нижне­
го левого узла ячейки *

В качестве определяющего выберем "оператор 5)1 V ' *ЖК~> НС ? 
который аппроксимируем с̂дута̂м образом:

гв. n f o v A .  t ’

. 11 . Ы н ,  з , Ц  >.

Согласованный с шш оператор G-R АЙ I НС. — имеет вид:

№г) Ссяа**ЭД- r ^ v V V - M  - >

Введенные операторы и C-RA3) позволяют шдрокошшро-» 
вать уравнение неразрывности и уравнение для баланса удельной 
внутренней энергии:

(5.3) +  ‘ W  ) =  0 ^" 'ОХ.
(5.4) 5^ +  (4<?>f,G-RA®£)=-P'5)IV VT ; * '

где

/ л\ %  ̂  k +s4  "Xi-1 ̂ S«i-* W »  U  ̂  ?v* k  bbi-i 

№ .6)<?>T * * * * »

п.2. Дяя построения оператора
непосредственнее использование операторов SbTY и Q>Rh$} затруд­
нено ввиду несовпадения областей значений к областей определе­
ния этих операторов.
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Введен осредненныЗ оператор <лx v >  таким обрезом» чтобы 
выполнялось соотношение

(5.б) < a i v ^ ( v< S’> W >) =  о ;

Из (6) следует

Л *  с ” ' ( -
Используя теперь согласованные о операторы -C&UA3) V  •

НК* Ж К  К < ^ек * введем раз­
ностный аналог оператора ^ в соответствии с (0.4):

С помощь» (8) вшшшем аппроксимаций уравнений движения:

■СО.» < ? > №  р

Для полней консервативности схемы (3), (4)» (9) достаточно, что­
бы дня операторов ^£TV>^cra:d> и <rot> были выполнены тож­
дества (1*12) и (1ЛЗ) .Условие (I.I2). выполнено в силу сог­
ласованности системы операторов <2>xv> ,<&%№> и <R0T>
В справедливости (I.I3) можно убедиться непосредственной про­
веркой.
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