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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ
В ОПЕРАТОРНОЙ ФОРМЕ

1. Численное решение задач математической физики показало, что эффектив­
ным критерием оценки качества разностных схем является воспроизведение ими 
важнейших свойств исходных уравнений. В настоящее время разработаны конструк­
тивные методы построения разностных схем (1-2), обладающих заданными качест­
вами, такими, как консервативность (1) и полная консервативность (3). Вместе 
с тем при теоретическом рассмотрении разностных схем удобным оказывается их 
представление в операторном виде (*). Очевидно также, что располагая разностны­
ми аналогами основных операторов математической физики, построение разностных 
схем можно, по существу, свести к формальной процедуре. Качество получаемых 
таким образом разностных схем определяется свойствами указанных разностных
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операторов. В первую очередь здесь следует выделить фундаментальные соотноше­
ния векторного анализа, связывающие, исходные дифференциальные операторы. 
Разностные операторы, воспроизводящие зти свойства, назовем согласованными.

Рассмотрение разностных аналогов операторов grad, div и rot, по-видимому, 
впервые было проведено (4, s) для частного случая прямоугольных сеток в орто­
гональных координатах.

Предлагаемое в настоящей работе обобщение разностных операторов GRAD, 
DIV, ROT на случай произвольных косоугольных сеток носит неформальный харак­
тер. Особое внимание уделяется достижению свойства согласованности, тесно свя­
занного с консервативностью и полной консервативностью соответствующих раз­
ностных схем ( ) .  Введенное определение понятия согласованности операторов 
одновременно служит конструктивной основой для их построения.

2. Как известно, выполнение законов сохранения формально связано с опре­
деленными интегральными свойствами основных операторов математической физи­
ки grad, div и ro t:
(1) $ {p(n,A)dS= f  (pdivAJF+ /  (A, grad<p)JK;

s  v  v

(2) f  (n, [A X B]) dS = /  (B, rot A) dV  -  f  (A, rot B)d  V ;
S V V

(3) f  *(C, [nX A))dS= Sv  (C, rot A)d V  -  /  (С, [A X grad <p\)dV',
S V V

здесь S — замкнутая поверхность, ограничивающая объем V, С — произвольная век­
тор-функция такая, что ro t С =  0.

Естественно потребовать, чтобы разностные операторы GRAD, DIV, ROT, 
аппроксимирующие grad, div и rot, удовлетворяли дискретным аналогам соотноше­
ний (1 )—(3). Систему разностных операторов, обладающих такими свойствами, 
назовем согласованной.

Если операторы GRAD, DIV и ROT построены, то остальные операции можно 
ввести, исходя из формул векторного анализа. Например, операция (A*V)B опре­
деляется соотношением
(4) (А - V)B = 0,5 \ grad (А, В) -  [А X rot В] -  [В X rot А] -  rot [А X В] +

+ A divB — В div А}.

3. Для построения согласованной системы операторов поступим следующим 
образом. Выберем какой-либо из операторов grad, div или ro t и аппроксимируем 
его непосредственно. Полученный разностный оператор назовем определяющим. 
Отметим, что при заданном способе дискретизации скалярных и векторных величин 
выбор определяющего оператора целесообразно производить, исходя из возможнос­
ти достаточно просто его аппроксимировать. Далее с помощью дискретных аналогов 
тождеств (1 )—(3) построим остальные разностные операторы, которые будем на­
зывать определяемыми. При этом структура определяемых операторов зависит от 
вида аппроксимации интегральных выражений в (1 )—(3).

4. Области определения и области значений разностных операторов тесно 
связаны со структурой используемой расчетной сетки. Не ограничивая общности, 
рассмотрим в дальнейшем случай, когда все функции зависят только от двух про­
странственных переменных в пространстве декартовых координат х ,у ,  z.

Пусть в области £2, лежащей в плоскости (х, у ) , введена четырехугольная 
сетка, по структуре аналогичная прямоугольной сетке в единичном квадрате, а в 
остальном произвольная (рис. 1а). Узлы такой сетки занумеруем двумя индексами 
if, индекс ячейки совпадает с индексом ее левой нижней вершины. Для описания
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Рис. 1. а -  Структура разностнойсетки; б -  индексация геометрических элементов сетки

векторных функций удобно формально ввести в рассмотрение пространственную 
сетку, состоящую из прямых призм, опирающихся на ячейки Sly плоской сетки. 
Объем такой призмы обозначим Vy (рис. 1 б ) . Индексация остальных геометричес­
ких элементов пояснена на рис. 1 б.

5. Для удобства изложения введем различные пространства сеточных функ­
ций. Пространство сеточных скалярных функций, значения которых вычисляются 
в узлах сетки. обозначим через НК. Пространство сеточных скалярных функ­
ций, определенных в центрах ячеек {£2,у}, будем обозначать через НС. Для описания 
вектор-функций используем два способа. Вектор-функцию А можно характеризо­
вать с помощью ее ортогональных проекций на направления нормалей к  граням 
призмы Vtj. Значения таких проекций ASfy, ASщ ,  ASi;if отнесены к центрам со­
ответствующих граней. Пространство введенных таким образом сеточных вектор- 
функций обозначим через 3CS. При втором способе описания вектор-функций А 
будем использовать значения ортогональных проекций на направления ребер приз­
мы Vy. Компоненты ALfy, ALщ ,  АЬ^ц сеточной вектор-функции А определены 
в центрах соответствующих ребер. Пространство таких сеточных вектор-функций 
обозначим через KL.

6. Пусть, например, скалярные функции заданы своими значениями в узлах. 
Оператор grad в каждой точке пространства полностью описывается своими орто­
гональными проекциями на три некомпланарных направления 1г, 1г , 1г :

В дискретном случае естественно выбрать 1г> l2> h  направленными вдоль соот­
ветствующих ребер ячейки пространственной сетки. Используя формулу (5), опре­
деляющий оператор GRAD определим следующим образом:

где Iriij -  длины соответствующих сторон ячейки (рис. 1). Из (6) следует, 
что областью определения оператора GRAD в данном случае являются сеточные 
функции из НК, а областью значений — пространство сеточных вектор-функций JCL.

Для построения определяемого оператора DIV воспользуемся дискретным 
аналогом тождества (1), где \р€.НК, AGJCZ.. Аппроксимируя входящие в (1)

(6)
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интегральные выражения, например аналогично (7) , получим в результате выраже­
ние для оператора DIV: ЖЬ НК

Таким же образом, используя соотношение (3), приходим к  определению 
оператора ROT: 3CL-*3CS\ (ROTA)q=*[RS%tp ЯБщ, R S^}:

Для образования повторных операций оператору ro t необходимо поставить 
в соответствие еще один разностный аналог —(ROT: KS-^JCL. Построение этого 
оператора производится на основе тождества (2), вид этого оператора аналоги­
чен построенному в (7) .

Полученные операторы допускают возможность образования повторных опе­
раций, при этом оказывается (DIV ■ GRAD)* -  DIV ■ G.RAD <  0; (ROT • (ROT)* = 
= ROT • (ROT >  0; ROT GRAD = 0 ; DIV ■ (ROT = О. Отметим, что операторы DIVX 
XGRAD, ROT • Ш Т имеют дивергентный виД (*). Приведенные выше свойства 
разностных операторов позволяют представить любую сеточную вектор-функцию 
А  Е ЖЬ в виде ортогонального разложения А ^ GRAD\р + (ROTВ, где ip€HK, BE 
Е KS. Подобное разложение для случая прямоугольных сеток было получено в (4).

7. Аналогичным образом в качестве определяющего можно выбрать опера­
тор div. Непосредственная аппроксимация этого оператора может производиться 
интегроинтерполяционным методом согласно определению

(7) (DIVA)„ = j

= -ALU/),

(8) RSr,i r -±-(AUl t l l -ALU,),

RSUi ~ 1 Щ*1 -  + (ALj}i+1/h}i+lf — ALijjflrii/) | .
iLij

#(A ,n )dS
s

(9) div A = lim
v-+o у

Оператор DIV: KS-^HC, построенный на основе (9), имеет вид (8, 9)

(DIV А)у ~ S%y + х -  ASfy Sfy + ASrii+ijSiii+xj -  AStiy S^y).
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Определяемые операторы GRAD: НС -»■ K S ; (ROT: K S -»■ K L ; ROT: K L K S  стро­
ятся соответственно на основе соотношений (1) —(3).

Выбор оператора rot в качестве определяющего позволяет получить еще 
одну систему согласованных операторов. Непосредственная аппроксимация этого 
оператора производится в соответствии с его определением

Я А .Л )
(10) (rot A, n) -  lim -— •

S —o Л

Определяющий оператор ROT: 3CL->XS, построенный на основе (10), совпадает 
с оператором, заданным равенствами (8) (см. (7) ) .  Определяемые операторы 
GRAD: HK-*KL\ DIV: KL ->НК ; (ROT: KS-+3CL строятся соответственно на 
основе соотношений (3), (1), (2).

Наряду с использованием соотношений (5) , (9), (10) можно использовать 
и другие подходы к аппроксимации определяющих операторов, например, приведен­
ные в (9, 10 ) . Отметим также, что изложенный подход к построению разностных 
схем применим для сеток произвольной структуры и для любого сеточного описания 
скалярных и векторных величин. В качестве условий согласования вместо соотно­
шений (1) —(3) могут также использоваться соответствующие вариационные прин­
ципы (2) , (7) ,  (8) .

Аппроксимация определяющих операторов, очевидно, следует из способа 
их введения. Аппроксимация же операторов, полученных из условий согласования, 
в каждом конкретном случае должна являться предметом специального рассмот­
рения. Некоторые примеры исследования аппроксимации определяемых операторов 
можно найти в (7, ) . Дивергентный вид построенных операторов второго порядка 
позволяет использовать при исследовании сходимости результаты общей теории (*).

Отметим, что на прямоугольной сетке построенные предлагаемым методом 
разностные схемы переходят в известные схемы из (*).

8. В заключение отметим, что согласованные разностные операторы использо­
вались при построении разностных схем для уравнений теплопроводности, диффу­
зии магнитного поля и гидродинамики. Примеры прикладных расчетов можно найти 
в О 1, 12).
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