
ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Том 21 Январь 1981 Февраль № 1 

УДК 517.958:537.84 

> ВАРИАЦИОННЫЕ СХЕМЫ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ 
В ПРОИЗВОЛЬНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 

В. М. ГОЛШИЗНИН, Т . К. КОРШИЯ, А. А. САМАРСКИЙ, 
В. Ф.ТИШКИН, А. П. ФАВОРСКИЙ 

(Москва) 

На основе вариационного принципа, аналогичного принципу наи­
меньшего действия в классической механике, строятся разностные схемы 
для трехмерных уравнений МГД. При этом используется произвольная 
криволинейная система координат. Исследованы свойства получившихся 
разностных уравнений. 

§ 1. Дифференциальные уравнения 

1. При численном моделировании движения сплошной среды оказыва­
ется удобным использовать формализм, основанный на введении функции 
Лагранжа [*•2]. В отсутствие диссипативных процессов лагранжиан сплош­
ной среды, погруженной в магнитное поле, можно представить в виде 

Здесь в качестве эйлеровой системы отсчета применяется произвольная 
неподвижная криволинейная система координат х\ г=1, 2, 3; р —плот­
ность; е —удельная внутренняя энергия; vh v* суть ко- и контравариант-
ные компоненты вектора скорости v; Н{, Н{ суть ко- и контравариантные 
компоненты вектора напряженности магнитного поля Н; Q< — область, заня­
тая средой, dQ=dxidx2dx3; g — определитель метрического тензора gik. 
В дальнейшем предполагается, что латинские индексы принимают значе­
ния от 1 до 3; повторяющийся индекс означает суммирование. 

Переходя к лагранжевым координатам q\ т. е. полагая х*=х*(д\ q2

y 

q\ t), dxi/dt=vi(qi, q2, q3, t), можно переписать лагранжиан (1.1) в виде 

где Q,=Q(x(q)), dQq=dqldq2dq\ J=d(x\ x2, xz) I d(q\ q2, g 3 ) > 0 . 
Задание лагранжиана вместе с дополнительными связями, отражаю­

щими характерные особенности течения, полностью описывает МГД-си-
стему. В рассматриваемом случае роль таких связей играют условия не­
разрывности, сохранения магнитного потока-и адиабатичности. 
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2. Условие неразрывности следует из закона сохранения массы произ­
вольного жидкого объема Q'^Q: 

dt J dt 
0' iiq' 

ИЛИ , 

(1.2) p / ^ = R . ( q ) . 
Если в качестве ql принять координаты частиц среды в начальный момент,-
то р 0 имеет смысл плотности при £=0. Дифференцируя (1.2) по времени, 
получаем соотношение 

dt ^ дх\ , 
представляющее собой уравнение неразрывности в криволинейной систе­
ме координат. 

3. Условие сохранения магнитного потока через произвольную жидкую 
поверхность 2 (условия вмороженности для бесконечно электропровод­
ной среды) выражается в виде 

здесь dSi — компоненты псевдовектора элементарной площадки [ 3 ] . Ве­
личины g,2dSi— компоненты вектора, направленной) по нормали к эле­
менту поверхности и по абсолютной величине равного его площади. Ис­
пользуя правила преобразования псевдовекторов [ 4 ] , находим, что 

Здесь dSqh — компоненты dS в лагранжевой системе координат. Из (1.3) 
нетрудно получить условия вмороженности в форме 
(1.4) ^ W = O f c ( q ) , 
где / . . 

тъ dqh 1 - dfr дх1 

Ji =/~~^ = — e h m n e i r r дх' 2 t r

 }dqm dqn' 
ehmn, eiri — абсолютно антисимметричные тензоры. 

Учитывая свойство J? 
; dxm 

(1.5) 1> — = ЬП, 
oq" 

равенства (1.4) легко разрешить относительно Н{: . 
(1.6) / f v ^ = O W / 5 g \ 

Из (1.6) непосредственно следуют уравнения индукции и изменения 
энергии магнитного поля в лагранжевых переменных: 
, ч „ dm dpg . dv{ 

( 1 7 Jg'i'.—_ = ° Я Ч - < Г А ,,• 
B dt dt . dqh ' 
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(18) — J * W H \ - H i R l Mgh' + Bj<I>h dv* + Jg"H™H« dgmn 

dt 8л 8n dt in dqh 8n dt 

4. Условие адиабатичности течения выражается равенством 

(1.9) ds=-pdp-\ 

Совместно с уравнением неразрывности (1.2) условие (1.9) определя­
ет закон изменения е: 

(1Л0> "тг-п^-
5. Согласно принципу наименьшего действия, движение среды проис­

ходит таким образом, что функционал действия 

F=*=§L(t)dt 

принимает стационарное значение [ 5 ' 6 ] , т. е. 

v*vl dgu 

8я 4д 8я дат J 

Используя дополнительные условия (1.2), (1.6), (1.9), можно исключить 
отсюда вариации бе, 8v\ 8Н\ 6(Jgh), выразив их через вариации 8х\ 

Приравнивая нулю множители при независимых вариациях, прихо­
дим к уравнениям движения магнитной гидродинамики: 

dVi vkvl dgkl 

( 1 Л 1 ) P o ( ^ - — I F ) 

\ 2

 8 < . м ч а . 3 H i ® 1 д«*Ч v = —g'2 (p• / » ) + J° 2 

ё до1 KF % 1 dql An 8n дх* 

где р*=р+Н{Н118п. 
Уравнения (1.2), (1.6) или (1.7), (1.10) и (1.2) совместно с кинема­

тическими соотношениями dx'/dt^v* и уравнением состояния р=р(р, е) 
полностью определяют поведение бездиссипативной МГД-среды при со­
ответствующих начальных и граничных условиях. 

Для распределения начального магнитного поля необходимо потре­
бовать соблюдения условия соленоидальности 

(1.12) d i v H = ? - % _ ( ^ ) = 0, 
дх1 • 

которое может быть выражено в терминах потоков Ф* следующим образом: 
дф</дд{=0. 
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§ 2 . Дискретная, мод ель 

1. Будем предполагать, что Qq представляет собой единичный куб в 
пространстве лагранжевых переменных q\ Введем на Qq прямоугольную 
разностную сетку с шагами Ag*=foi. Индексацию сеточных величин будем 
производить греческими буквами. Каждому узлу поставим в соответствие 
тройку натуральных чисел (а, [5, 'у^сол—{(а, [}, 4): а = 0 , 1, N; [}= 
= 0 , 1, ' , . . , М\ ч=0, 1, . . . , Р}. Множество всех узлов, определяющих ячей­
ку сетки (элементарный параллелепипед), обозначим через Ши считая, 
что индекс ячейки равен индексу узла (а, р, на котором дости­
гается min(a+^+ 'y ) . Множество всех- ячеек, содержащих данный узел 
(a, р, i ) в качестве вершины, назовем Ш2 (а, (}, ^ ) . Введем множество 
ячеек U)h и всех внутренних узлов соЛ, а также пространства сеточных функ­
ций Rh и Rh, определенных на со;1 и озЛ соответственно. 

Величины х\ v\ vt и gik отнесем к узлам разностной сетки, обозначив 
их, соответственно, {(&% Р Т} и т.д. Тогда связь между ко-и контравариант-
ными компонентами v будет записываться обычным образом для каждого 
узла: 

(2.1) Vi=gikvh для (а, р, ] ) е а ) Л 

(для упрощения записи в формуле опущен индекс afty). 
Термодинамические величины, а также Н{Н\ J и Jh

m будем относить 
к центрам лагранжевых ячеек и помечать индексом ячейки. Так как 
{(gih)a^}^Rh, то зависимость между ( Я г ) а Р Т и установим соотно­
шением 

(2.2) ( Я г . ) а Р Т = < ^ > а Р Т ( ^ ) а Р т , 

где { < ^ л > а р т } е ^ л
 — некая аппроксимация gik в центре ячейки, например 

вида 

(2.3) < £ . f t > a P T = J _ ^ ( g . f t ) v . 

2. Определим разностные аналоги для частных производных df/dq\ 
Для лагранжевой ячейки (a, 7 ) введем выражения 

^ 1 / ~ 1^ ( ~ ~ l ) a i + 1 / a + a 1 ) P + p 1 ) T + T i 7 .4Л4-
a i , ^ i , T i = 0 , l 

1 
(2.4) ^ / = _ ( - 1 ) / , + a i i P + P i i T + T l 1 

4fe2 
a i , P i , T i = ° , 1 

4fe3 

a i A , T i = ° , : 

где { /ает} е ^ . Выражение (2.4) аппроксимирует 5//ддг' в центре ячейки. 
Для достаточно гладких / 

(2-4' ) ^г/ = | г _ -(ЦК). 
а р 7 
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Черта над индексом означает, что аппроксимация проводится в центре 
ячейки, h2=hi

2+h2

2+h3

2i. 
Заметим, что для d-J справедлива формула 

venr,(aPT) 

Разностный аналог производной df/dq\ определенный в узле разностной 
сетки, введем следующим образом: 

veHT 2(apT). 

Нетрудно видеть, что 3,-/, / ^ Л Л , является аппроксимацией df/dq{ в узле 
со вторым порядком. 

3. используя д-г, произведем дискретизацию величин / / и / . Поставим 
в соответствие У/ и / разностные выражения Sf и S, полученные формаль­
ной заменой производной d/dq{ на 3?: 

1 
(2.5) 3?= — е*тпетдтхкдъх\ 

(2.6) 5 - 4- етдща*дъх1Ш 

При этом ^. 
V=Vh&+0(V), S=J\^+0(V) . 

и выполнен разностный аналог тождества (1.5), имеющего место ..'в диф­
ференциальном случае: 

(2.7) Sfax^SrS; 

кроме того, отметим равенство 

\ ~ 1 3 5 а р т 
= 0 . 

Используя (2.7), (2.4) и (2.4'), можно показать, что если f&Rh, а ф^Л/,, 
Т О 

J(xk)v " дхк 

veDTi(apT) 
(2.8) • , 

_+o(h% 

Kv д(х*)а*ч 

Следовательно, выражения 
dS T-I 35 v 

можно рассматривать как разностные?; аналоги операторов 1д/дхк, 
отнесенных, соответственно, к ячейке и к узлу разностной сетки. 
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4. Остановимся на вопросе аппроксимации выражения gk' в ячейке. 
Поскольку gih относится к узлам, то значение gk в центре ячейки может 
быть определено, например, следующим образом: 

( 2 . 9 ) .«£ ' ' '»= ^ - YJ *у !' 
v e n r ^ a P T ) 

где ^v = = s det {gik)v» при этом €g^ — g f 2 1 ( ^ 2 . ) • 
С другой стороны, если известно разностное выражение для V=Jgl> 

(см., например, [ 7 ~ 9 ] ) , то можно определить среднее значение для g!% как 

(2.Ю) < ^ > a P T = W S « P T . • V 

Очевидно, что 4 g v s > = J ? V 2 | ^ + 0 ( f e 2 ) при условии, что F a P T аппроксимирует 
(g'V) со вторым порядком. 

§ 3 . Дифференциально-разностные уравнения М Г Д 

1. Множество лагранжевых ячеек чо̂  может быть рассмотрено как не­
кая дискретная модель сплошной среды. Состояние каждой ячейки опре­
деляется величинами рарь рдэт, Vm, # a 0 v 8«ет и .(v%, ve=ZZ7i ( а ^ ) • Ва-
риацйонный подход позволяет построить класс дифференциально-разност­
ных уравнений, задающих согласованное изменение всех МГД-величин. 

Для дискретной системы шЛ лагранжиан определяется, как разность 
кинетической и потенциальной энергии: , 

1^— Рарт^аРтС-К'аРт'-Цартг) ; 
(аРт)ей Л •>) 

здесь Как, Парт обозначают, соответственно, удельную кинетическую и по­
тенциальную энергии ячейки: 

veZZT^apT) 

, ( f f * f f f t ) « p T 

M a p T = 8 a p T 4 - ; — . 
OJXpapv 

Очевидно, что Lh=L+0(h2). Заметим, что аппроксимация кинетической 
ячейки может производиться и другими способами. 

Для разностного лагранжиана вводится функционал действия 

Fh=l Lh(t)dt. I 
. «г .'. 

Чтобы получить дополнительные условия,^накладываемые на измене­
ние входящих в Lh функций, рассмотрим разностные аналоги условий не­
разрывности и вмороженности магнитного поля. 

2. Используя выражение для V, введенное в § 2, можно написать 
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при этом т имеет смысл не изменяющейся во времени массы лагранжевои 
ячейки (предполагается, что обмен массой между ячейками не происходит). 
Из (3.1) следует дифференциально-разностное уравнение неразрывности 

Производную от V по времени можно аппроксимировать двояко. 
Если выражение для объема рассматривать как функцию от коорди­

нат, VaM=VaM{xv

l: v^IU^a, j5, Y ) } , TO следует положить 

( з . з ) - £ L - у _JL_J^L= у >i 
dt d(xh)v dt L=b d(xk), 

Поскольку V — известная алгебраическая функция, dV/d(xh)v вычис­
ляется явно. 

С другой стороны, равенство dg,2J/dt=Jk

idg!zuh/dxi1 можно с помощью 
(2.8) аппроксимировать выражением 

(3.-4) £ - , S ^ W ) - Y, l ^ W - ' 
v e l f f i ( a P T ) 

Убедимся, что уравнение (3.2) аппроксимирует дифференциальное 
уравнение неразрывности (1.2) в центре ячейки, если для dV/dt исполь­
зовать (3.4) или (3.3). В первом случае это очевидно, так как из (2.5) 
имеем 

dV 
_ + 0(h*). 

dt K * v ь ' •• • дх 

Для (3.3), используя (2.8) — (2.10), можно написать 

\ П 0V 
/ i д(хк) 

5(x*) v " v \ ~ J g дх* \— + ^ JL Vv д{Х*Ъ + 

3. Дискретизируем уравнение вмороженности для магнитного поля. 
Разностное выражение 

(3.5) < £ 7 2 > # ^ = Ф / , - • " 

в силу (2.6), (2.10), аппроксимирует условие вмороженности (1.4) в цент­
ре ячейки с точностью О (А 2). Можно показать, что Фк представляет собой 
«разностные» потоки через плоскости, проходящие в центре ячейки пер­
пендикулярно q\ Проводя свертку (bldixk с учетом (2.6), уравнение (3.5) 
преобразуем к разностному аналогу уравнения (1.6) : 

(3.5') УН*=Ф%х\ 
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Дифференцирование (3.5') по времени приводит к разностному уравне­
нию индукции, соответствующему (1.8): 

dHh dV \ \ 
(3.6) V——=-Hh* +Фгд!и\ 

dt dt 
при этом под dVldt понимается одно из выражений (3.3) или (3.4). 

Из (3.6) и из уравнения индукции, записанного для ковариантных 
компонент Hhl путем стандартных преобразований получаем уравнение 
для энергии магнитного поля ячейки в виде 

v dt Л 8я / 8я dt . 4я 
VHnHm d<gmn> 

8я dt 
Как легко видеть, (3.7) аппроксимирует (1.9) с точностью 0(hz). Для 
d(gmv)ldt, так же как и для производной dV/dt, допускаются различные 
приближения. В общем случае очевидно, что 

(3.8) 
veZIT^aPT) 

Если <gih> вычислять по формуле (2.3), то (3.8) переходит в 

v e H r t ( a p T ) 

В заключение рассмотрим вопрос о выполнении условия соленоидаль-
ности магнитного поля. 

С помощью формулы разностного дифференцирования (2.8) и соотно­
шения (3.5) аппроксимируем выражение (1.12) равенством 
(3.10) а , « ^ > Я ^ ' ) = ^ Ф г = 0 . 
Но, в силу (2.8), левая часть (3.10) есть не что иное, как аппроксимация 
d ivH. Следовательно, условие 
(3.11) д{ф{=0 
можно считать условием соленоидальности магнитного поля. Таким обра­
зом, как и в дифференциальном случае, если в момент t=tQ выполнено 
(3.11), то магнитное поле остается соленоидальным и в последующие мо­
менты времени. 

4. Найдем условия равенства нулю первой вариации функционала 
действия Fh: 

(3.12) bFK = ] £ { m a P T [ £ - 6 е « , т ] -

- О У а Р Т 3 U i " 7 — • 

оя г 4я 

^<gkl>a^hj 
0 т . - он* . - . wt „ -Jfijiz dt. 
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Примем за независимые вариации 6(#% P T и определим их связь с вариа­
циями остальных величин, входящих в (3.12). Она устанавливается со­
отношениями 

(3.13) д 

76Я*= -Нк8У+Ф*д$хк, 8 е = / — — ) I 8 7 = - .— 67 . 
\ d p - 1 I \ О V I т 

Для 6 7 и 6<&ь> используем два типа соотношений, соответствующих 
(3.3), (3.8) или (3.4), (3.9): 

dV 

(3.14) 
v e i a , ( a P T ) 

v e n r ^ a P T ) 

d<ghl> 
'd(xn)v 

6 7 = ^ ^ ( 6 ^ ) = V 

(3.15) 
5 ( X " ) V 

vem,.(aSr) 

v e m ^ a p T ) veHT^apT) 

Как нетрудно заметить, наличие разных аппроксимаций 6V и 6<gw> при­
водит к различным динамическим уравнениям, для получения которых 
требуется подставить (3.13) и (3.14) или (3.15) в (3.12) и провести со­
ответствующие преобразования. Выпишем эти уравнения в окончательной 
форме: 

veI£T 2(aPT) 

Я,Ф П , r-i d<glk>v (VH4P)V 

4я дхг' 8я 
у е Ш 2 ( а Р т ) 

(соответствует случаю с (3.14)), 

v e I 3 T 2 ( a p T ) 

# < Ф П ; 1 dglk vi ( т д а % 
4я 8 Зж* * - J 8я 

v e m t ( a P T ) 

(соответствует случаю с (3.15)). Здесь 

Л / = т а р т = — ^ ^ v . 

Так как M=pJgl3\aM+0(h2), то второй порядок аппроксимации для урав­
нений (3.17) легко устанавливается на основе формул § 2. В уравнении 
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(3.16) необходимо оценить порядок аппроксимации выражения 
1П dVv / ' ... 3S V # с т 3<g' / 2> v\ 

venr2(apT) veIir2(apT) 
Используя (2.8) и то, что 

< * * > * т — ~ ' £ {ghh+0\h*)t 

v e m , ( a P T ) 

получаем 

За:* За^ ^ - J Зя г • ap T 

veHT 2 (aPT) . ' veZIT 2(aPT) 

7, . ' V ' Jdfgk\\ .±n,i^_ g^dp*]?-~ ^ ) \ + 0 ( f e 2 ) = - g P * 1 + 0 ( / г 2 ) . 
С г / I a f t d q n laPT 

\ За?* За;* / 1 a p T dqn i a P T 

Таким ®бразом, аппроксимация динамических уравнений (3.16), (3.17) 
показана. i 

3. Уравнение для удельной внутренней энергии может быть получено 
аналогично тому, как это делается в [Л]:' 1 

de dV m dp 
(3.18) та — — = . r 

<ft d£ p 2 dt 
Уравнение (3.18) имеет энтропийную форму, причем для dV/dt можно 

использовать любое из выражений (3.3), (3.4). 
Для расчета течений с ударными волнами, сопровождающихся повы­

шением энтропии, необходимо введение искусственных диссипативных 
процессов. Это может быть осуществлено по рекомендациям, предложен­
ным в I 1 0 - 1 1 ] . , . 

Следует отметить, что в случае двух пространственных переменных 
для декартовых, цилиндрических и сферических координат полученные 
схемы совпадают с приведенными в [*•2'7> 

Техника дискретизации по времени ничем не отличается от той, кото­
рая развита в [*»2 / 1 2 ] . 

§ 4. Некоторые свойства дифференциально-разностных уравнений М Г Д 
В этом параграфе изучены свойства разностной системы МГД-уравне-

ния для случаев, когда используется динамическое уравнение (3.16), а вы­
ражение для dY/dt задается из (3.3). Все полученные результаты без тру­
да распространяются на случай с уравнениями (3.17) и (3.4). 

1. Выпишем полную систему дифференциально-разностных уравне­
ний МГД: 

(41) MI^J™Z*L\- У \ Р . ^ 1 ^ ^ н > н % 1 
к \ dt 2 дх* I jLi V дх* дх* 8я J 

- vrZ0j (apT) 

- з А -
4я^ 

( 4 . 2 ) p V — = - P — =-P £ jjg^VU 
veHT^apT) 
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(4.3) УНк=Ф%хк, 

(4.4) у—,= - Н к ~ + Ф ^ к , 
at at 

d HkHh HkHk dV НкФ^ик VHkW d<gu> 
1 4 . 0 ) V = — г r. 771= Vn 

dt Sn Sn dt 4я 8я dt ' ^ 
(4.6) dx4dt=v\ p=p(e, p ) . 

Отметим.х что система (4.1) —(4.6) использует смешанные компоненты 
векторов скорости и напряженности магнитного поля, что упрощает их за­
пись. Однако нетрудно привести эти уравнения к форме, в которой исполь­
зовались бы только ко- или только контравариантные компоненты; для это­
го достаточно прибегнуть к формулам преобразования (2.1) и (2.2). 

2. Обратимся к вопросу о законах сохранения для системы (4.1) — 
(4.6). Как следует из дифференциального динамического уравнения 
(1.11), закон изменения импульса выделенного объема жидкости £2с:£У 
имеет вид 

(4:7) - J р , , , dQq - j .p. _ (— - _ ) dQq + 
QQ' QQ' . 

Пусть в разностном случае соответствует множество © / ^ { a i ^ a ^ 
< а 2 , (3i^P^p2, Ti^'Y^Ts}^бол. Динамические уравнения (4.1) определяют 
изменение импульса этого множества. Просуммируем (4.1) по всем 
(afty) c=co/ И используем соотношения 

veIff,.(aPr) venr t (a |3T) veIZTt(aPT) 

В результате получим разностный аналог (4.7) 

(aPT)e© f t

r ( а Р т ) е о ) ^ ' 

d<gkl>v(VHlHk)vi ^ ^ , • ' W°> 

venr 2 (aPT) (apT) e <V v<=Itf2(aP7) 

БН, 

где .РБН представляет собой разностный аналог поверхностного интеграла 
в (4.7). Таким образом, разностные уравнения (4.1) консервативны по 
импульсам. 

Используя уравнения (4.2) и (4.4), аналогично можно получить выра­
жения для изменения удельной внутренней и магнитной энергии дискрет­
ного множества со/: 

(4-8) -jr £ £ ^-^г1"' 
. ( а Р т ) е ш Л ' ( а р т ) е ш Л

г 
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• ' . dt L A \ 8л / а П * A i .L \ 8n dt J 

\ 4я / a p T 
8Я :

 1 ^ 

Эти уравнения выражают баланс отдельных видов энергии. 
3. Покажем, что для дифференциально-разностной системы (4.1) — 

(4.6) выполнен аналог закона сохранения полной энергии 

— О о ] ' — - - + 6 + — \dQq = 

dt * \ 2 8яр / 

S' ' • ' 

Предварительно получим выражение, определяющее изменение кине­
тической энергии со/. Для этого запишем уравнение движения, используя 
контравариантную компоненту: 

(4.10) M(-^+.TUW} = 

= rt у I . 3 F v + ^ < g ^ v | ( ^ ) v g'»aA<D'\ 
? ZJ \ P V ' dxh \ 8я 4я ••• / 

v e n r 2 ( a p T ) 

г д е I V — символ Кристоффеля II рода. 
Произведя свертку (4.1) с У У 2 , а (4.10) — с v{/2 й просуммировав по 

всем (aPY)'e©'/> получим выражение для изменения кинетической энер­
гии узлов: 

8я 3(a^) v j \ ; 4я / арт^ 
Здесь Авн представляет собой работу сил давления и магнитного поля 

со стороны граничных к со/ ячеек. 
Складывая далее уравнения (4.8), (4.9) и (4.11), получаем искомое со­

отношение: -

(арт)ео) Л' (арт)есо л' 

Вследствие результатов пп. 2 и 3, а также в силу взаимосогласованно­
сти уравнения для магнитного поля и энтропийной формы уравнения для 
удельной внутренней энергии (4.2), система дифференциально-разност­
ных уравнений (4.1) —(4.6) обладает свойством полной консервативно­
сти [ 1 3 ] . • ' ; 

3 ЯШМ и МФ. № 1 
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§ 5. Примеры численных расчетов 

Рассмотрим движение идеального бесконечно проводящего газа, когда 
все величины зависят от переменных t, х{=х. Пусть в начальный момент 
p=po=const, р=Ро=const, их=и1==0. Начальные значения компонент ско­
ростей vy=vz, vz=v3 выберем следующим образом: 

О, х<0, 
их 

T F o S i n — 0 < х < 1 ; 

v7= 
W^ 

T 

О, х>1, 
W0, х<0, 

( пх \ 
1 + C O S — j , O^x^l, 

О, х>1. 
Начальное магнитное поле зададим выражениями, 

Hx=Hi=HXQ, 

ну=н2= 

О, х < 0 , 
лх 

HZ^H3= 

о , 

-Н0 

-Н0 cos пх 

х>1, 

х<0, 

0<х<1, 

Но, х>1. 
Пусть И^о=2Яо(4яр 0)" , / 2. Как нетрудно видеть, в системе отсчета, дви­

жущейся относительно лабораторной системы со скоростью V 0 T H = ( ^ A , О, 
Wo/2), где аА==#х о(4яро)""1 / 2, выполнены соотношения # t

2 ==# y

2 +# z

2 ==const . 
vx

2==vy

2+vz

2=const, v = - H (4яр) ~'/2. 
Заданные таким образом начальные условия определяют хорошо из­

вестное [ 1 4] стационарное движение газа, которое называется вращатель­
ной или альфвеновской простой водной. В такой волне поперечные состав­
ляющие векторов v и Н поворачиваются, не изменяя своих величин. Мож­
но показать, что в рассматриваемом случае все фазы волны перемещаются 
с постоянной скоростью и профиль волны не деформируется. Заметим, 
что при Z=0 простая альфвеновская волна переходит во вращательный 
разрыв. 1 

Фиг. 1 иллюстрирует результаты численного расчета простой альфве­
новской волны. Приведены зависимости величин HZ} Ну, vv, vz от эйлеро­
вой координаты в различные моменты времени для следующих значений 
параметров: Я 0=^1, р = 1 , j 9 0 = 0 . 0 1 , НХ0=2, Z=l. Показатель адиабаты 7 = 2 . 

В качестве второго примера рассматривается осесимметричная задача 
о разлете сгустка идеального бесконечно проводящего газа в вакуум. В ка-
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о о.5 го 

Фиг. 3 

3* 
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честве координатной системы используются цилиндрические координаты 
х*=г, х2—ср, х3—z. 

В начальный момент газ покоится и имеет форму шара. На фиг. 2 при­
ведены конфигурация расчетной сетки и распределение напряженности 
магнитного поля при t—О. Значения Н определялись по следующей фор­
муле: 

H=rotA, Al=Ar=0, A2=A,= (H0/2)-(l-r2-z2), A3=Az=0r 

где H0 — константа, соответствующая максимальному значению напря­
женности магнитного поля. Величина начального давления находилась из 
условия / ?+Н 2 /8я=# 0

2 /8я . Начальная плотность выбиралась равной еди­
нице для всего сгустка, показатель адиабаты *f=2. 

На фиг. 3 показаны конфигурация расчетной сетки и распределение 
напряженности магнитного поля на момент времени t=2. 

В заключение авторы приносят благодарность М. Ю. Шашкову и 
В. А. Гасилову за ряд замечаний, а также Б. Я. Любимову, принимавше­
му участие в обсуждении дифференциальных уравнений и сделавшему 
ряд конструктивных предложений. 
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