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Сформулирован вариационный принцип для динамических уравне
ний адиабатической магнитной гидродинамики в смешанных эйлерово-
лагранжевых переменных. Подробно рассмотрена вариационная; форму
лировка двумерных уравнений в случаях плоской и осевой симметрии. 

Введение 
Один из наиболее общи* и фундаментальных подходов к исследованию 

проблем теоретической и* математической физики основан на использова
нии вариационных принципов. Классическими примерами могут служить 
закон минимальности энергии для стационарных механических систем и 
закон наименьшего действия дли динамических систем с конечным числом 
степеней свободы. Из соответствующего вариационного принципа могут 
быть получены уравнения электродинамики; известны вариационные фор
мулировки для диссипативных процессов, существуют вариационные прин
ципы, описывающие гидродинамическое движение сплошной среды [1] . 

Вариационные принципы давно и успешно используются для получе
ния эффективных вычислительных алгоритмов расчета широкого круга 
прикладных задач. Так, в [2] , [3] вариационный принцип, аналогичный 
принципу наименьшего действия Гамильтона, положен в основу построе
ния дискретных моделей сплошной среды. 

Вариационный подход к построению дискретных моделей основан на 
аппроксимации функционала действия и ряда условий, носящих характер 
связей [3] , разностными по пространственным переменным выражениями. 
Последующее использование вариационного формализма приводит к диф
ференциально-разностным •уравнениям (дифференциальным по времени и 
разностным по пространству), аппроксимирующим динамические уравне
ния в лагранжевых переменных. При достаточно общих требованиях к 
способу аппроксимации функционала действия получающиеся дифферен
циально-разностные уравнения обладают свойством консервативности. 
Кроме того, аппроксимации различных уравнений, образующих полную 
систему уравнений механики сплошной? среды, оказываются в определен
ном смысле самосогласованными [2] , [3] . Самосогласованные дискретные 
модели хорошо передают тонкие особенности моделируемых течений даже 
на грубых расчетных сетках. 
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Однако, поскольку получающиеся на основе вариационного подходам 
[1], вычислительные алгоритмы оказываются лагранжевыми, они имеют-
ограниченную сферу применения. Так, течения с сильными деформация
ми рассчитывать на их основе трудно. 

Для расчета течений с сильными деформациями обычно используются 
эйлеровы [4] , [5] или смешанные эйлерово-лагранжевы [6] переменные.-' 
Дискретные модели в этих переменных строятся, как правило, на основе 
интегроинтерполяцйонного подхода [7]. Однако при таком подходе, к со
жалению, не всегда удается сохранить ряд важных свойств, которыми 
обладают вариационные модели в лагранжевых переменных, например 
свойртво полной консервативности [8] . * 

Попытки получить дискретные модели сплошной среды в смешанных 
эйлерово-лагранжевых переменных (с.э.л.п.) на основе вариационного 
подхода не приводили к желаемым результатам главным образом из-за 
отсутствия удовлетворительной формы соответствующего вариационного* 
принципа [1]., 

В настоящей работе такая форма вариационного принципа предло
жена. ^ г -

, ! § 1. Вариационная формулировка уравнений 
двумерной МГД в с. Эо л. п„ 

1. Пусть х, у — эйлеровы переменные, а, [}— лагранжевы переменные,. 
и ж V составляющие вектора скорости среды, t — время. Через р, бу
дем обозначать эйлерово-лагранжевы, или «опорные», координаты. Так как 
переменные у и а, ^ связаны взаимно-однозначным соответствием: 
х=х{а, р, t ) , у=у(а, р, £), которое в дальнейшем будем предполагать до
статочно гладким, можно написать 

' ,д'% ' . ' дх' , дх . 
dx= - т - da+.—; d$+ —г dt, 

(1.1) ^ 
ч ду ду ду 

dy= -—da~\ - d B + dt. 
* да 30 . dt 

Предположим далее, что (х,у) и (ос, являются также взаимно-одно
значными функциями от опорных переменных (£, р ) , так что имеют место 
соотношения 

дх дх [ дх \ 
dx=—~ dl+*—d\i+ 1 - т — dt, 

д% д\х \ dt 

ду 7„ , дУ г , / ду 
11> 

0.2) 
да , , да / да \ 

V dl fe дц
 p A dt I 
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Если (1.2) подставим в (1.1) и потребуем, чтобы d|=dp,==0, получим 

(1.3) 

дх дх, , ; 
да д$ 

. ду ду 1 
З а Зр I ' „ - . . - . . -. . 

где x=(dxldt)l} д, y=*(dyldt)ltn а Ц - д а / # ) б , » $=ЩЩг> » — скорости пе
ремещения опорной координатной системы ( | , р.) относительно координат 
.я, у, а, Р соответственно. .• • 

Перепишем (1.3) в более симметричном относительно переменных 
{х, у) и (а, (J) виде: | 

д(а,?>1. \ I <>.(*, Р)' д(а,х) . 

<1.3') 

« ; з а , р.; з ( | , u . f 

. jflfop) . ^ 3 ( а , г / ) 6 

з (6 ,м) i з а , u . ) r 

Разрешая (1.3') относительно d и (3, приходим к другой эквивалентной 
(1.3) форме записи кинематических связей между переменными (дуг/), 
v(a, jl) и (£, р ) : I: , ; \ •) 

<1.3 , /) 

3(я, у) д(а, г/) / . '. 3(х, а) . \ 
3 ( 1 ^ ) 3 ( £ , м Г 3 ( | , р ) V f / 

3 (*,*/) г 3 ( ^ ) 

3(!,P0 ' з ( | , и ) 4 з ( | , р) 
В дальнейшем используются следующие обозначения: р -—плотность, 

Е — удельная внутренняя энергия, Р — давление, 5—-удельная энтропия, 
r j=l /p —- удельный объем,:Г — абсолютная температура среды, р = р (а) *— 
плотность среды в лагранжевых переменных. 

Производные по времени!при фиксированных | й р, будем обозначать 
символом DlDt. 

2. Закон сохранения массы в лагранжевых переменных записывается 
в виде [1] ; 

(1.4) " p * < - ' _ | ^ L = p ( a , j J ) . 

Здесь I — целочисленный Параметр, равный 1 или 2. 
В первом случае уравнение (1.4) справедливо для плоскопараллельных . 

течений, во втором — для осесимметричных, причем х при 1—2 соответ
ствует радиусу г, а у — оси z в цилиндрических координатах. При введе
нии опорных переменных! | , |ц соотношение (1.4) принимает вид 

/ л ,,ч д{х,у) <5(a,jJ) < 3 . 

5(1, ц) , <Э(£,н) 
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Считая £, |i не зависящими от времени,;продифференцируем (1Ч4') по 
времени: 

(1.4 ) ——'А+р —— = А+р , 
Dt w Dt Dt . Dt 

где 

(i.5) 
0(6,1*) 5 (1 ,ц) 

Преобразуем правую часть равенства (1 .4"): 

^ я* Ь ( а , в ) 3 ( a , p ) P J a ( i , j i ) ; 

+ - Гд(*,В) + d (g ,p ) 1 _ d (pa ,S) + д(а,р$) 

3 ( 1 , (х) 

\ 5а ав / as 

Учитывая (1.3") и (1.4), записываем 

ра=рх —\х—и) (и—V) у, 

( 1 . 7 ) . r 

откуда находим 

(18) Э р д + д р $ _ д ( р х 1 - 1 ( х - и ) , у ) + д{х,рх1~1{у-у)) 

д а a s а ( а , в ) а (а, В) 

Подставляя (1.8) в (1.6) и (1.6) в (1 .4"), приходим к уравнению нераз
рывности в с.э.л.п.: 

д(х,у) Dp , [ a ( a ' - ' i , i f ) x 1 3(ж',у) ц ' 

* 7(1П7 D t 4 а ( 1 , ц ) г аи,ц) J 

а ( р ж ' - Ч х - ц ) , у) + а (ж, рх ' - 1 (у-г;)) 
a(i,ti) 

Умножая .(1 .5') на А - 1 -х'~1, получаем окончательно 

( 1 ' 5 * I . - . ^ + p ( i ^ + i p . ) = A p j , - . ( i _ „ ) + ^ p i , - , ( ! i _ „ ) . 
Dt \ дх ду I дх ду 

Запишем в с.э.л.п. закон изменения удельной внутренней энергии. 
Поскольку диссипативные процессы считаются отсутствующими, мож

но написать S—S (ос, 
Дифференцируя внутреннюю энергию E=E(r\, S) по времени и учиты

вая термодинамические тождества (дЕ/дц) s=—Р, (dE/dS)n=T, получаем 

BE дЕ дц Dp дЕ DS Р Dp , / dS , dS . \ 
(1.9) . . = L + , = Z-+TI d + В ) . 
v 1 Dt дц dp Dt dS Dt p 2 Dt \da 3{J W 
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В (1.9) подставляем Dp/Dt из (1.5") и d и $ из (1.3"), находим 

: == : Xxl'ix) + (Xl-iy)\ + 
Dt р х1-1 1дхк 1 ду U J 1 

Р 1 г д . 3 1 
+ ——— —pxl-i{x—u) + —pxl-i(y—u)\ + 

р 2 xl~l I дх : ду J -

Г 35 • dS 

I За; 3i/ J 

3. Пусть магнитное поле представлено компонентами Нх и Ну. Условие* 
вмороженности магнитного поля записывается в виде [3] 

""" - - К ' -•[">:: < " И -
где Я а = Я а ( а , £) и Я р = Я р ( а , §) — компоненты вектора магнитного поля в 
лагранжевых переменных. ; , 

Разрешая (1.10) относительно Я* и Я у и переходя к опорным перемен
ным р, получаем 

, t 3 ( x , z / ) „ „ 3(я ,£) 3(avx) 
х «— — / / x =.n a -— — « " Г п&г— , 

( н о - ) d ( 6 , , i ) a , | t ) 

Я —— г - Я 1 / = Я а — - - + Я р - — р . 
3.(1,1*) ! 3(1, и) 3(1 , и.) 

Получим уравнение магнитной индукции в с.э.л.п. Для этого продиф
ференцируем (1.10') по времени, считая 1, р. от времени не зависящими. 
Дифференцируя первое из уравнений (1.10'), находим 

(1.11) А - 7 г - + Я ж — = Я а , + Я„ + 
Я* Z>* L 3(1, р.) 3(1, ц) J 

+ Гя' Э ( Ж ' ^ 5(а,а;) РНа Э(я ,В) ' + Д Я „ , Э ( а , а ; ) 1 
L " 3 (1,|i) i « 5 (1, Ц) Dt д (1, ц ) Z)f 3(1, ц } J • 

Преобразуем с учетом (1.10) первое выражение в квадратных скобках из-
правой части (1.11): 

(цо\ 3 ( i , S ) , ; 3 ( a , i ) Г „ д(х,у) + д(х,х)л 

Подставляя выражения DHjDt и DH&/Dt во вторые квадратные скобки» 
(1.11), получаем 

( 4 „ 3 ( ^ | ) 1Ц^х) (дНи дНауд{х^)_^ . 
(1.13) Я а ч + Я Р ; я ^ N , + ( ^ ~ a + " H " P ) - я / f Ч + 

3(1, ц ) 5(1, ц) V За ЗВ г / 3 (1, р) 
/ ЗЯ„ + дЩ . \ 3 (а, х) _ 3 (ж, Я а р) 0 (аЯ 8 , зг) 
\ з а а з в р / з ( 1 , ^ ) з(1,^> 3d ,pi ) \ 
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Подставляя (1,13), t(iA2) в (1.11) г находим ; 

I а(1,ц) а(1,ц) I • 
Второе уравнение (1.10') аналогичным образом преобразуется к виду 

< i ; 1 5 ) ^ A + F ^ , - f f t i ^ + i i M . j + " 
Dt Dt l "3 ( i , u . ) I 

1>(1 ,р ) 3(1 , р.) Г 
Преобразуем в (1.14) члены, заключенные в фигурные скобки: 

А (я, Я,р) ^ 3 (АЯ,, а?) 3 (х, у) д / т т \ 

Используя (1.10) и (1.3 , ,)>, находим 

ЯаР-аЯр=^-ЧЯ £ С (г / -~г; )^Я у ^~^) ]. 

После подстановки двух последних выражений в (1.14) получаем 

- х ' - » ( я . ^ + Я , ^ ) + ' ^ * ' - Ч Я . ^ - 1 ; ) - Я , ( 4 - и ) ] . 
\ Зу Зу / ду 

Аналогично из (1.15) получается и второе уравнение индукции в с.э.л.п.: 

xl-iSEl + Hy\^-(x,-ix) + 4-{xl-iy)] = 
Dt Ч дх ду . J 

[нМ- - Я, -̂ -l + ~ Х'-ЧН« (*-») -НЛу-v) ]. 1 а а; о1 г/ J ах 

4. Для двумерных динамических уравнений МГД в с.э.л.п. сформули
руем ; 

В а р и а ц и о н н ы й п р и н ц и п . Динамические уравнения МГД сле
дуют из условия равенства нулю первой вариации функционала 

ГГ СС , , д(х,у) (u2+v2 •. Нх

2+Ну

2\ • 1 ' 

*о £2(£,ц) 

причем предполагается, что опорные переменные | , р, не варьируются 
;а вариации всех других величин связаны между собой условиями сохра
нения массы (1.4'), сохранения магнитного потока (1.10'), кинематиче 
-окими соотношениями (Ц.З') и первым началом термодинамики: 

<1.16') dE^—Pdr)+TdS. 



Вариационный принцип получения уравнений Магнитной гидродинамики 415' 

5. Проиллюстрируем технику получения динамических уравнений 
МГД из сформулированного!выше вариационного принципа. 

Выпишем первую вариацию функционала (1.16): 

(1.17) 6Ф = J { JJ[ б(р^\) ^ — ^ ) +РД 
to , Q 

Н 2~\~Н2 А 1 1 
- 6 Д — ~-+-(Нх8Нх+Ну8Ну) \d%dAdt. 

• 8я 4л: ' J J 
Из (1.4х) выразим первую вкриацию плотности: 

откуда найдем ' '!• '•• ' 
с / А Л / З р б а 9рбВ\ ; 

Соотношения (1.3') дозволяют выразить вариации б w й 6Р через вариациж 
б#, 6г/, ба, б£: \'\"''•' .;• I 

дЬх дЬх : I 9ба , 96JJ \ , . дх 
9а i:9& Л 9 а 9В 7 да 

( 1 . 1 9 ) 

9а !<9f}- r V да 
дх д (#, б[$) . 9 (6а ,# ) . • 
З р 7 ^ " 9 (а , В) * ~ 9 ( а , 3 ) ? ' 

9бг/ . j дЪу (два 963 \ 9ы 
б У = б г / - — — а - — - 3+ ( - — + — - (y-v) - — 6а-

^ да | 96 - \ да 9В. / 9а 
> ду 3(y,6Bj) i 9 (6а, у) ; 

93 ? 9 (а. В) " 9 ( а , 3 ) Ь 

а величину 6Ж —определить с учетом (1.16 ,)1 

9 Я 9ri I' дЕ Р : / 9 5 9 5 \ 

Варьируя (1.10'), находим 6НХ и 8НУ: 

A A L 9(1, |х) 9(1, J 

J _ f 9 (ж, ЯабВ) , д. (баЯ э , ж) 

(1.21) 
А I 9(1, р) I 9(1, ц) 

A A L 9 ( 1 , и.) : 9 (1, u) J 

+ (тд(у,НаЩ ±д(Н>6а,у)ъ • 
• А I 9(1 ,р) ; 9(1, И ) 'Г 
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Подставляя (1.18) — (1.21) в (1.17), получаем 

зз 

. ± д , и " < в * . И + я , . ^ > 

6Д-

3 ( 1 , ii) з(1 ,р) 
3(6*/, 3) 9 (а ,6у) 

4я L 3(1, р) Р 3(1, р) 

ч З х к Зх . 3(х,63-) 9 (8а, я) 1 

к LA З а 33 / • ' д а 33 р 

3 (г/, 63) 9 (6а, и) т / dS dS \ 
-Т-^-А / В - р Д Л 8 а + - - 6 3 ) -

3 ( а , 3 ) 3 ( а , 3 ) р 1 н \ За 33 • / 
1 г З ( ж , Я а 6 3 ) + д(8аЩ,х) I , 

4я Ч 3 ( 1 , ц) 9 (1 , р) J 3(1 ,р) 3(1 ,р) 
1 Г 9 ( г / , Я а 6 3 ) ^ д(8аН„у) 

4 я 7 / Ч ' 3 ( 1 , р) + 3 ( l i f A ) 
Проводя в последнем выражении интегрирование по частям и полагая 
<$х=8у=6а=^8$=0 на границе области интегрирования QXt, получаем 

J l J U L 3(1,;р) 3(1,..ц) 

g < _ t з (Р ,у ) •• : 1 д(нх*+Ну\у) + 1 д(нхна,у 
3(1 , р) * ' 8я 3 ( 1 , ^ ) 4 я ! 3 ( 1 , р) 

1 д(а,НхЩ) 1 г D 3 ( р У а , 3 ) , 3 (g , p-pft) 
,— : b—' . I 6 X T | : — (рДу) + • + 7 — 

4я 9(1,^) J L .Dt-V 9(1 ,р) 9(1 ,р) 
9 (х ,Рх ' - 1 ) 1 д(х,х1-1(Нх

2+Ну

2)) + 1 3 ( Я а Я у , 3 ) + 

3(1 ,р) 8я 9(1 ,р) 4я 9(1 ,р) 
1 д(а,НуЩ)1с , (D •/ дх . ду 

4я 9(1 ,р) J " l Z ) r \ 9а З а / 
, 9 ( [ г г 2 + г ; 2 ) / 2 - £ - Р / р ] , 3 ) д(ри(х-и),$) 

~Р дЦ,ц) 3 (1 ,р ) 
3 ( p i ; ( y - v ) , 3 ) ^д(ри$,х) ^d(pv$,y) _ TdS_ 

3(1, р) 3(1, р) 3(1, р) За 
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d(a,[W+v?)/2-E-P/9]) 9 (а, ри(х-и)) 
- р . • • • -3 ( | , р ) 9(1,р) 

3 ( а , р у ( # - у ) ) 3(z , риа) д(у, ру<х) д 35 , 
" + ~ Т 7 ; Р Д У ' + 

3(1, р) j .3.(1, р) 3(1, р) ЗВ 

, 1 „ Г _ 3 ( ^ £ ) 3 ( ^ ) _ - | v ft| | 

Требование равенства нули) первой вариации 6Ф при условии независимо
сти вариаций 8х, б г/, ба, б[} приводит к уравнениям 

Я* . 0 ( 1 , ц) 3(1, и) 3(1, р) 
1 д{НЩу\у) 1 д{НхНа,$) 1 д{а,НМ_ 
8я 9(1,р) 4л 3(1, р) 4я 9(1,ц) . ' 

( 1 . 2 3 ) ^ ( р Д , ) - ^ ^ ^ , - ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ " ^ , 
V • ' ' 3(1,р) 9(1,р) 3(1,р) 

, 1 dfax'-W+HJ)) 1 3 {На11у, В) 1 9 ( а , В Д ) 

8я 9(1?р) • 4я ,9(1,р) 4р 9(1,р) 
Z> д / Зж , Зг/ \ 3 ( р [ и ( х - и ) + у ( < / - у ) ] , 3 ) , (1.24) £ p A - ( „ £ + l , j fL \ 
Я Г \ За 9 а / 9 (1 ,р ) 

9 (pup ,x )^9 (pyp , i / ) 3 ( [ ( и г + г ; 2 ) / 2 - £ - Р / р ] , В ) 
• + - 7 7 7 — N Р" 3(1, р) 3,(1, р) 3(1, р) 

п Л Т 35 1 Г З ( Я „ . ) 9 ( ^ , ^ ) 1 

/ i n c , Я . / 9ж .Зу \ 9 (а , p[u{x-u)+v(y-v)]) 
( 1 - 2 5 ) * г р А ( и ц + и щ У з ( 1 , р ) — ~ + 

3 (х, риа) • 9 (г/, pvd) _ 3 ( а Д ( и 2 + у 2 ) / 2 - £ - Р / р ] ) \ 
9(1 ,р) ' ! 3 ( 1 , р ) ~ Р ' 3 (1 , р) 

п А Т ° 1 + 1 „ гЗ(а : ,Я,) 3 ( у , Я у ) у 

6. Покажем, что для описания динамики среды достаточно любых двух 
уравнений из (1.22) — (1.25). Приведем уравнения (1.22), (1.23) к более 
привычному виду. Рассмотрим второй и третий члены из (1.22). Подстав
ляя в них d и (J из (1.3"), находим: 

ду _ дх п дх А ду 

(1.2в) p u * - 4 ^ - B w т-вТа-лТа, 
где Л=х'~*ри(х—и), В=±х1схри(у—у). Петрудио показать, что 

'(i 27) 3(раА,В) 3(g,pteft) /9рц& + дри£\ д{А,у^+дх%Щ_ 
• ' 3 (1 , р) 3 (1 , р) \ За 33 / = 3 (1 , р) 3 (1 , р ) * 

6 ЖВМ и МФ, № 2 [ 
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Преобразуем последние два члена уравнения (1.22), Учитывая (1.10), 
находим 

(1.28) 11,11. •-- ( . 1 / Л - £ ) . И Л , . х - ( В - ^ - А - ^ ) . 

Здесь А'=ЕХ, В'=НХНУ. Далее имеем 

1 г d{HJJ^) д(^иЩ 1 г 9 
( 1 2 9 ) d n r ^ + ~ 7 ( i ^ H = 4 V ^ 

+ Ъ Ы ) Г Т п [ 9 (1 ,р) + | -9 (I, р) J * " 
Подставляя (1.29) и (1,27) в (1.22), получаем 

) ( О Д Ш — < ; "Г 

. 3 (1 , р) 8л 9 ( | , u) „ 
1 г 3 ( а ' - ' Я Д у) + 3 (х, х'-1НМ л _ 

4л L -ad'n) 9(|,|.о 
Проделывая аналогичные операции с (1.23), приводим его к виду 

о s 

O Q n D • д(х1-'ри(х-и),у) d{x,xl-lpv(y-v)) 
(1.23 ) — (pAi?)- 3 (1 , -ц)- 3 ( 1 , p) 

3 ( a : ,P^ - 1 ) 1 3 (x, ( Я х

2 + Я у

2 ) х г - ' ) 
3 (1 , p) 8л 3 (1 , p) 

1 Г 9 ( ж ' - ' В Д , у) 3 (я, g ' - ' f f / ) i _ Q 

4л l 5 (1 , ц). ' 3 ( l , p ) J 
Интегрируя (1.22'), " '(^З') по какой-либо области Q' в плоскости пере
менных ( | , р ) , нетрудно убедиться, что эти уравнения представляют со
бой закон сохранения импульса. 

Преобразуем уравнения (1.24), (1.25). Упростим первый член в (1.25): 

(1.30) ^ Р д ( ^ + ^ ) = £ ^ 4 - Г ^ ( р Д У ) -
Df \ 36 36 / 3 ( а , 6 ) \dxDt У 

dyDtv J - L Dt\d$l: Dt\d$/i 

Выпишем производные по времени от 9ж/36 и Зу/ЗВ: 

D (дх\ д(а,х) -t дх дх / 9 а , 3(j 

(1.31) 

9 6 / 3 ( a , 6 ) " J 96 96 \ 9 a 98 

Учитывая (2.3"), нетрудно показать, что 

D / дх \ д(а,х) • дх дх / 9<* 9ft \ 
^"1^"/ - 9 (а , В) ^ " ^ У З а " 96 / ' . 
Д / д у \ 3 ( а , у ) + 3у ду I да + Зр \ 
Z > * \ 3 6 / 3 ( a , 6 ) " J 96 96 \ 9 а ~ 3 5 / 

file:///dxDt
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(1.32) Д ± +

Д А - ° ^ + » £ ± + ^ И ) (±°2+±Щ+ 
да 33 дх ду \ да дх 93 дх) 

* \ 9 а 5г/; 9|3 ду I 
Подставляя (1.32) в (1.31), l a (1.31) —во второй член правой части 
(1.30), получаем 

(1.33) р Д г. ^ Н (^) 1 =р 4 ^ > { ( ^ -н 
/ r L Dt\d$J Dt\ d p / J • dfa^Wdx ' ду I д(х,у) 

, Г / . ч 9 5 (о:, г/) , 9 д(х,у) ] 

L . 9а: d(cd,p) 9г/ 9 ; (а , [}) J 
9а / 9гг dv\ , 

-f- —— ( — 1 . 
дх \ ду ду Г 
да I ди , dv\ , > . 

+ — ( и — +v— I + 
9г/ \ 9я 9я: / 

+ (#—и) 'У 
9 2 а i 9 2 а 1 
дх2 :< д.хду! 

г 3 2 а 3 2 а 1 1 

Второй член (1.25) преобразуем к виду ' ! . t 

9 (о:, г/) Г9а '9 ' 9а 9 

Х[гг(х—гг)+1;(г/—у)] | . 

Рассмотрим третий и четвертый члены из (1 .25) : 

(4 ы\ 9{х,риа) djy,pvd,) _ 
1 ' ' ' 9(1 , р ) 9 ( 1 , р ) ; 

9 ( х , у ) ( дат д _ д л 

3( 
9а 

[ ^ - Р ^ - ^ ) - ^ ( ^ ) ] + ду I ду 

,_Г 9"а !• v , 3 2 а 

Idxdy ; 9(/; 

3 2 а ; 9 2 а T V 

Учитывая (1.16'), можно показать, что 

Л , , Л . 9 ( « , ( ц 2 + г г ) / 2 - / ^ Р / р ) 95 
(1.36) - о - - - р Д Г — = 

3(1 , р) 93 
ди , dv \ ; 9 (х, у) 3 (а ,Р ) 

- • +Д-
/ ди ду \ 

н \ 93 : 33 / 93 ; 33 7 Э(а,В) д(х, у) 
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Подставляя Я а из (1.10) в последний член. (1.25), находим 

( , 3 7 ) * я Л ^ + | М ± 1 -
4л L 3(1, ц) 3(1, р) J 

__L д i ts* ( л *г.+я,i i)(*Ь-Щ 
Ал 3.(а,В) \ У дц ) \ ду дх 1 

Складывая (1.30) с учетом (1.33) с выражениями (1.34) — (1.37), поело 
ряда несложных преобразований, получаем 

( 1 . 25 ' ) ^ . (4 - (рД р ) -£Ь | 1Г ^ - ' ( ^ ) + У Зх I Z t t A K • L>(1, р) L ох 
д9х'-У(у-у) 0 Р | 1 л д{НхЧЛ/) 

ду J Зу 8л ду 
1 9 (г, у) Г дх^ЩНу +дх1-1Н„* - [ 1 _ 

4л 3 (1, р) I Зж ду J / 
да ( D д(х,у) г З р ж ' - ' и ^ в ) , 

J (рДц) — 1 . — + 

ду\т V K А 3 ( i , р) L дх 
+ — рх1 *и{у-и) + Д - - + А — — 

ду J дх 8л 9х 
1 д{х,у) г Зх ' - 'Я/ , дх1~УНхНу I Зж Зм JJ 4я 3(1, р) L дх ду 

Аналогичными выкладками уравнение (1.24) можно привести к виду 

36 ( D д(х, у) г 9 

:• + A p , , - . „ B - , ) 1 + A i - P - + A ± ^ ^ ' ) _ 
ду i дх 8л дх 
1 д(х,у) г З х ' - ' Я / дх1~УНхНу ТУ v 

4л 3(1, р) t За; ду JJ 
f д 9(x , i / ) г З р ж ' - ^ ^ - и ) , 

- з х { ъ Т ( р А £ ; ) - з ( и о 1 з^ + I 
, dpx^viy-v) 1 + д ЗР + 1 д 3 (/ / /+//„*) Зу J Зг/ 8я Зу 

1 3 ( я , 1 / ) гдх1-1НхНу • дх1-1Ну

2 

4л 3(1, р) L Зг Зу 

Нетрудно видеть, что уравнения (1.24 х), (1.25х) эквивалентны системе 
уравнений (1.22 х), (1.23х) и что любых двух уравнений из системы 
(1.220 — (1.25х) достаточно для описания движения среды. ' 

Уравнения (1.22'), (1.23'), (1.5"), (1 .9 х ) , (1.14 х), (1.15х) совместно с 
уравнением состояния Р=Р(р, Е) при заданных i = i ( | , fx, t), у=у(\, p., t) 
образуют полную систему уравнений двумерной МГД в- с.э.л.п. 
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§ 2 . Общая формулировка вариационного принципа 
|в адиабатической МГД 

1. Пусть х{— эйлеровы переменные, I а* —г лагранжевы переменные, 
£г' — опорные координаты, W — компоненты магнитного поля в декарто
вой системе координат. З^есь и далее все индексы пробегают значения от 
единицы до трех. Обозначим через q{ какие-либо криволинейные коорди
наты с метрикой, определяемой тензором д^; Нп — компоненты магнитно
го поля в координатах q\ \ 

Связь между скоростями перемещения опорной координатной системы 
|* относительно координат ql и а* и вектором скорости среды иг в коорди
натах q{ определяется точно таким же образом, как и в двумерном случае: 

(2.1) ( g W ) = -^ .d> . 
да3; 

Выражение (2.1) можно также переписать в более симметричной отно
сительно переменных а г и ql форме: 

*(«',«',«') = «',«') 
(2Л) o(t\v,V)i4 и ) нгл\?)а 

+ д(а\ q\ а3) д(а\а\ g j ) 

Уравнение неразрывности в эйлерово-лагранжевых переменных. имеет 
ВИД ?• : ..: 

(2-2) pl*«l - P 5 ( | V r , r ) • • 
Получим условие вмороженности магнитного поля. Пусть w ж v — 

внутренние координаты 1'какой-либо жидкой поверхности. Поток магнит
ного поля через площадку dwdv выражается формулой 

дхг дх* 
dF^H^ijk—— dw dv == 

dw; dv 
, д(х\х3) „d(x\xl) d(x\x3)i 

д (w, и) 0 (w, v) d(w,v) 
Перейдем от координат х' к координатам q' 

1Н: -+Н2— - + Я 3 - — - - \dwdv= 
d(w, i>) d(w, v) д (w, v) J 

• _ d(x\x* x3) Г d(q\q\q3) „ d(q\q\q3) 
d{q\q\q3) L d{wiV,xl) d(w,v,x*) 

З.(и?, I;, ж3) , J 1 d(w, v) 

d(w,v) i 3(w, y) j . 
Ерли теперь в качестве (w, у) взять лагранжевы переменные (а 1 , а 2 ) , 
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(а 2 , а 3 ) , (а 3 , а 1 ) и потребовать, чтобы магнитные потоки dFi~£tlda2dd3, 
dF2=zB2daida3

1 dF3=H?daida2 не изменялись во времени, то 

2. О б щ и й в и д в а р и а ц и о н н о г о п р и н ц и п а . . Динамические 
уравнения МГД в с.э.л.п. следуют.из требования равенства нулю первой 
вариации функционала \ 

- Е - J - qiiB'*H" ] d l * d l 3 } Л 

в предположении, что опорные переменные не варьируются, а вариации 
всех других величин связаны между собой законом сохранения массы 
(2,2), условием вмороженности магнитного потока (2.3), кинематическими 
соотношениями (2.1/) и первым началом термодинамики. Сформулирован
ный вариационный принцип приводит к шести динамическим уравнениям, 
любые три из которых могут быть представлены в виде линейной комби
нации остальных. 

Для получения системы из трех независимых динамических уравнений 
на вектор вариаций бЧ г = (вд 1, бд2, бд 3, ба 1 , ба 2 , ба 3 ) следует наложить до
полнительные ограничения 6 4 ^ = 4 6 п,т, где А=А (£ \ £ 2, £ 3) — какая-либо 
матрица размерности 6X3 с рангом, равным трем, а б р ^ б р , 1 , бр 2 , б|х3) — 
вектор обобщенных независимых вариаций. 
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