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НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕОРИИ РАЗНОСТНЫ Х МЕТОДОВ

В последние годы появилось много работ, посвященных теории раз
ностных схем и итерационных методов решения сеточных уравнений. 
Основы общей теории линейных разностных схем и итерационных 
методов изложены в [1]. К  общей теории- разностных схем мы предъ
являем требования абстрактности и конструктивности. ‘ Абстрактность 
теории означает отказ от предположений о конкретной структуре раз
ностных операторов и трактовку разностных схем как семейств опера
торных или операторно-разностных уравнений с операторами, задан
ными в гильбертовом пространстве. Конструктивность теории означает, 
что теория должна давать рекомендации при построении разностных 
схем заданного качества для конкретных задач.

Общая теория применяется при построении разностных схем задан
ного качества для линейных задач. Так, например, при написании раз
ностных схем для нестационарных задач можно, в качестве исходного 
брать семейства устойчивых схем и искать схему нужного качества в 
этом семействе (см. метод регуляризации в [1]).

Для нелинейных задач ^эффективной общей теории нет. Поэтому 
важное значение приобретает формулировка общих принципов и прие
мов построения хороших схем. При этом линейные задачи играют роль 
моделей нелинейных задач. Такими общими требованиями могут быть 
однородность, консервативность, полная консервативность разностных 

. схем, свойство суммарной аппроксимации, экономичность вычислитель
ного алгоритма я  др. , ; .
... В данной статье дается краткий обзор работ, выполненных в русле 
этой теории в последние годы в Институте прикладной математики 
им. М. В. Келдыша АН СССР и в МГУ, посвященных

1) теории устойчивости разностных схем с несамосопряженными 
операторами (А. В. Гулин, А. А. Самарский);

2 ) теории, итерационных методов решения сеточных уравнений 
(Е- С. Николаев, А. А. Самарский и др.);

3) изучению разностных методов аппроксимации (аддитивные схе
мы, векторные схемы, связь разностных схем и схем метода конечных 
элементов) (И. В. Фрязинов и др.);

4) изучению точности разностных схем для задач математической 
физики с негладкими решениями (Е. А. Волков, В. Б. Андреев, 
И. В. Фрязинов и др.);

5 ) вариационно-разностным схемам для двухмерных задач газовой 
динамики, магнитной гидродинамики и задач нелинейной диффузии 
_(А. А. Самарский, А. П. Фаворский и др.).

1. Устойчивость разностных схем. Центральное место в теории раз
ностных методов занимает вопрос об устойчивости.

Мы будем рассматривать линейные сеточные уравнения конечного 
порядка как самостоятельный объект исследования, не интересуясь 
происхождением этих уравнений. Удобнее перейти от матриц к опера
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торам и трактовать сеточные уравнения как операторные или оператор
но-разностные уравнения с операторами, заданными на линейном 
пространстве Яд, зависящем от векторного параметра h (шага сетки).

Будем рассматривать двухслойную операторно-разностную схему 

<см. [1])

В 0, п = О, 1, задан y& Hh (1)

с  линейнЫмй рператорами- A =A h,x  и B = B h;X, действующими в гиль
бертовом пространстве Нк со скалярным произведением (•, •)• Опера
торы,Л и В зависят, вообще ;говоря, от h, г (эту зависимость для упро
щения .записи не будем указывать явно) и от 1п~пт.

Теориях устойчивости разностных схем разработана, в- [4, 2]. Целью 
теории ,является формулировка необходимых и достаточные условий 
устойчивости в терминах общих свойств операторов А и В :без каких- 
либо предположений о их структуре, а также получение ап-риорных 
оценок для решения задачи (1). Пусть 2D=2D*>>0 — некоторый опера
тор, заданный в Я, Через Я ^  будем обозначать пространство, состоя

щее из элементов у, v, .: .  €Я (индекс h будем в дальнейшем опускать) 
со  скалярным произведением ( ^  v) и* нормой \\у\\̂ =

“ V \2)у, У)- ". - Т' V о-
Схема (1) называется устойчивой, если существует такой оператор 

i ^ = 0 * > O ,  0  : Я —кЯ, что для решения задачи (I) при любых г/06Я  
справедливы неравенства . , ' >

. , \\Уп+1\\0 <\\уп\\т , п = 0 , I ; . . .  (2 )

Устойчивость в этом смысле будем называть устойчивостью в простран
стве Я

2D
Приведем основную теорему об устойчивости.
Т е о р е м а  1. Пусть А и В не зависят от tn =  m , А — А*~>-0 и sопе

ратор В~1 существует. Тогда для устойчивости схемы (1) в простран
стве I Iа необходимо и достаточно; чтобы выполнялось операторное не
равенство

S 0= R c  Б^0 ,5тЛ . . (3)

Заметим, что в случае действительного пространства Н  неравенство 
(3.) эквивалентно неравенству В^0,БхА .

2. Устойчивость двухслойных схем в случае несамосопряженных 
операторов. В работах [32—36] достигнуты существенные результаты, 
относящиеся к устойчивости схем (1) с несамосопряженными операто
рами. В частности, выяснялись условия, необходимые для устойчивости 
по начальным данным. В наиболее общей постановке задача состоит 
в том, чтобы указать свойства операторов А и В схемы (1), устойчивой 
в каком-либо пространстве Я ^ .  Показано, например, что схема (1)

не является устойчивой ни в одной из норм Я  ̂  (абсолютно неустой

чива), если А* —  —А, £?.==#*;>О или А=Л*>>0, В* — —В. В случае са
мосопряженных операторов А и В верна (см. [4])

Т е о р е м а  2. Пусть А и В ~~ самосопряженные операторы и хотя 
бы один из операторов А или В положителен. Если схема (7) устойчива
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в каком-либо пространстве Н т о  выполнено операторное неравен

ство (3), т. е. В ^  - i-тА.
£

Требование самосопряженности обоих операторов А и В  в условии 
теоремы 2 является существенным, так как имеется пример (см. [36]) 
устойчивой схемы с самосопряженным положительным оператором А, 
не удовлетворяющей условию (3).

Исследована устойчивость схемы (1) в Н п для случая несамосо
пряженных операторов Л и Л в предположении, что они связаны соот
ношением

B = D + tA C ,  (4)

где D = D * > 0 и С — операторы, заданные в Я. В [34] доказана
Т е о р е м а  3. Пусть существует оператор D — D * > 0 й обратимый 

оператор С и выполнено (4). Тогда устойчивость схемы (1) в H D экви
валентна выполнению операторного неравенства

Ло+тЛ‘ ((С-0,5£)/)-1)оЛ^О , (5)

где Л о=И е  А=Ъ,Ь(А*-\-А),. Е  — единичный оператор.
Условие (5) существенно упрощается в случае кососимметрическо

го оператора Л.
Т е о р е м а  4. Пусть имеет место соотношение (4). Если А — косо

симметричный оператор, А * = —А, то для устойчивости схемы (1) в 
Нв достаточно потребовать выполнения операторного неравенства

*

DC-\-C*D=D. (6)

Если А-1 существует, то (6) и необходимо для устойчивости в Но.
3. Пример. В качестве примера приложения теоремы 4 рассмотрим 

двухпараметрическое семейство разностных схем

Ut +  СЧр-+ (1 — CFi) р~ =- 0, pf -h OqUx + (1 — а2) ux =  0,

(w — Ui — U ^71)1 7̂i =: ПТ, Ux ■ UXfi — {Ui+i Ui)lh, (7)

u-= (Ui —  Ui_i)/h, ut — (u"+1— u!)l%, и ul+l и т. д.),
* i

аппроксимирующих систему уравнений акустики

ди . др др ди
---- L. ' = р ___-1---- = о
dt дх * dt дх

При соответствующих граничных условиях схема (7) может быть 
записана в каноническом виде (1), где у есть вектор, у — {и, р}, а опе
раторы Л и В являются операторными матрицами второго порядка:

/ 0  Ai2 \ / Е OixAiz \

Л  =  1 - Л *2 0 / ’ В = 1 - а 2т Л -12 Е  ) ’

причем Aiz —  оператор левой разностной производной, (A\2p ) i— px,i. 
Таким образом, оператор А является кососимметрическим и можно 
пытаться применить теорему 4. Удалось найти операторы D  и С и пред
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ставить оператор В  в виде (.4).' (см. [34]). Условие устойчивости (6) 
приводит к следующим ограничениям на параметры сц и■ 02 схемы:

a i + a 2^ l ,  l + 4y2(<Ti—0 ,5 ) (02—0 ,5) 52 О, (8)
'> •'-•.'а;'. • ■ • •: п • .

Следует' отметить’, что условия (8) ,неулучшаемы, онд . совпадают с не
обходимыми условиями устойчивости. 1 • ; ;

4. Устойчивость до правой части. Рассмотрим.-с^хему

В ^n+i +Ауп=(рп, п — 0, 1, . . . ,  задан у0£Н, г' (9 ) 
т .

где фл~ф (^п) ;— з-адаиная функция со значениями в Я. В.гсилу-принци- 
па суперпозиции схема (9) устойчивая по начальным данным в смысле 
(2), устойчива также и по, правой части при условней согласования норм 
для уп и ф .̂ При определенных условиях верно и.обратное утверждение 
(см. [3, 4]). ' .

Пусть ||- ||(i) — некоторая норма, в Я  и MiC> 0 — постоянная, не зави
сящая от h, п, х. Схема (9) называется равномерно устойчивой по на
чальным данным, если при любых УзвН, / — 0,  1, , . . ,  и для всех 

/+ 1. • • • Для решения задачи (Г) справедлива оценка

В [4] ‘доказана .. . . .
■ Т .ею р е м а 5. Если- схема (9) равномерно устойчива по начальным 

даннцм и 'вператор А-1 существует, то для-решения задачи (9) справед
лива оценка

^  Ч ' П

I^n+ llk l) 1 фтг!!(1) +  M i (jj^old) +  |Л о  1 Фо|1( 1) +  ^ i  ' 2  % Н А '  1(P -/)r/lk i5 ’
' /=1 '

— ‘ : ',7  /
Таким образом, условия устойчивости, сформулированные в теоре

мах 1—4, обеспечивают также устойчивость по правой части.
5. Устойчивость трехслойной схемы. Рассмотрим трехслойную опе

раторно-разностную схему, записанную в каноническом виде (см. [1])

Ву?,п +  ъ2#У'и ,п +  АУп : 0» п =- 1, 2 , . . . ,  заданы у0, у £Н , (10)

где

У ~  Уп =  y { i n } i  У 1 ,п =  (У п+1 Уп- , у^ ~  {У п+1 " ̂ Уп ~Ь ̂ Уп- i V

А; В, R  : Н->Н — линейные операторы. *
Случай самосопряженных операторов А и R рассмотрен в [1], где 

показано, что условия устойчивости имеют вид линейных операторных- 
неравенств ‘ ' " .

5 0= R e B = i  ( £ + £ * ) ^ 0 ,  Л > 0 ,  ^ - ~ Л > 0 .
£ тг

Нарушения самосопряженности приводят к существенно более слож
ным условиям устойчивости (см. [2, 3]). Будем рассматривать для 
простоты схему

yi +  т2 Ry{t -|- А у — 0. ( 1 1 )
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Т е о р е м а  6 . Если А *=А , R=Ro-\-Ri, - Ro=0,5(R*-\-R), R i =
—  0,5(R—R*), причем RtRa— RaRu R iA = A R i, то схема (1) устойчива 
при условии

Л > 0 ,  RQ- ~ A > x 2R\ARi,4 1

Т е о р е м а  7. Пусть A — кососимметричный оператор, А*— —А, 
перестановочный с оператором R , A R = R A , Тогда схема (11) устойчива 
при условии

. т2|| 2Я)г/!12 |̂|г/||2+4т2|[/?г/||2.

Если A R ^ R A ,  то устойчивость схемы (11) с кососимметричными 
операторами А и R (A * = —A, R * = —R) удается доказать лишь при 
условии т|1Л— f| <С 1. Получены необходимые условия устойчивости 
трехслойной схемы (10). В частности, доказана абсолютная неустой
чивость схем

Ву1 +  Ау =  0, В  =  В* >  0, А* =  Л,.

Ву-Н +  Ау =  0, В =  В * >  0, Л* =  — Л.

6. Итерационные методы решения сеточных уравнений. В послед
ние годы были получены существенные результаты в теории итерацион
ных методов решения систем линейных алгебраических уравнений. 
Выделим два результата: 1) построение набора оптимальных итера
ционных чебышёвских параметров, для которого процесс итераций вы
числительно устойчив; 2) разработка униве*рсального попеременно
треугольного итерационного метода. Изложение общих фактов теории 
итерационных методов дано в [3]. Пусть Н  — конечномерное линейное 
пространство со скалярным произведением (•, •), А, В, . . .—  линейные 
операторы, заданные в Н, А, В : Я-^Я. Требуется решить уравнение

A u = f , А : Н-+И.

Двухслойный. (одношаговый) итерационный метод записывается в 
той же канонической форме, что и двухслойная операторно-разностная 
схема

в _ ук+1- у ъ  +Ajjh=ft k =  0l 1, 2, Vy0e u ,  ( 12)
Tfc+i

где г/ft — итерация номера k, т а> 0  — параметры, В : #->#, В -1 су
ществует. При В — Е  метод (12) явный, при В ф Е  — неявный. Будем 
предполагать, что выполнены условия Л * = Л > 0 ,  В * = В '> 0, y iB ^ z A ^  
< V 2S, y ^ O .  Требуется найти параметры ti, тг, хп из условия 
минимума числа итераций п— п(в) для любого е ^ О , при котором

\\Уп—«Л ^^е||г/о— и\\̂, & * = 2 ) > 0 ,

Эта задача сводится к классической задаче о нахождении полинома 
л-й степени, наименее уклоняющегося от нуля на отрезке [71, уг]. Ее 
решением является полином Чебышева. Для числа итераций получает
ся оценка

п ^ п о ( е )=  — In — , где £ — (13)
2УЪ е Y2

а для параметров ть верны формулы

т0 ь 1 л 2 /1Л\Tfe= -—■■■■■---, k = l ,  2, то— --- ;---, р о=  1 (14)
1+poaft Ti+Y2 L+ l
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где Ok — корень полинома Чебышева /г-й ■ степени, —cos (5/i,
зт

2, n, Qn{k) — одно из чисел 1, 3, 5, 2k— 1.

Оценка (13) с ЗУ=АВ~1А верна при любом способе нумерации мно
жества 0n = { 6ti(&)}, если выполнено Л — Л*', В =  В * > 0. Однако ите
рационный процесс (12), (14) при «естественных» способах выбора 
0«(&) : Qn(k) = 2 k — l или en (k) =  2п— (2k— 1), 6 = 1, 2 п, вычис
лительно неустойчив, т. е. не сходится при вычислениях с конечным 
числом знаков.

Вычислительный процесс можно сделать устойчивым, если перену
меровать соответствующим образом множество 0П= { 0П(&)}. Такие 
устойчивые наборы чисел 0П= Э *  и тем самым параметров {г*} найде-

дены в 1971— 1973 годах: а) для п = 2 р (р> 0 — целое число) в ра 
ботах [5] и [1]; б) для произвольного п в работах [6, 7, 8]. Алгоритм 
получения «устойчивого набора» параметров {т* } на языке «АЛГОЛ»

дан в [6] (см. также [3]).
Построение устойчивого чебышевского итерационного метода (12), 

(13), (14) (иногда называют его методом Ричардсона) делает возмож
ным его применение для решения разностных эллиптических задач. 
Отношение 1= 71/ 72, определяющее, согласно (.13), скорость сходимости 
итераций, зависит от выбора оператора В. Очевидно, что ZT следует вы
бирать из условия минимума итераций (максимума |) и минимума 
операций для нахождения новой итерации, (экономичности В).

Для метода Зейделя и верхней релаксации оператор В не является 
самосопряженным и потому для ускорения сходимости путем выбора 
параметров {т^} нельзя пользоваться.общей теорией.

7. Попеременно-треугольный итерационный метод (ПТМ). Самосо
пряженным является оператор В, представленный в виде произведения 
«треугольных» (имеющих треугольные матрицы) операторов, сопря
женных друг другу:

В =  (£-[-0)^2}, R i~\~R2== А , R*z ==Ri, o)^>0. (15)

Итерационный метод (12) с факторизованным оператором В вида (15) 
будем называть попеременно-треугольным методом (ПТМ), предпола
гая всегда, что используется набор чебышевских параметров {т*}

(см. [3]). .

Если А ^ б Е  и R iR z^- r-A , то число итераций в ПТМ я0(е) =
4-

2 — *—
=  In —  /(2f2]/T]), т|=6/Л . В работах А. Б. Кучерова и Е. С. Нико- 

лаева [9, 10] предложена следующая модификация ПТМ:

^ ( D + W ^ D - ^ D + c o / ^ ) ,  / )*= £> > 0 , Ri-\-R2= A .

Заметим, что ПТМ экономичнее метода переменных направлении 
даже в случае трехмерной задачи Дирихле для уравнения Лапласа 
в кубе. Для третьей краевой задачи в прямоугольнике модифицирован

ный ПТМ дает п0(е) = 0   ̂1п-^-/У/г j  .

8. Векторные схемы. Изучение И. В. Фрязиновым разностных крае
вых задач для эллиптических уравнений общего вида в областях произ
вольной формы, а также экономичных схем для многомерных парабо
лических уравнений привело к понятию векторной разностной схемы
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(см. [18, 19]) и существенно расширило класс разностных схем. Это 
расширение связано с построением схем в пространстве сеточных 
функций более сложной структуры, являющемся прямой суммой не
скольких сеточных пространств. Пусть заданы сетки зависящие

h
от h, и соответствующие пространства Н& сеточных функций

s =  1, 2, . . .  , т . Пусть Hh =  ф  Я^2) Ф  . . .  © — прямая сумма

т  пространств Hh$) и вектор у = ( у {1)1 у(2), , y{m))£Hh с компонен

тами s — 1, 2, . . .  , т .

Под векторной разностной схемой будем понимать операторно-раз

ностное (разностное по аргументу tn= n r ,  п = О, 1, ...., т > 0) уравне
ние с операторами в Hh-

Формальный прием1 построения векторных схем состоит в следую
щем. Задаче для исходного уравнения ставится в соответствие эквива
лентная корректная задача для системы дифференциальных уравнений: 
'единственным ее .решением является вектор-функция, все компоненты 
которой, совпадают с решением исходной задачи. Аппроксимируя каж
дое из уравнений этой системы на соответствующей сетке ©<£>, прихо

дим к векторной схеме. Если векторная схема корректна, то каждая ее 
компонента приближает соответствующую компоненту эквивалентной 
системы, а значит, и исходной задачи. Семейство векторных схем су
щественно более широкое, чем семейство различных аппроксимаций для 
одного уравнения на одной сетке.

Укажем прием построения схем на сетках с достаточно произволь
ными ячейками [31]. Пусть область покрыта ячейками Н (Х )  — выпук
лыми многоугольниками, X  — некоторая точка («средняя точка»)

внутри ячейки # (Х ) , х — вершина ячейки Н (Х )> х^ оуи, X = Q h . Соеди
ним отрезками соседние^узлы X . Область разбивается на ячейки Н (х ),

где х £ т .  В точках x'£<£>'h пересечения соответствующих отрезков- s (х')

и 5(л/) ячеек Н(х) и Н (Х) определены вдоль s(x') и 5(%') два направ
ления (рисунок). Запишем уравнение баланса для ячейки Я  (я), Произ
водные в выражениях потока выразим через производные по направле
ниям s ^ ' )  и S (* ') и заменим эти. производные по направлениям 

разностными отношениями от сеточных функций у(х), хбад’и У(Х), 

Хбйь. Коэффициенты в выражении для потока вычисляем в точке х'.
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Заменяя потоки:-в уравнейии баланса их сеточными аналогами, прихо
дим-к-уравнению , 4 "•

■ А(х;- у] -У)=— <р(я), х Ь т .
Аналогично получим сетачное 'уравнение,' выражающее баланс для ячей
ки # ( Х ) : .

А(Х-,у, у ) = - ф ( Х ) ,  x m h.

Пару этих уравнений запишем в виде ; ~ - ■

А у = —ц), x = { x ,X } £ & h, у =  {у, У} (16)

и рассмотрим как векторную схему в пространстве . Жь=3^к(а>и) ©
, © Mh{&h) , где Ж ь(щ ) пространство сеточных функций, заданных на 
т ,  Жп(0.к) — пространство сеточных функций, заданных на Йл.

Введем в Жк скалярное произведение и норму:

( I  v) =  Z y  (х)v (х)Я  (*) 4- Е  Y(X) V (X )H{X),

Ш = =  У  (У. У ). у = {у >  У}, V=={v, V}.

Оператор А в Жн является отрицательно определенным и самосопря1 
женным, если отрицательно определен и самосопряжен оператор L 
(т. е. ki2~ k 2i). Если углы ячеек Н (х), Н (Х ), а также углы. между 
s(xf) и 5 (х /) заключены между 0°>>О и зх—0° > 0., -а длины: отрезков

s(x') и S(x '), х'ва>' заключены между m0h и 1/mbfeV 0< ;c o n s t= m o ^ l ,

h — средний характерный шаг сетки, то схема J l 6): сходится в W7* (&h)

со скоростью О (h). , Г ■ '■ \ ' :>-
Таким- образом, простейшие схёмы. .мётана, конечных элементов и 

векторные-схемы нд .нер.егуляр,них.-с^к®х-:дагут;б;ьгть получены методом 

•баланса. • ' ;Л • Л\
9 . Разностные методы* для здда^-;С' негладкими решениями. Точность 

решения,, полученного л ра:зностным;,|методом, в значительной степени 
зависит от гладкости искс^ф щ  решения:: - в некоторых, пределах чем 
больщ;е^сладкосш.ьу;Фем,©ъ1|ЕИ-̂ ;.‘Т'очность. При оценке точности разностной 1 
схемы гр%з1ч<но, >щедп^)л^афте-я,:"ято. точное- решение исходного диффе- 
ренциащьдо.по?:у,равшеШ&/обладает. определенной гладкостью, тогда 
раэнрехная схемл .имеет.точность соответствующего порядка. Однако 

в ^ р е ч ^ т с я ' аадачн ,' решения которых имеют весьма-’ ограничен- •
■ .н'у.ш/^а^коДть^ из-за особенностей в отдельных точках у. самого реше
ния, и̂ та у его производных. Производные решения эллиптических задач 
могут *быть неограничены в окрестности точек смены типа краевых 
условий, разрыва краевых значений и правой части, в угловых точках 
линии, разрыва коэффициентов, в многоугольнике в окрестностях вер
шин углов.и.т. д..Это приводит к понижению погрешности аппроксима
ции и точности.
- Возникают две проблемы: 1) исследования известных :разностных 

схем для указанных задач; 2) разработка новых более эффективных 
методов решения. . .

Одними из первых работ, посвященных исследованию, классических 
разностных схем для уравнения Лапласа в областях с негладкой гра
ницей, были работы Лаасонена. Так, в работе [11 ] рассматривалась 
задача Дирихле для уравнение Лапласа в плоской области с углом 
vji и было показано, что при v^> l пятиточечная схема имеет погреш
ность

0(ft2/v~7/-'/v-e), • ■
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где h — шаг сетки, г —расстояние до вершины угла, e =  const> 0  — 
любое число, если граничные условия непрерывны, и погрешность

если граничное условие в вершине угла имеет разрыв первого рода.
Цикл работ по исследованию классических разностных схем, исполь

зуемых при отыскании негладких решений краевых задач для уравне
ния Пуассона, выполнили В. Б. Андреев, Е. Ю. Архипова и С. А. Кряк- 
вина [12— 14].

В [12] рассмотрена задача Дирихле для уравнения Лапласа в по-
Г 1, * > 0 1

луплоскости г/ > 0 с граничным условием w = s ig n ;c =  1 г ,
' “~" J. ̂ 0 *

имеющим разрыв в начале координат. Показано, что если разрыв по
падает в узел сетки, то погрешность решения разностной задачи Ди
рихле в случае иятиточечной схемы есть величина 0(№ /гг). Из этой 
оценки следует, что при г = 0 (1) погрешность схемы есть 0{№), как 
и в случае гладких решений и = и (х )  исходной задачи. Эта оценка 
имеет место и для девятиточечной схемы повышенного порядка точ
ности. Для девятиточечной схемы граничную функцию можно испра
вить таким образом, чтобы погрешность схемы была 0 (h 6/r6). При 
этом сглаживание граничной функции будет немонотонным. В окрест
ности точки разрыва сходимость отсутствует, однако разность между, 
сеточным решением и точным решением и =  и(х) не превосходит 3%  
и достаточно быстро убывает по мере удаления от точки разрыва. П о
вышение точности схемы путем сглаживания граничиой функции при
водит к уменьшению погрешности схемы и в окрестности точки раз
рыва.

В последующих работах эти результаты были обобщены на случай 
разрывов, не попадающих в узел сетки, на случай прямоугольных се
ток, на уравнения со смешанными производными.

В работе [13] изучается смешанная задача для уравнения Лапласа 
в полуплоскости у > 0, когда на положительной полуоси Ох (л;>>0) 
задано граничное условие второго рода, а на отрицательной полуоси Ох 
( jcC O )— условие первого рода. Показано, что пятиточечная схема

имеет точность О (/г/]/ г) вне зависимости от положения точки (0, у) на 
сетке. При специальном расположении точки смены типа граничного 
условия относительно узлов сетки погрешность есть 0 (h z/r 3̂z). Первая 
оценка улучшает результат Лаасонена (v =  2), снимая е ;> 0, а вторая 
дает существенно большую информацию о погрешности схемы. Прове
дена модификация схемы путем замены в отдельных точках граничных 
условий первого или второго рода на граничное условие третьего рода 
со специальным «коэффициентом теплообмена» при любом располо- 

.■ жении (0, 0) на сетке; при этом погрешность пятиточечной схемы будет 
0 (h z/ r a/2) и девятиточечной 0 (/16Д 11/2)- В последующих работах для

Зл
смешанных задач внутри угла — и плоскости с разрезом получены

м
оценки 0(/г2/3Д 1/3) и 0(ft1/2/ rl/4) соответственно. Все указанные выше 
оценки точны.

В работе [14] исследованы так называемые «задачи о скважинах», 
т. е. задачи об отыскании решения уравнения Лапласа на плоскости 

. с малым круговым вырезом, на котором заданы те или иные гранич- 
^ ные условия. В случае граничных условий второго рода указанная за- 
* дача эквивалентна задаче об отыскании фундаментального решения,
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которая исследована многими авторами (Me Сгеа and Whipll, Stohr, 
Соболев С. Л., Duffin and Shaffer и др.)- Для задачи с граничными 
условиями первого рода построена схема

U~xx +  и у у ~ (] ( 11~  “ о) (Х’ 0 )  =

где бь(лг, у) — сеточный аналог дельта-функции, и0 —  значение искомо

го решения на внутреннем контуре (на скважине), q = 2 n f  In -----
rc

— — In г— С j , h — шаг сетки, rc — радиус скважины, С —  постоянная

Эйлера (h^>rc).. Для погрешности такой схемы верна оценка 0(/г2/г2).
В последующих работах эти результаты обобщены на случай гра

ничных условий третьего рода, на схемы повышенного порядка точ
ности, на случай скважин, центры которых не совпадают с узлами 
сетки, на треугольные и шестиугольные сетки.

Более подробно с работами этого направления можно познакомить
ся в статье В. Б. Андреева «Сеточные аппроксимации негладких реше
ний дифференциальных уравнений», публикуемой в этом же номере 
журнала.

10. Новые разностные методы для задач с негладкими решениями.
Разработка новых более эффективных численных методов отыскания 
негладких решений идет по трем направлениям: 1) использование
обычных схем с выбором в окрестности особых точек специальных 
полярных сеток, шаг которых по радиусу уменьшается по степенному 
закону при уменьшении г; эти схемы имеют точность 0 (h2) (Е. А. Вол
ков [15]); 2) выделение особенности и использование метода конечных 
элементов, что приводит к нелокальным сеточным аппроксимациям 
(см., например, Д. Фикс и Г. Стренп [16]); 3) построение на обычных 
сеточных шаблонах разностных схем, точных на функциях, несущих 
особенность (И. В. Фрязинов [17]).

И. В. фрязинов в [17] уравнение Лапласа Аи— 0, и = и (х i, х%) в 
квадрате аппроксимирует разностной схемой

( а д ^ к  + (Оа^-к =  — Ф (*i> х2) (17)

с переменными коэффициентами a i ( x it Хг) ,  02(^ 1, * 2 ) ,  причем a i и а% 
отличны от 1, а ф — от нуля лишь в конечной окрестности особой точ
ки. Главная часть разложения функции и{х 1, Хг) в окрестности особой 
точки удовлетворяет разностному уравнению. Эта схема дает хорошую 
точность как в окрестности особой точки, так и вне ее. Рассмотрим 
в качестве примера смешанную задачу

А и=0 , — l C - t i d ,  0 < х 2< 1 , 

ди
и{х, 0) = v “ 0 <лга^  1, — (я, 0) = v +, — 1

OX 2

u ( X i ,  X2) = v ( X i ,  Хг),  { x u  лгг)бГ\ ( —  Х г = 0) ,

где v+, v~ — постоянные, функция v (Xi, я2) согласована с v*, так что 
(.0, 0) есть единственная особая точка, в окрестности которой имеет 
место разложение

u(Xi, хг) =t>°+C1ri/2sin-y- +  C2r3/2sin-—- +  . . . ,  u ° = v ~ - j - * 2 v + .
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Основную ошибку в решение задачи по классической схеме у~ +

Ф
+  У- — 0 вносит погрешность функции Ci/'1/2 sin—  .

Перейдем к выводу схемы (17) с переменными коэффициентами а< 
и а2:

{<ky£t)xt +  (<кУ*ш)ха =  — Ф, — 1 <  xt <  1, * 2 >  О,

2
(а1Ух)Х1 +  ~г — v+) — <р, — 1 <  *! <  0, х2 =  0, (18)

д

y— v\ O ^ X i ^ l ,  лг2= 0 , y = v ( x I, xz), {xu а:2) 6Г\(— l ^ ^ i ^ l ,

л:2= 0).

Коэффициенты fllt а2 и правую часть ф подберем так, чтобы в конеч

ной окрестности точки (0, 0) функция t)°+Cir1/2s i n ~  удовлетворяла бы
а

уравнениям (18), причем a i= a 2= l ,  ф= 0  вне конечной окрестности 
точки (0, 0). При этом должно быть: 1) а и а2^ С i> 0 ,  Ci — постоянная,

Зш
не зависящая от /г; 2) погрешность аппроксимации С%гг<г sin была

бы мала (а±, q>-*-0 при г-*-оо). Оказывается, что этим условиям
можно удовлетворить, и коэффициенты аи а2, и функция ф определяют
ся через интегралы от функций dty/dxi, cHf>/dx2, dvQjdxz, где 

Фi|)= r 1/2sin _2L> Та к, например,
&

х 2, й + 0  ,5

J_ Г
/? I

х А -  0.5 * xi~x 1, i+I /2 / /  \ "  ^  —  *,-*2iA

Аналогично вычисляются (ai)i+ii 0, (а2)», *+о,5 по ■ . Интегралы от
OX 2

dty/dxi, dty/dx2, dv°/dx2 легко вычисляются.
Укажем вывод схемы (18). Средний поток от .функции u=v°-\-

-f-Cir1/2 sin-^- есть

Х2, ft+0,5
, . 1 Г /  d v °  .  д ф  \  I

(®‘)i+,A'*= T .  J 1"й Г +1С,~ ШГ )  I
С другой стороны,

Х2, А—0,5 " ” 1 Ж1-Х1̂-+0,5

Ui+i,k~ U i,k  - 1 Г ( dv° п  dip ) I ,

-----s-----=  K > w  =  T  [  Ь

(**); ‘X*-X2,k

; ^Исключая из этих соотношений постоянную Си находим, что 

| (Wi)i+o,5, h— i+i, h-̂ Td-̂ ,5, k- Аналогично определяется поток

К' ■ ( ^ 2) о, й+о, 5=  (а2йх~) i, ft+0,5 через отрезок ( (xi) i+0,5, (#i)i+0,5) ,

\ Xi=Xzk. Подставляя эти потоки в уравнение баланса для ячейки
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(#l) i - 0 , 5 < C ^ l < C ^ l ,  г+0,5, h -<3 ,b < C .X z<Z X z ,  h+o,5, k ^ O ,

О< x 2< h /2 , k = 0 ,

приходим к схеме (18).
Если взять в схеме (18) коэффициенты а± и а2 отличными от 1 лишь

в точках (~h , 0), (0, К), то ошибка на решении и ~ r^sin-^- +

З ф  2
+ r3/2sin——  понижается до 3%  вместо 19% для классической схемы

при Подобные же схемы построены и исследованы для урав

нения A u = f  в многоугольнике [17].
11. Нелинейные задачи. Принцип полной консервативности. При 

построении разностных схем заданного качества для линейных урав
нений математической физики можно опираться на, теорию разностных 
схем. Так, например, при написании схе'м для нестационарных задач 
можно в качестве исходного взять семейство устойчивых схем и в этом 
семействе искать схему требуемого качества; Для нелинейных задач 
эффективной общей теории разностных схем нет.

Более того, системы нелинейных дифференциальных уравнений в 
частных упроизводных, наприйер, газодинамики, магнитной .гидродина
мики (МГД) и тем более магнитной радиационной газодинамики 
(МРГД) настолько сложны, что сами по себе не поддаются детальному 
теоретическому исследованию в целом (за исключением, быть может, 
некоторых простейших случаев). Однако ряд свойств системы можно 
понять, ссли рассматривать отдельные уравнения и их линейные моде
ли. Можно выделить отдельные части (блоки, модули) исходной задачи. 
Так, например, задачу МГД можно разбить на ряд модулей: 1) урав
нения движения и неразрывности при заданной температуре и электро
магнитных полях; 2) уравнение для внутренней энергии (температуры) 
при заданной скорости и плотности; 3) уравнения Максвелла при за
данных плотности и температуре. Очевидно, следует требовать, чтобы 
вычислительные алгоритмы отражали модульную структуру исходной 
задачи. Предварительное изучение алгоритмов для каждого из указан
ных модулей позволяет строить эффективный алгоритм для всей задачи. 
Пригодность алгоритма для частных случаев, очевидно, является не
обходимым условием его применимости вообще. Это один из подходов 
к построению разностных схем — использование блочной структуры 
исходной задачи. Важное значение для нелинейных задач приобретает 
формулировка общих принципов и эвристических приемов для получе
ния разностных схем хорошего качества. При этом линейные задачи 
играют роль моделей для нелинейных задач, что позволяет установить 
связь и между соответствующими разностными схемами. Например, 
естественно требовать, чтобы линеаризованные разностные схемы для 
уравнений газовой динамики хорошо аппроксимировали уравнения 
акустики— линейную модель дифференциальных уравнений газоди

намики.
Такими общими принципами оказались принципы однородности, кон

сервативности [1] и полной консервативности [20] разностных схем. 
Требование консервативности является необходимым условием сходи
мости для линейных задач математической физики в классе разрывных 
коэффициентов (для задач с негладкими решениями).

Принцип полной консервативности для задач газодинамики и 
МГД-задач сформулирован в [20, 21], где указаны простые правила
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получения полностью консервативных схем (ПКС). Применение этих 
правил позволило получить в [22] , Пк.С -дляг&инетического уравнения 
Ландау. Практика показала высокую эффективность ПКС, правильно 
передающих основные Характеристики сплошной?- 'ореды даже на гру
бых сетках. Отметим- что'шекоторые трудности возникли- при написании 
ПКС для уравнений газодинамики б перем:енньгх ЭДлер:а. .

При переходе к многомерным'задачам газодинамики возникли тех
нические трудности, связанные с написанием Л  КС/ - Однако развитый 
в последние годы в [23] — [2‘5] вариационный-подход к* написанию раз
ностных схем, являющийся полудискре-тпым аналогом принципа наи
меньшего действия Гамильтона—- Остроградского, позволил ппеодо- 
леть эти трудности-и упростить процедуру получения ПКС.

12. Применение принципа наименьшего действия для: получения 
ПКС. Существование законов, сохранения тех или иных, физических ве
личин естественно связано' с возможностью, описания физической 
системы на основе 'вариационных принципов, например . принципал наи
меньшего действия. Пусть дана механическая- система, характеризует 
мая обобщенными координатами qif г=1, 2, — , N. Функция Лагран
жа L -системы равна L — K—I I , где К.— .кинетическая энергия, П — по
тенциальная _ энергия. Приравнивая нулю 6 5 — первую вариацию 
функционала действия , ■ ■ •

. *

'■ 5 =  J  Ldi,
о

получим систему уравнений .Лагранжа.. Эти : уравнения ковариантны 
относительно точечного^.преобразования, координат qt, т. с. преобразо
вания вида qi=fi{q\, q'N), i — 1, 2, где q'.—  новые коор

динаты. (ковариантность, как известно, означает^, что форма записи 
уравнения не меняетдя при таком преобразований.)

Для описания гидродинамических течений ! в лагранжевых коорди
натах может быть использовац принцип наименьшего . действия в» форме 
Гамильтона—,Остроградского как непосредственное обобщение его на 
случай системы с бесконечным числом степеней*, jсвободы [30], у

Поясним это на примере адиабатического течения сжима-емого’ газа. 
Цу.сть О — область на плоскости ,(ai, агЬ^де- ai, .а%— лагранжевы 
координаты; пусть Xi— Xi(au a2, t), -^-эйлеровы коор-

динаты частиц среды, !v = (v i ,  у2) — вектор,, скорости, р — плотность, 
е — удельная внутренняя энергия. Лаграйжийн объема Q имеет вид,

& $ ) = .  я-*а>  ( • '  •
' . ' ' Q ' ' "

где S) =  d(xi, X2)/d,(ai, сс2 ) > 0  — якобиан, перехода от эйлеровых'пере
менных к лагранжевым.' В силу принципа.,наименьшего действия дви
жение’среды должно происходить так,.Чтобы-функционал действия

. . . . t ..

5 (0  =  I  3?\t')dt'- '
■ о . ' :

достигал'экстремального, значения. Варьирование. функционала 5 про
водится при дополнительных условиях неразрывности и адиабатич-
ности . 1 . ............  ' ' '

p^5 =  po(ai, аг), 6е =  l/p 2dp. ,f

-Приравнивая 65 — 0, получаем уравнения движения.
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Чтобы получить соответствующую разностную схему, введем в обла
сти Q (at, с*2) сетку ,с шагом At-и hz. Пусть ш — множество ячеек этой

— -У
сетки, 0 л. — множество, узлов. Отнесем г(хи х%) и v(vi, V2) к узлам 
сетки, остальные величины — к центрам ячеек. Лагранжиан S ’ it) 
аппроксимируем следующим выражением:.

S h=  Ц  о ,л р№  ( ( } — etj )',

- « f ' f t  ' " 2

означает нско-где a ixi2 —  площадь лагранжевои яиеики, а
Z. ' г,г2

торое среднее значение' кинетической энергии по соседним с центром

(h, г*2.) ячейки, узлам сетки (обычно используется среднее значение 
по четырем узл.ам). Выражение для 3?ь фактически инвариантно отно
сительно выбора системы координат. «Метрика» пространства входит
только через конкретное выражение для объема ячейки аг-̂ 2.» Вариация

t

функционала действия S =  J 3?hdt вычисляется при дополнительных
о

условиях, которыми являются разностные аналоги закона сохранения 
массы и условия адиабатичности.

В результате получается дифференциально-разностная схема (раз
ностная по а\ и аг) второго порядка аппроксимации; она обладает 
свойством полной консервативности. В самом деле, вид уравнения 
энергии получается непосредственно из интеграла адиабатичности, а 
все законы сохранения являются следствием групповых свойств функ
ционалов 3? и З ’и (теорема Э. Нетер), которые не содержат явной за
висимости от времени и пространственных координат.

Заменив производные по .времени разностными отношениями и взяв 
правые части, как обычно, с весами, получим при определенных значе
ниях весовых множителей* полностью консервативные разностные схе
мы. Изложенный подход без каких-либо изменений переносится на 
случай любого числа пространственных переменных, независимо от 
выбора системы координат.

Для МГД-течения идеально проводящего сжимаемого газа в маг
нитном поле изложенный выше гамильтонов формализм сохраняем силу, 
при этом меняется выражение для лагранжиана; к е добавляется энер
гия магнитного ноля и, кроме того, добавляется еще одна связь — 
условие вмороженности магнитного поля в идеально проводящую среду.

Качество разностной схемы для расчета разрывных решении 
газодинамики и магнитной гидродинамики зависит от выбора искус
ственной вязкости (дйссипатора); обычно требуется, чтобы введение 
вязкости не нарушало консервативности схемы и приводило к разма
зыванию фронта ударной волны на небольшое (~ 3 )  число ячеек сетки, 
оставляя при этом профили в окрестности фронта по возможности мо
нотонными. В дополнение к этому будем требовать, чтобы при введении 
искусственной вязкости собственные колебания линеаризованных раз
ностных уравнений затухали, оставаясь подобными самим себе, или, 
другими словами, введение искусственной вязкости не приводило к 
расщеплению собственных функций линеаризованных операторов (прин
цип спектрального согласования). Такое требование определяет ли
нейную часть искусственной вязкости единственным образом. Коэффи-
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циент вязкости, как функцию ячейки сетки, можно выбирать из усло
вия наибыстрейшего затухания самой высокочастотной компоненты 
спектра собственных колебаний какой-либо парциальной механической 
системы (системы ячеек сетки), включающей рассматриваемую ячейку. 
Искусственные диссипаторы для многомерных МГД-уравнений, полу
ченные на основе принципа спектрального согласования, оказываются 
зависящими от значений термодинамических величин в рассматривае
мом МГД-течении, от конфигурации расчетных сеток, а также от вели
чины магнитного ноля. Они имеют ковариантную форму записи, не за
висящую ни от числа измерений, ни от системы координат. Вводятся 
эффективное давление р* и эффективная напряженность магнитного

поля Н, равные

где q — газодинамическая составляющая искусственного диссипатора; 
Q — вектор магнитной составляющей диссипатора. Они вычисляются по 

4 формулам

где с — адиабатическая скорость звука, % — размерный коэффициент, 
равный Хгз=2/о)*^, о)* — максимальная частота собственных колеба

ний какой-либо механической системы, включающей ячейку (£, /), V — 
объем ячейки.

Таким образом, вариационно-разностные схемы для многомерных 
задач газодинамики и магнитной газодинамики 1) имеют вторую 
аппроксимацию на гладких решениях; 2 ) имеют ковариантную форму 
записи, что упрощает создание многоцелевых пакетов прикладных про
грамм, а также обеспечивает возможность расчета в системах коорди
нат, автоматически подстраивающихся к рассчитываемому потоку;
3) легко алгоритмизируются; 4) акустическое приближение для этих 
схем описывает акустическое приближение дифференциальной модели 
сплошной среды со вторым порядком точности; соответствующие ли
неаризованные операторы обладают свойством самосопряженности и 
неотрицательности, что делает возможным использование эффективных 
итерационных алгоритмов решения неявных уравнений (а также обе
спечить устойчивость путем введения неявности с определенным весом).

Вариационный подход можно использовать также и при построении 
численных методов для уравнений теплопроводности или диффузии, 
описывающих большое число физических процессов. Один из наиболее 
простых вариантов вариационного метода состоит в том, что уравнение

заменяется системой du/dt-{-div W— 0, W-̂ -k grad и = 0 . Первое урав
нение трактуется как параметрически меняющаяся во времени связь, 
а второе уравнение является следствием требования стационарности 
некоторого функционала

где G — область, Г — ее граница. Отправляясь отсюда, можно полу
чить разностную схему второго порядка аппроксимации на криволиней
ных сетках, оператор которой является самосопряженным и знакоопре
деленным, если исходный дифференциальный оператор La —

р*=р+ < 7, H* =  H+ Q,

сШ

2. Дифференциальные уравнения № 7
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=  div (k grad и), обладает этими свойствами в G+Г. Вариационный 
способ определения потоков фактически обеспечивает сходимость ите
рационного процесса их нахождения и консервативность схемы на лю

бой итерации.
Вариационно-разностные схемы для многомерных задач магнитной 

гидродинамики использовались для решения ряда модельных и при
кладных задач о развитии неустойчивости Релея — Тейлора в несжи
маемой жидкости [26], о магнитной кумуляции [27], о симметрии сфе
рических мишеней при сжатии их лазерным излучением [28], о тран
спортировке плазменного сгустка'в магнитном соленоиде [29].
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