
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

И Ю Л Ь  1980 г., ТОМ  XV I, № 7

УДК 518 : 517.944.947

В. Л. МАКАРОВ, А. А. САМАРСКИЙ

К ВОПРОСУ О СКОРОСТИ сходимости 
УСЕЧЕННЫХ СХЕМ m-го РАНГА ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ

Получены оценки скорости сходимости усеченных разностных схем 
m-го ранга на неравномерной сетке для краевых задач, связанных с 
уравнением

(k(x) и')' — д(х) « =  — f(x), х £ (0 у 1),
♦

в предположении, что: 1) k {x )^ c 2, k(x) — суммируемая функ
ция на [0, 1], 2) q (x )^ 0 , q(x)£Lp(0, 1), 1, 3) / (лг) £ Lr (0, 1), r ^ l .
Показано, что при этих предположениях порядок скорости сходимости 
усеченных разностных схем по сравнению со случаем k, q, / £ Q ( 0, 1) 
понижается и становится зависящим от р и г.

1. В работе [1] построены точная схема и схемы любого порядка 
точности (усеченные схемы) для обыкновенного дифференциального урав
нения второго порядка

\k(x) 
dx |_ dx

— q (х) и -j- f (х) =  0, 0 < # <  1, (1)

с краевыми условиями общего вида. При этом предполагалось, что коэф
фициенты k(x), q(x) и /(х) являются кусочно-непрерывными функциями, 
удовлетворяющими неравенствам

0 < Ci< k (%)< с2, Q < ^ ( jc X c 3, |/(*)|< с 4.

В [ IJ показано, что усеченные схемы m-го ранга на любой последова

тельности неравномерных сеток имеют точность 0(\\h2 7̂гг+1 где j|£/|f± =

=  {1, =  2  Точные и усеченные схемы, замечательны тем,
i=i

что их можно использовать в качестве эталонных схем для исследования 
точности произвольных стандартных схем при более низких требованиях 
на гладкость k, q, f, чем это требуется при использовании обычной тех
ники теории разностных схем. Другим интересным направлением при
менения точных разностных схем является доказательство сходимости 
метода прямых и метода сеток для линейных и квазилинейных уравне
ний в частных производных при естественных (незавышенных) требова
ниях к гладкости решения дифференциальной задачи [2].

В данной работе показано, что при дальнейшем ослаблении предпо
ложений о гладкости коэффициентов дифференциального уравнения (1) 
по сравнению с [1] точность усеченной схемы становится зависящей не 
только от ее ранга, но и от классов функций, которым принадлежат 
коэффициенты q(x), f(x). Точнее, пусть выполнены условия А):

1) 0 < Cl< fc (* )< c 2, £ (* > е м о , 1);
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2) q {x )^0 , q (x )£Lp(0, 1), р ^  1;
3) / ( х ) € М 0, 1), г > 1.

В этом случае порядок точности усеченной схемы m-го ранга, который

равнялся 0(h2m+2) при k, q, /£<3(0) [1], понижается и зависит от р и г :

ly — u\\c -=0(li2{m+l)~n),
гяе h =  шах ht,

О, если(/п + 2 < р ) Д ( р < г (/7 — т — 1)),

п =

т  + 1
—  min |— ---— , — — , если(т -j- 1 ^  /?) V

(2)

Р

v  { (rn+  1 < / 7 < т +  2)Д(/7^г(р — т — .1))},

т  — — , если (т  + 1 < / ? < т  + 2)Д(р<г(/?  — т — 1)),
Р

, если (т  -f 2 <  р)/\{р^ г (р — т — 1)).
г

Приведен пример, показывающий, что это оценка достигается.
2. Понадобится описание полученной в {1] точной разностной схемы. 

Для простоты будем рассматривать первую краевую задачу

L(h'9’f) и =  0, 0 -<х-< 1, u(Q) =  а, и (1) =  Ь. (3)

На отрезке [0, 1] введем произвольную неравномерную сетку

сол =  {xt : i =  1, N — 1}, xt — хи1 — ftf >  0, xQ =  0, xN =  1:. 

Точная трехточечная консервативная схема для задачи (3) имеет вид

_L иЛ  ^ ^ d u  =  ~  ф (х), л £ соЛ) u0 — a, uN =  Ъ, (4)
, &  }  X

где

а = 4 -  »•(*)■ d =  Г* (</(•)). <¥ =" Т* (f (■)), . (5)
h

х xj-h
ft-1 Р ГI -----  _  . n o,(5)F (g )d| .

M * ) .
x—h j

Здесь (x), t»2 (x) — шаблонные функции, являющиеся решениями задач 
Коши:

L(fe’?,0) иг{х) =  0, ^ < j c < x i+1;, »a.( î+i) =  0; В Д
dv<

=  1,

1. (6)

В [1] предполагалось, что q, f £ Q w . В [2] показано, что при усло
вии Л) тачная разностная схема существует, единственна и также имеет 
вид (4), (5). При этом Vi(x) и и2(х) понимаются как обобщенные реше
ния задач Коши (6). В дальнейшем- всюду предполагаются выполнен
ными условия А). ■’
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3. Для построения усеченных разностных схем введем линейную 
систему координат, свою для каждой из функций Vj(x)\

х  _  +  '■ — - r ^ S ^ O  Д Л Я  f —  1,

Ui + sAi+1, 0 < s < l  для j =  2 

и произведем замену

a(s, h) =  -i— (я -f-s/j), —
■ h

P(s, A+1) =  - i -  »a(JC +  s/i+i), 0 < S < 1 .
/г+1

Введенные функции a(s, /г), p (s, /г+1) определяются как обобщенные 
решения следующих задач Коши:

^  1 k* (s) —  ) — h?q* (s) a  =  0, — 1 <  s <  0, a (— 1, /г) =  0„

=  — 1, .

S—I

ds \  ds r

k*  — I = 1 ,  (7)
ds |s=—i

~  j 'A * ( s ) - x ' l - ,,+>,?*(s)P = 0' ° < s < l ,  PO> M  = 0.as \  d s )

d§

ds 
где

k * ( s ) =  l k i x  +  sh) ’ — l < s < 0 ,  * ( s )=  l q { x  +  sh), —

\ k ( x - \ - s h +i), 0 < s ^ l ,  \ q ( x  +  sh+i), 0 < s < l .

Коэффициенты точной разностной схемы (4) определяются с помощью 
следующих формул:

a{x) =  a (0 ,h ) , d(*) =  f  (?(•)), 9 (*) =  ?“ (/(•)). (»)

0

г * ( Г с - ) ) = - 4 г ^  f  a(Sl ft)y *(s)d» + - *'■■£ " ><
a (0, К) J  ^+i)

—l

l
X j  p(s, h+1)^*(sjrfs,

о

Из (7) следует, что шаблонные функции a  (s, /1) и (5(s, /i+1) можно искать 
в виде разложений:

сф , h )=  V  h2*o»(s), P(S, м =  У  ft+iPs(s).
f t=0  fe=0

где ak (s) и |3ft (s) определяются по рекуррентным формулам

«fe (s) =  J P* (0 j* <7* (?) a ft~i (I) d%dt> k =  1. 2, • • •, cc0 (s) =  J />* (0 dt,
—i —i

1p =  ■— - 
k*
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j p * ( * ) j  ?*(0 Pn- i(i)d№  k - U  2, . . . ,  p0(s) =  j  p*(f)dt
s t s

и зависят, вообще говоря, от h и h+l. Представим a(s, h) и |3(s, h+i) 
в виде

a (s, h) -  (s, h) + h2m+2 £ (,m+1 > {s, ft)»

где
P(S, M  =  1Йт) (s, Л+1) + ^ m+l) (s, ft+1),

(9)

fjfr rib

П Г (5 , h) =  2  ft24 ( s ) ,  П Г (5 . A+i) =  2  (10)
fe=0

О п р е д е л е н и е  1. Разностную схему

| т. m m m

k= 0

m
—  У х ) л —  й У =  ~Ф(*)» Х€<°Ь’ Уо =  a > Ум = 
a '*

( 11)

получающуюся заменой a(s, h), $(s, ,h+1) в формулах (4) ,[и̂ (8) выраже
ниями (10), будем называть усеченной схемой m-го [ранга : на неравно
мерной сетке. 'f

Далее нам понадобится следующая

Л ем м а  1 [5]. Пусть имеются две разностные схемы

’х } n —  dy ^ — <-Р(*)> Уо =  а,  У М = Ь ,
1

—  Ух
а 1х

1 ~ \ ~ ~ ^ ~
~  У*- L — d У = ”  Ф(*). х £ ®h> Уо = a,  y Nl ~  b,
CL. х

(12)

( 13)

коэффициенты которых удовлетворяют условиям 0 <с M i^ a ,  0 <С 

^ .а ;  0 d, O ^ d ,  тогда будет иметь место оценка

IУ — ylc <  2М1_ (|]ф — ||фII* ( IId — djj* + (. 1,
1 1

a a

<14>
Из CEofiCTB шаблонных функций вытекает, что 0

m m
O ^ d ,  O ^ d ,  и, следовательно, для оценки точности усеченной 

схемы т-го ранга на неравномерной сетке мы можем воспользоваться
„  т .

леммой 1. Полагая, в (14) у =  и, у у ,  приходим к неравенству

ч ь  I fit I Hi

Ilu -  й|с <  2M> ||ф -  ф|| + 2 Н *  (d -  d|if +
1 1

m
a a Л (14')

Для оценки близости коэффициентов точной и усеченной разностных

схем нам нужно оценить Q(m+1) (s, h) и Gi2n+1) (s,- ^+0* Из (7), (9) нахо
дим

G,<ra+1) (s, ft) = j  p *  «  j .  q *  (1) Qi"> (E, h )  m ,

— 1 
1

— 1 (15)

; dt.
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Имеет место
Лемма 2. Пусть выполнены условия А), тогда 'будут иметь место 

неравенства
1 —р т  р~ 1

(m!) р h р Р —  1

п  m + i ) P -t\

*=i
— 1 < s < 0,

т т
2/п4-1 —

(1+5)

(16)

1 —р

£2зш)(5, М < М

т
Р и .Гр(ml) р h+i

Z - Л '

р— 1 

1 \ Р

2 р —  1

2т+1~ —

П  [(2f + l ) p - * l  
/=i (16') 

0 < s < l ,

где V ' ' x = i | 4  , /С1 для формулы (16) и Y * = M L 'X}tX. f a  для фор

мулы (16'). +1
Доказательство леммы проводится методом математической индук

ции с помощью формул (15).
Заметим, что при q (х) ̂  М3 <  оо из (16), (16') в пределе, когда /?-»- 

-*■ <х>, получаем оценки вида

Q (r } (S , / 1 ) < М  (5, - M l — - S)1
2/м-| 1

(2/72 -J- 1)1 (2m + 1)!
(17)

которые приведены в работе [1],
Справедлива
Л ем м а  3. Пусть выполнены условия А), тогда будут справедливы 

следующие оценки:

т
la — a\\i<  Mh2im+l)~n , п =  + 1 РУР. т  + 1 >  Р,

1 0 , если т  + 1 <; р,

Ы — л =  { (т  + 2 — рУР> если т  + 2 ^ р ,

т
!1ф — <рИ(_ 1, < л м :

1 0, если m + 2 <  р,

2(т+\)-п п _  \{tn-\-\)lp—{r— \)lr,eCAUp^r{p — tn— \),

если р<Сг(р — т — 1),I 0,
где М — постоянная, не зависящая от h.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользовавшись выражениями для коэффи
циентов точной и усеченной разностных схем, а также леммой 2, полу
чаем

lie — a|i -  IIh2m+2Q[mи > (s, h%.<  M  ^  hc p

Далее имеем
N —  1 0

« « Я , . , ;>' 08)

Ы  —  4 ?  = 2  ft?"'* - j -  f  й['”+" (s, ftf) -7* (s) ds +
1 _ i

+ m
atai

/ii) (7* (s) rfs

—l

+ . ^  ^ t 3 

i=l

X
a i+t
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\(т+1)

X Г оГ+11 (S, ?* (s) *  + Щ ......м ) j  р (S. лм ) 7* (s) ds

N
< 2  М

л (m+D (2--L-)

/—1

(m+l) (2--L]+P_L-.

<  2M 2  Й/ " p
i=l

(19)

jV— I i

<p
1=1: = 1

u

-i- Г a r+ '^s , ft,)If*(S)l ds+
аг J

+

a p t

о лг—1J « (s, ht) I/* (s)| ds + ^  /if+f3
L fli+i

x

X J  , ^ +1) (s, hu i) I/* (s)| ds + Й^ П<Р» j  P(S, Л|+1) j/* (S)| ds
m

0

/■ri (m4_i) (2— ——̂ -
< 2M ^ h ,  r  ’W»>+1 • | /(*)|d*< .

^ р ' лг-1 ,лг' v1 = 1 •  ̂ л:;.,

(—1

< 2 M  2  йГ+1',(г '  K  *. М Й ^ . Ч) M U .,.* .)  • <20>
i = 1

Из неравенств (18)—(20) следует утверждение леммы.
.Объединяя леммы 1 и 3, приходим к следующей теореме.
Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия А), тогда при достаточно 

малом h точность усеченной разностной схемы т-го ранга определяется 
оценкой вида

I I и - ^ < Л № г<т+1)“ “, , (21)

где п определяется по формулам (2).
С л е д ст в и е  1. При g(x)t f (%) £ L2 (0, 1) усеченная разностная схема 

(11) нулевого ранга имеет второй порядок точности.
4. Приведем в качестве иллюстрации один пример, показывающий, 

что оценка (21) теоремы 1 является неулучшаемой. Пусть дана крае
вая задача

и"{х) — Ь j-а;---и(х) = — хЬ -------j  , .х:£(0, 1), м(0) =  0,

« (1) = 1, (22)

где 6 (я) — дельта-функция. Точная разностная схема для (22) имеет 
вид

_L
h

i

2/i(l + Л/4) 4/i(l + hi4) ’

9. Дифференциальные уравнения №  7
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1

ft

Uk+Z —  u h+i u k+l —  uk

' . ft ft /г2/4
1 1

2/i(l -f-ft/4)' ч + • . 4ft'(l + hi4)

£ + 2 < ; < i V - l ,  «„ =  1.

Здесь предполагается, что • !Г- .

_ 1 , ft . _  1 ft 
**.| - у  !•—  , .

Нетрудно получить и схему нулевого ранга

, 2ft Уг 2- ■ 2ft f ’ 7V ■’

о о
Ко =  0» - ^  =  1»

решение которой, имеет вид — символ Кронекера):

4 4 - h
о
У(

(4 — ft) (l +  ft)

: 4 -г ft'
(4 — ft) (1 +  Щ

( l — x J + U k + l  (23)

в то время как решение дифференциальной задачи . (22) определяется 
формулой . :

■и(х) =  х. •'"< ' (24)
Г-А

Легко видеть, что погрешность решения (23)’ явля^гсяг величиной по" 
рядка О (ft), и, следовательно, для случая' р =  г *=*»% оценка скорости " 
сходимости схемы нулевого ранга теоремы 1 неулучшаемая.

5. В заключение заметим*; лто;.т;еррем,а%;1^йррает)-большую роль при 
построении. схем метода пряшк ® ,конечноразностных схемдля уравне
ний’1 математической физики (в том. числе и квазилинейных) более прос
тых^ чем схемын;приведенмые> в работах [2, 4].. Для этой цели оператор'

. \ т г\
точной схемы Тх(v(•)) нужно заменить оператором Т,'л,(у(-)) усеченной 
схем^ m-го ранга с соответствующим тп.

Прйведе-ннБЮ выше результаты можно распространить и на задачу 
Штурма—Лиувилля.
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