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§ I. В В Е Д Е Н И Е

1. В настоящей работе на примере задачи для квазилинейного пара­
болического уравнения

u t = [ k ( u ) u * ] x\ / г ( и ) > 0 } и > 0 ,  (1)

с краевыми условиями

и(0, х) = и 0(х) ^ 0 ,  X 6 R 1._ =  (0, с о ) ; sup UqC oo, (2)
I ’

u{t, 0) = « i (£)-»--}-o°, t^T~\ 0 < £ < r < - j - o o ,  (3)

исследуется асимптотическое поведение ее решений при
Задача (1) —  (3) описывает, в частности, процесс диффузии тепла 

в нелинейной теплопроводной среде. Температура в граничном условии 
(3) изменяется в так называемом режиме с обострением, т. е. неогра­
ниченно возрастает при t-^T~. В  этом заключается существенное отли­
чие рассматриваемой задачи от традиционных задач нелинейной тепло­
проводности.

2. Изучение режимов с обострением стимулируется тем, что при их
развитии в сплошной нелинейной среде проявляется ряд необычных
свойств процессов переноса (тепла, магнитного поля и т. д.).

Так, в работах [1, 2] на примере уравнения (1)  с k ( u ) — ua, а3>0,  
исследовался эффект мстастабильной локализации тепла.

Локализация горения в процессах, описываемых уравнениями вида

ut= [ k ( u ) u x] x-\-Q(u) (4)

при k ( u ) ~ u ° ,  Q ( u ) = u р, а > 0 ,  рассматривалась в работах
[3, 4] .  Метастабильная локализация тепла и горения дает, в частности, 
возможность сконцентрировать любое количество энергии в ограничен­
ных участках среды, удержать его в течение конечного времени практи­
чески без распространения из зоны локализации и может иметь ряд 
важных физических приложений [5] .

Локализация является также внутренней причиной возникновения и 
сложного взаимодействия в нелинейной среде различного типа мета- 
стабильных нестационарных диссипативных структур [6, 7] .

Указанные эффекты не ограничиваются задачами теплопроводности 
и горения. Они проявляются такж е при наличии в среде большой суммы 
нелинейных диссипативных процессов, характерных для гидродинамики 
и физики плазмы [8, 9].
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3. Разработка теории режимов с обострением (в том числе для по­
становки экспериментальных исследований) требует применения раз­
нообразных математических методов. Так, связанные с этим вопросы 
изучались путем построения и анализа автомодельных решений [1, 3, 
10] ,  с помощью различных вариантов метода осреднения [7, 11],  а 
т а к ж е  путем прямого численного расчета соответствующих задач.

Особенно следует отметить метод построения автомодельных реше­
ний, который является эффективным средством исследования многих 
задач математической физики [26] и в том числе задач нелинейной 
теплопроводности [10, 12, 13, 27].  В  частности, при изучении локали­
зации тепла существенно использовались построенные в [10] автомо­
дельные решения задачи (1) — (3) с k ( u ) = u ° , с помощью которых был 
выделен класс граничных режимов, приводящих к локализации, полу­
чены оценки сверху и снизу для решений неавтомодельных задач н т. д. 
[1, 14]. При этом в силу существования теорем сравнения для решений 
параболических уравнений роль автомодельных решений значительно 
возрастает. В такой ситуации они являются не только частными ре­
шениями, но служат границами между классами (неавтомодельных) 
решений, принципиально различающимися по своим свойствам.

4. Нетривиальные инвариантно-групповые, автомодельные решения 
допускает, как правило, лишь узкий класс уравнений. Например, в 
работе [15] установлено, что построение таких решений уравнения (1,) 
возможно только при k ( u ) = u a и к { и ) = е . х р и  (аналогичное исследо­
вание для уравнения (4) проведено в [ 1 6 ] ) .

В  значительной мере преодолеть эту трудность позволяет предло­
женный в [17— 19] подход, расширяющий обычно используемые теоре­
мы сравнения. Сущность этого метода состоит в том, что сравниваются 
решения задач, соответствующих не только разным краевым условиям, 
но и разным параболическим уравнениям (в случае уравнения (1) — 
разным функциям k (u ) ) .  С иомощыо такого подхода установлена, на­
пример, метастабильная локализация тепла в задаче ( 1 ) — (3) с произ­
вольной функцией k (u ) ,  даны соответствующие оценки [20] .

Ещ е один метод исследования основан на том, что решения парабо­
лических уравнений могут при определенных условиях описываться 
автомодельными решениями более простых уравнений, например ре­
шениями некоторых уравнений первого порядка. Примеры такого «вы­
рождения» уравнений (1) ,  (4) с k(u) =  1, Q (« )  =  ( l - f u) ln p> ( l - f « ) ,
р > 1 ,  в уравнения первого порядка типа Г ам и льтона—-Якоби и их 
приложения к изучению эффектов локализации тепла и горения даны 
в [ 2 1 - 2 3 ] .  В  работе [24] вопросы, связанные с «вырождением» урав­
нения (1) ,  изучаются для произвольных k (u) .

Сочетание указанных методов значительно расширяет возможность 
исследования свойств решений параболических уравнений.

5. Наряду с разработкой новых подходов актуальным является бо­
лее эффективное использование существующих методов. В частности, 
важен вопрос о сходимости решении неавтомодельных задач к соот­
ветствующим автомодельным решениям. Обычно факт сходимости или 
«выход» на нестационарное автомодельное решение устанавливается 
путем численного расчета исходной задачи с последующей обработкой 
решения в автомодельных переменных.

В данной работе доказана сходимость решения задачи (1) —  (3) при 
k ( u ) — uG, а > > 0, к соответствующим автомодельным решениям и уста­
новлены оценки скорости сходимости в различных нормах (§ 2 ) .  Полу­
ченные оценки используются в § 3 для доказательства существования 
эффективной мегастабильной локализации тепла в задаче (1) —  (3) .
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§ 2. О СХОДИМОСТИ к А В Т О М О Д Е Л Ь Н Ы М  Р Е Ш Е Н И Я М

Покажем, что решение краевой задачи (1) — (3) для уравнения со 
степенной нелинейностью ( k { u ) = u Q)

ul= [ u C!ux] x, (t, x )e .ST= ( 0, r ) x R 1 ; o > 0 ,  (5)~r
и граничным законом

Ul(t) =  ( T - i ) - v ° ,  щ о , т ) ,  (6)

сходится в некоторой специальной норме к автомодельному решению 
уравнения (5 ) ,  удовлетворяющему (6) .  Это решение имеет вид [1, 2]

Ua(t, х) =  (Т — t)-Vafa(x) ,  (t, X )G 5T, (7)

f ( i- x /x 0)V°, 0 < * ^ * o = [ 2 ( c + 2 ) / ( j ] v * ,  . . .
ы { х ) =  I о, *>*„. (8)

Введем обозначение
f ( t , x )  =  (T—t ) i/ ° u ( t ,x ) ,  (t, x ) £ S T. (9)

Получим интегральную и поточечную оценки скорости сходимости при 
t->T~ функции (9) (называемой «автомодельным представлением» ре­
шения u(t,  я ) )  к f a (x),  определяемой по формуле (8) .

Сделаем одно общее замечание об особенностях доказательства 
сформулированных в работе утверждений. Решеиие вырождающегося 
уравнения (1) может не иметь производных, входящих и уравнение. 
Тем не менее мы считаем это решение достаточно гладким (по крайней 
мере м 6 С ^ ( 5 т ) ) ,  что оправдывается возможностью построения после­
довательности классических решений уравнения (1 ) ,  равномерно сходя­
щейся на каждом ограниченном множестве к обобщенному решению 
[25] (тем самым все необходимые оценки можно сначала получить 
для достаточно регулярных решений из указанной последовательности, 
а затем совершить предельный переход).

1. Интегральная оценка скорости сходимости. При выводе интег­
ральной оценки будем предполагать, что функция и0(х) в (2) удовле­
творяет включению UoGL^R^), т. е.

j* uo(x)dx<Zoo.  (10)

Т е о р е м а  1. Пусть выполняется условие (10). Тогда функция (9) 
сходится при к f a (x), причем справедлива оценка

со

I  \f(t, x )- U x )\ dx = 0 [ (T - t)W ]— ,_0. ( И )
о г- т

Доказательство теоремы 1 основано на следующей лемме.
Л е м м а .  Пусть функции щ(1, х) и u%(i, х), (t, x)QST являются р е ­

шениями уравнения (1), причем U i ( Q,  х ) ^ и 2(0, х) при и
ui(t, 0) =  u2(t, 0) для всех  г?£(0, Т). Пусть, кроме того, Ui(0,
Тогда для л ю бого  tG(0, Т) справедливо неравенство

со со

J x ) — U2 {t, x ) } d x ^  j* {wi(0} x ) — uz(0, x) }dx.  (12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция
со

E ( t ) =  J {Ui(t, x ) —Li2(t, x ) } d x
о

определена и имеет непрерывную производную d E /d t  для всех ft? (О, Т), 
причем

( l)=k[u ,(t ,  0 ) ] { [ « ! ( < ,  0 ) ] « - [ « i ( i ,  0 ) ] * } .

В силу условий леммы и теорем сравнения [25] имеем u2{t, x)^.Ui(t ,  х) 
всюду в S T и поэтому (ди2/д х )  ( t ,  0) ^  (дщ /дх)  (t, 0) для всех £6(0 , Т). 
Отсюда d E / d t ^ 0 и, следовательно, E ( t ) ^ E ( 0) при всех /6(0, Г ) .  
Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Определим две неотрицатель­
ные гладкие функции и+{х) и и~'{х) такие, что «+(0)  =  «~(0)  — «о(0) ,
uf£L'(W+ ) и

и + ( х ) ^  max {uQ(x), T-Vafa (x)} ,

« • ( * ) <  min {u0(x), T~Vafa {x ) } .

Через u± (t, x) обозначим решения уравнения (5) с начальными усло­
виями и± (0, х ) = и ± ( х )  и граничными законами (6) .  Тогда из принципа
максимума получаем, что при всех (t, x)QST

u+(t, х) ^  max {u(t,  х),  ua (t, л:)}, 

u~(t, х) ^  min {u{t,  х) ,  ua {t, а:)}
и поэтому

j и— иа | -'с (и+—иа) +  ( о̂~— и~) — и+— и~ 

всюду в S t- Отсюда заключаем, что
ОО ОО

J |u(t, x ) —ua (t, х) J x ) —ur(t, x ))dx .
о 0

Применяя к интегралу, стоящему в правой части, полученное в лемме
неравенство (12) ,  придем к оценке

| |u(t, x ) —ua (t> x ) \ d x ^  j  (u+(x)—u-(x ))dx< Z oо. 
о о

Учитывая, что (см. ( 7 ) — (9 ) )
со оо

j \U — Ua\dx= (Т— 0_1/а j \f(t, x ) —fa(x)\dx, 
о о

получим при t-+T~ оценку (11) и, таким образом, утверждение о схо­
димости f (t ,  x)- i- fa(x).  Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Теорема 1 допускает расширение на более широкий 
класс граничных режимов

Ui(t) =  (T— t )n, Z:G(0, Г ) ;  п — const < 0 .  ' (13)
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Автомодельное решение уравнения (5) с условием (13) имеет вид [10] 

ua (t, x) =  ( T - t ) * U ( t ) ,  | = -------- --------- , (14)
1+riG

где функция fa ( l )  является решением следующей краевой задачи:

( ^ « " f r )  — Е +п1а=0’ ^  <1Б>

/*( 0) =  1, fa(  о о ) = 0 .

Интегральная оценка (11) в этом случае выводится аналогичным обра­
зом и при п<С — 1/(cr-f-2) имеет вид

~ 1+п(0+2)
J |  f ( t , Z , ) - f a ( t ) \ d t  =  0 [ ( T - t )  * ] _ ^ 0(

t-+T

где
1+710

f( f ,  b ) = : ( T - t ) - * u ( t ,  1 ( 7 - 0 “ Ь  V, £)№■■

Автомодельные решения (14) подробно исследованы в [10] ,  где вы ­
делены три типа решений, принципиально различных по своим физиче­

ским свойствам: L S -режим /̂?£± ^ -----— , 0 j  j ,  5-режим ^ п = — ~ )  >

Я 5 -р е ж и м   ̂ n<Z----- ' Из доказанных выше утверждений следует,

что решения неавтомодельных задач «выходят» с известной точностью 
на автомодельный режим и поэтому заранее определены основные де­
тали их подведения при

В случае 5-режима приведем не только интегральную, но и поточеч­
ную оценку сходимости к автомодельному решению (7) .

2. Поточечная оценка скорости сходимости. При выводе поточечной 
оценки откажемся от предположения (10) и будем считать функцию

и,о(х) ограниченной в R^, т. е.

sup uo(x) = M < I c o *  (16)

жеи1;+

Т е о р е м а  2. Пусть выполняется условие (16). Тогда  функция (9)  
сходится при t~+T~ к fa(x) , причем справедлива оценка

sup| f ( t ,  x ) - f ( x ) \ ^ O l ( T - t f l u - s)\-*0.  (17)
V _ г> 1 f ->■ 7

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исходя из замечания, сделанного в начале 
этого параграфа, будем формально считать, что w6Cj-  ̂ ( 5 Т).

Положим всюду в S t

U(t, x ) = u a (t, х),  Va (t, х) =  и°а (t, х).

Тогда функция z = U — Va удовлетворяет в S T уравнению

=  U z Xx~\-Z (Va) агаН %х [2 (V а ) х %х\ • 0^)
СГ
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Функция г удовлетворяет включению в силу такой ж е
гладкости Уа (см. ( 8 ) ) .  Поэтому в точке положительного максимума 
функции г  выполняется условие zx= 0 и неравенство в некото­
рой достаточно малой ее окрестности. Тогда из уравнения (18) полу­
чаем, что в точках положительного максимума 2

Z t =  - ^ г  i ^ z ( V a ) x x  =  Z ( T — t ) - L  ~  ■

и поэтому при t, достаточно близких к Т, справедлива оценка

sup z(t,  х) ~  О [ ( Г — 0  в': 2 ].' (19)
jtgR1-т

В  точках отрицательного минимума функции 2 выполняется неравен­
ство (см. (1 8 ) )

dz  /w ч 
£г =  ~ ц -  ^ Z ( V a)xx

и поэтому при t~^T~

(2°)inf z(t,  -y ) - -0 [ (T — t) 0 г 2 ].

Суммируя (19) ,  (20) и учитывая, что 
оценку (17) и, следовательно, условие 
доказана.

z\ =  (T—t ) - l \f—fa\, получим 
/ —fa | —*~0 при Теорема

§ 3. ОБ ЭФФЕКТИВНОЙ Л О КА ЛИЗ АЦИ И ТЕПЛА

1. Рассмотрим вопросы, связанные с локализацией тепловых возму­
щений в задаче (1) —  (3) .  Нам понадобятся следующие определения.

О п р е д е л е н и е  1. В зад а ч е  (1)  —  (3) с начальным расп ределе­
нием uq, удовлетворяющим условию  messupp щ (х)  =  k < .o o ,  существует 
метастабильная локализация тепла, если

lim mes supp и (t, x ) — l* < io о (отметим, что 1*^1  о). (21)
1-»Т ~

О п р е д е л е н и е  2. В зада ч е  (1)  —  (3) существует эффективная 
метастабильная локализация тепла, если

lim lim mes {л: : u(t, х) ^ h }  = L * < o o .  (22)
i^T~

Величины I* и L*  будем называть глубиной локализации. Определе­
ние 1 предусматривает возможность конечной скорости распростране­
ния возмущений в процессах, описываемых уравнением (1) (в против­
ном случае supp и (t, х ) = К 1+ для всех £6(0 ,  Т )) .  Локализация в смысле
(21) означает, что тепловые возмущения, несмотря на неограниченный 
рост температуры в точке я = 0 ,  проникают в течение всего процесса 
в область конечных размеров (вне этой области температура всегда 
равна нулю).

Формула (22) в определении 2 отражает тот факт, что температура 
при t->T~ неограниченно возрастает в конечной области (области ло­
кализации тепла) ,  а в остальной части пространства ограничена рав­
номерно по £6(0, Т),  При этом никаких ограничений на функцию и0{х)

i. Диф ф еренциальны е уравнения № 7
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в (2) (кроме ее ограниченности в R ^)  не накладывается. В  этом з а ­
ключается существенное различие метастабилыюй локализации тепла 
в смысле определений 1, 2 и более глубокий физический смысл послед­
него, поскольку в большинстве реальных физических процессов обра­
щение в нуль функции u(t, х ) (температуры) не имеет места.

2. Локализацию тепла в смысле (21) наглядно демонстрирует ана­
литическое решение (7 ) ,  (8) уравнения (5 ) .  На примере задачи, рас­
смотренной в § 2, будет показано, что между двумя определениями 
локализации существует тесная связь.

Т е о р е м а  3. В краевой задаче  (5), (6) с ограниченным в R̂ _ на­
чальным распределением (2) существует эффективная локализация  
тепла в смысле определения 2, причем

L * =  [ 2 ( а + 2 )  / а ] 1/2, (23)

т. е. u(t, х)-+со при и всех  jrGfO, L*),  u(t, х)  <  со для всех
/6(0, Т], x > L * .

З а м е ч а н и е .  Глубина локализации (23) совпадает с размером 
носителя аналитического решения (7) ,  (8 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Д о каж ем  сначала, что для 
всех хв  (0, L*)  решение задачи неограниченно возрастает при t-+-T~. 
Д ля этого воспользуемся неравенством (17) ,  из которого получим 
оценку u(i, х) снизу (см. доказательство теоремы 2)

ua (t, x ) ^ ( T —t ) - i f l ( x ) —M i (T—t) -W -M t
где

О

M i =  S U p | U o ( ^ ) ----  fa {х) Т~*\Та"] 2 <  ОО.

■VGR̂

Тогда в силу положительности функции f a (x) для всех д:б(0, L*)  (см. 
(8 ) )  заключаем, что u(t, х)->оо  при t->T~ и любых я б ( 0 ,  L*).

Покажем теперь, что функция u(t, х) ограничена в области x~>L* 
равномерно по 16 ( 0 ,  Т). Рассмотрим оценку, полученную при д о к а з а ­
тельстве теоремы 2

со ОО

J [u(t, х ) — ua (t, х) |dx^ .  J (u+(x)—u~(x))dx.
о о

Перепишем ее в следующем эквивалентном виде:
СС СО

j  { j и— иа j — ы0} d x ^  J  — u~—ua}dx. (24)
о о

Функцию и+ в (24) при этом выбираем так, чтобы (и+— ио)^^(Ц.1 ),
поэтому интеграл, стоящий в правой части, существует д аж е  тогда,

когда UoG^MRi).
Из оценки (24) с учетом того, что ua {t, л : ) = 0  при x > L * ,  получаем 

неравенство
оо L*  со

j  (u—Uo)dx^. | uodx-\- J  (w+— u~— Ua)dx<ioo.  (25)
J,* о 0

Из (25) и принципа максимума заключаем, что при всех x~>L* функция 
u(t,  х) ограничена для любых /6(0, Т]. Теорема доказана.



а с и м п т о т и ч е с к а я  с т а д и я  р е ж и м о в  с  о б о с т р е н и е м

С л е д с т в и е .  Пусть функция uG в (2) такова, что
d 2

—  r t R J . -  (26)

Тогда при всех x > L * ,  где  L* вычисляется по формуле (23), и t £ ( О, Т] 
а р а в е д л и в а  оценка

X

u{t, х ) ^  [  JV +  j  Uo(y)dy ] / ( * — L*)  <  +  оо, (27)

j .*

N =  J \u0( x ) - T - v ° f a ( x ) \ d x .
0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  силу (26) и неравенства u ' ( t ) > Q  (см.
<6)) краевые условия задачи являются критическими и поэтому и С ^ О, 
* * ^ 0  почти всюду в 5 т [ 1 7 ,  18].  Следовательно, и— для любых 

6 5 Г. Тогда из оценки (25) получаем для всех неравенство
х  х  оо

щ d y +  J  (u+—u -—u0)dy. (28)
L* 0 0

Поскольку их^ 0 ,  в S T справедлива оценка

J u(t, y ) d y ^ u ( t ,  х) (x—L*),
L *

что вместе с (28) дает неравенство (27) .  ■
З а м е ч а н и е  1. Из (27) прямо следует оценка

и (t, х) ио(L*)  + N /  ( x - L * )  < о о ,  x > L * ,
при выводе которой учитывается монотонность щ.

З а м е ч а н и е  2. В  силу теорем сравнения [25] эффективная ло­
кализация тепла имеет место в случае любых граничных законов вида 
(13) при пв  (— 1/а, 0 ) ,  т. е. L S -режимов. В  случае п<С— 1/(7 (Я 5-р еж и м )  
локализация тепла отсутствует, более того, u(t t х) неограниченно воз­
растает при t~>T~ всюду в R̂ _ [14] .

3. Полученные в § 2, 3 оценки позволяют провести исследование 
эффективной локализации тепла для уравнений (1) с нестепенными 
нелинейностями путем применения методов сравнения решений пара­
болических уравнений [17— 19]. Мы рассмотрим только один пример; 
в общем случае методика такого использования операторного метода 
сравнения [19] изложена в [20] .

П р и м е р .  Рассмотрим уравнение (1) с коэффициентом
k(u)  —  exp (ма) — 1, и ^ 0; a r ^ l .  (29)

Преобразование (оператор) E ( u ) = k ( u ) ,  и ^ 0 является допусти­
мым в смысле [20] и поэтому в задаче (1) — (3) с краевыми данными

щ ( 0  = £ " 1[ =  In1' 0 [ 1 +  ( Г - * ) - 1] - ^  (0.

М * ) ^ £ - Ч г - Ч 1 - * / У б ) 2], *€(0, У6), (30)
Uq(x ) = 0 ,  V 6

имеет место метастабильная локализация тепла в смысле (21) ,  причем

/*=^У6. Функция £ -1 в (30) является обратной к £  и имеет вид
E~l ( u ) =  In1̂  [ 1 + t t ] ,  и ^ О .



1204 Е - А - Г А Л А К Т И О Н О В ,  С. П.  К У Р Д Ю М О В ,  А.  П.  М И Х А Й Л О В ,  А.  А.  С А М А Р С К И Й

Из оценок §§ 2, 3 следует, что граничный закон (30) приводит к 
эффективной локализации тепла (т. е. в смысле (2 2 ) :) в задачах для

уравнения (1) ,  (29) ,  если щ(х)  ограничена в R^. При этом справед­

лива оценка глубины локализации L * ^  ]/ 6.
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