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1. Основные понятия современной теории дифференциальных ур ав 
нений сформировались при решении классических задач математиче
ской физики. Именно при исследовании простейших задач гидродина
мики, акустики, теплопроводности, электродинамики возникли такие 
понятия, к ак  задача  Коши, краевая  задача, обобщенное решение, и фи
зическая интуиция была мощным эвристическим средством при оты
скании математически правильных постановок задач, а потребности 
физики и техники указы вали  на наиболее актуальные проблемы, реше
ние которых и составило прогресс теории дифференциальных уравнений.

Сегодня многие разделы теории дифференциальных уравнений в 
частных производных уж е  приобрели математически законченной вид. 
Дальнейшие успехи в теории дифференциальных уравнений, к ак  нам 
каж ется ,  во многом будут определяться качественно новыми задачами, 
источник которых — проблемы физики.

Конечно, многие классические задачи математической физики еще 
не решены (и среди них и первую очередь математические задачи гид
родинамики, связанные с уравнениями Н авье—Стокса, Эйлера, ур ав 
нения газовой динамики и др .) .  Но здесь нам хотелось бы обратить 
внимание на некоторые качественно новые постановки задач, возника
ющие при решении современных проблем физики.

Качественно новые постановки задач возникают д аж е  в такой клас
сической и хорошо изученной области, к ак  теория эллиптических и па
раболических уравнений второго порядка с постоянными коэффициен
тами.

Например, при математическом описании некоторых процессов в 
плазме мы приходим к следующей задаче [1] *: Пусть G — открытая 
область я-мерного евклидова пространства Еп, п ^ 2 ,  dG  — гладкая  
граница G (достаточно, чтобы dG  удовлетворяла бы условию Ляпуно
в а ) ,  S B — линейный дифференциальный оператор эллиптического типа 
на дваж д ы  непрерывно дифференцируемых в G функциях. Пусть сг — 
часть dG,  и пусть Т непрерывно дифференцируемое отображение о  в 
некоторую гладкую поверхность То,  лежащ ую в G. Нужно найти д в а ж 
ды непрерывно дифференцируемую в G функцию и ( х ) ,  х&Еп , непре
рывную в GlJdG, которая удовлетворяла бы условиям:

' — 0, x£G,  х =  (хь  . . хп);
< и (х) — ф (х), x £ d G \ i т, cp£C(dG\<j);
. и ( Тх)  =  и(х) ,  х £ о .

I zzz'iH t Н2 мп ниже ссылки на литературу не претендуют ни на полноту, нн на 
правильное освещение вопроса. Их задача состоит только в том, чтобы 

укезать r.i Некоторые типичные, на наш взгляд, работы по рассматриваемому 
вопросу.
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%  -  V а „ ( х )  - Г ^ - - -!- V  W - г -  + C W ;  ыg СС2>(G) f)C(GUdG).
OXiOX] JmA OXi
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Своеобразие этой задачи состоит в том, что граничные условия ставят 
ся в точках области G, где искомая функция должна удовлетворять 
уравнению. При изучении нестационарных процессов аналогичная за- 

'дача ставится для  уравнения параболического типа [2, 3 ] :

ди x £G,  t >  О,
at

^(х) =  ф(х), x £ d G \ ( 3 ,  1~> 0; c p £ C ( d G \ o ) ,  
и ( Тх)  — и(х) ,  x £ g, t >  0; 
и (x, 0) =  u0 (x).

Первоначальное изучение этих задач уж е  проведено (исследована раз 
решимость, доказан принцип максимума).  Но, конечно, здесь хотелось 
бы иметь более подробную информацию о решении (его оценки, схо
димость численных методов и др.)- Интересны так ж е  встретившиеся 
нам нестандартные задачи для уравнения теплопроводности:

д и  д ги п ^
0 <  х <  1, / >  0;

d t  дхг
и(х, 0)=ц 0(х), 0 < С х < С 1 ;  

с граничными условиями следующего вида:

0  +  bLu x (1, 0  +  а 0и (0, i) +  b0u (1, t) =  0,

с%их (0, t) -j- dtUx (1, t) -j- CqU (0, £)-{-d qIi , t) — 0,

либо с такими условиями;

и (0, ^ и ( х ,  t ) d x ^ -  u ( t ) .

Нестандартный вид краевых условий порождает ряд  своеобразных я в 
лений: в некоторых случаях получается бесконечное число присоеди
ненных функций, полнота системы собственных и присоединенных функ
ций требует особого доказательства, нетривиальные вопросы сходимо
сти разложений по собственным функциям, вопросы существования и 
устойчивости решения задачи. Исследование этих вопросов проведено 
в [4—6].

2. С задачами физики плазмы связана и другая  группа проблем 
теории дифференциальных уравнений, относящаяся к нелинейным ур ав 
нениям, а именно к уравнениям Больцмана и Власова. Недавно в м а 
тематической теории этих уравнений были достигнуты принципиальные 
успехи [7— 14]. Д ля  уравнения Больцмана доказаны, наконец, теоремы 
существования решения в пространственно неоднородном случае. Тео
ремы существования решения уравнения Больцмана доказаны, по-су- 
ществу, классическим методом построения решения в окрестности р ав 
новесия методом последовательных приближений. Правда, при этом 
было необходимо проделать очень большую работу по поиску нужных 
пространств. Решающим моментом в доказательстве явились оценки 
оператора столкновений. Условия на начальную функцию в доказанных 
теоремах существования еще довольно жесткие, и они слишком обре
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менительны для  математически корректного изучения наиболее интерес
ных и сложных вопросов (таких, к ак  асимптотически по малому числу 
Кнудсена в окрестности границы). Тем не менее изучение этих вопро
сов уж е  начато [15, 16], и можно надеяться, что в этих спорных вопро
сах удастся , наконец, добиться ясности. Остановимся более подробно 
на уравнении Власова. Это уравнение было предложено для  описания 
плазмы А. А. Власовым в [17] и с тех пор стало одним из самых по
пулярных уравнений математической физики.

Пусть область G трехмерного евклидова пространства заполнена 
достаточно разреженной плазмой. Тогда в предложенном А. А, Власо
вым для описания плазмы приближении самосогласованного поля 
функции распределения ионов и электронов плазмы удовлетворяют си
стеме уравнений;

дг!с± +  —  (р,  d xf±) =F е  (дх<р, dp f±)  =  О, t >  О, x£G,  р £ Е 3, 
т ±

— Дф =  4яр, р ^ \ ( f +{x, р,  t) — f~{x, р,  0) dp ,  (1)
Е3

Р ’ °) -  П  %  р),
где f ± (x, р,  t ) — функции распределения ионов и электронов в фазовом 
пространстве; т ± — массы иона и электрона; е  — заряд электрона; ср — 
потенциал самосогласованного электрического поля. С математической точ
ки зрения система (1) имеет несколько особенностей.

Во-первых, коэффициент первых двух  уравнений зависит от ре
шения нелокально: изменение функции ^ ( х ,  р , t )  к а к  угодно далеко от 
точки х ведет к изменению Зхф в данной точке х (уравнение является 
интегро-дифференциальным).

Во-вторых, коэффициент при дж/± обращается в. ноль в точке р  — 0. 
Это создает определенные трудности (вырождение).

В-третьих, естественные с физической точки зрения граничные усло
вия для  системы (1) ,  состоящие в условиях зеркального отражения час
тиц на границе области G, нелокальны:

f ± (x,  —  P, / V - / ± ( x ,  — (р — 2пх (п,  р)) ,  ^  , x£dG,  р £ Е 3
\ / V т ± /

( пх — вектор нормали к dG  в точке х) .  М атематическая формулировка 
условий частичного отражения или условий прилипания частиц к  гра 
нице еще более сложна.

Проблема исследования уравнения (1) с учетом граничных условий 
очень трудна, и мы не будем ее касаться , а будет считать, что область 
G совпадает со всем пространством.

Уравнение Власова уж е  давно привлекало внимание исследователей 
[18—30]. Отметим, что большое число работ по уравнению Власова по
священо «сглаженному» уравнению Власова. «Сглаживание» эквива
лентно замене электростатического взаимодействия м еж ду  частицами 
на взаимодействие, потенциал которого менее сингулярен на малых 
расстояниях. Дело обстоит следующим образом. Пусть G = EB. Мы мо
ж ем  решить второе уравнение системы (1) относительно ф и получим 
систему:

dtf± +  _L (Р> d xf±) =F е  {дх J | х — х Т !р (х\ t) dx' ,  dp/*) =  0, (2)
т ±

/* (х, р, 0) =  fo (х, р), р (*, t) =  J (/+ (х, р, f) — f (х, р, t)) dp.
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Если в уравнении (2) функцию \х—х '\~1 заменить на менее сингулярное 
ядро (допустим, взять \х— б>0,  или ((лг—х'|2+ 6 2) “ 1/2— именно 
в этом и состоит «сглаж ивание») ,  то тогда существование «в  целом» 
(т. е. всех £>0) и единственность решения задачи Коши для системы
(2) доказываются сравнительно просто стандартными методами. В свя
зи с обсуждаемой в работе [27] проблемой единственности решения 
уравнения Власова отметим, что единственность классического решения 
д аж е  для  «не сглаженного» случая доказана в работе [30 ] ,  а для «с гл а 
женного» потенциала взаимодействия (который только и обсуждается 
в [28 ] )  эта единственность получается совсем просто (см. лемму 7, с. 19 
из [2 9 ] ) .

В трехмерном пространстве наиболее интересный для  практики 
случай электромагнитного (или гравитационного) взаимодействия (т. е. 
когда подынтегральная функция в (2) имеет особенность типа \х—x'j-1) 
оказывается  критическим: здесь удалось получить лишь частичные ре
зультаты [26, 29, 30]:  существование в «целом» обобщенного решения 
задачи Коши в ограниченной и неограниченной области (единствен
ность решения не гарантируется) и существование в «малом» единст
венного классического решения. Д л я  общего трехмерного случая и «не- 
сглаженного» взаимодействия эти результаты остаются пока единст
венно известными. В двухмерном случае (х£Е2, р в Е 2) ,  трехмерном сфе
рически симметричном и трехмерном цилиндрически симметричном 
случае удалось доказать  теорему существования классического реше
ния «в целом» [24 ] .  Однако подчеркнем, что проблема исследования си
стемы уравнений Власова в ограниченной области с учетом граничных 
условий остается открытой (здесь известно только существование обоб
щенного решения, удовлетворяющего уравнению и граничным условиям 
в смысле интегрального тождества на равных пулю в окрестности гра 
ницы подобных функциях).

Конечно, теоремами существования не исчерпываются все интерес
ные задачи для уравнения Власова, наиболее интересные и нужные з а 
дачи здесь связаны с разработкой численных методов решения задачи 
Коши для уравнения (2).

Одним из наиболее популярных численных методов решения уравне
ния Власова являются различные модификации метода «крупных час
тиц». Сущность этих методов состоит в том, что течение плазмы моде
лируется движением облака достаточно большого числа заряженных 
частиц. Число работ, в которых использованы различные варианты ме
тода «крупных частиц», очень велико, регулярно появляются обзоры, в 
которых обсуждаются связанные с этим методом вопросы, и мы не бу
дем здесь останавливаться на методе «крупных частиц». Но насколько 
нам известно, полного математического обоснования какого-нибудь в а 
рианта метода «крупных частиц» в настоящее время нет. Косвенным 
его оправданием (помимо физической очевидности и разумности полу
чаемых результатов) с математической точки зрения может служить 
работа [28], в которой доказано, что решение уравнения Лиувилля (т. е. 
точного уравнения для одночастичной функции распределения N час
ти ц, взаимодействующих м еж ду собой через поле е достаточно гладким 
потенциалом) при N-+ оо в определенном смысле, сходится к  реше
нию уравнения Власова. Нам каж ется , что развитые в работе [28] идеи 
могли бы стать основой для математически четкого обоснования про
стейших вариантов «метода крупных частиц», и это одна из актуальных 
задач  теории уравнения Власова. Но, конечно, является актуальной и 
разработка альтернативных математически достоверных численных ме
тодов решения уравнения Власова. Сейчас получено математическое
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обоснование двух  численных методов решения задачи Коши для ур ав 
нения Власова: метода Ньютона [33] и метода суммарной аппроксима
ции [34] .  Практическая ценность этих методов проходит проверку.

Следующий круг вопросов, на которых нам хотелось бы остановить
ся и который явился в последнее время источником новых идей и мето
дов в теории дифференциальных уравнений, связан с изучением мате
матических моделей турбулентного движения сплошной среды. Эти мо
дели приводят к задачам  для  нелинейных дифференциальных уравнений 
в частных производных со случайной правой частью либо со случай
ными начальными данными. Здесь следует выделить две группы вопро
сов; принципиальные математические вопросы, связанные с существо
ванием решений, математических ожиданий, корректной постановкой 
задач, и группу вопросов, связанных с разработкой конструктивных ме
тодов решения. Определенные успехи достигнуты в двух  этих направ
лениях.

Д л я  математического обоснования широко употребляемого в теории 
турбулентности понятия «осреднения по всем решениям» большую 
роль сыграло введенное Ч. Фояшем, Г. Проди в 1972 г. понятие стати
стического решения дифференциального уравнения. На важность этого 
понятия для  теории турбулентности, к а к  известно, было указано 
А. Н. Колмогоровым в 1978 г. Поясним понятие статистического реше
ния на простом примере.

Рассмотрим уравнение эволюционного типа

| у -  -  А (и), и -  «», (3)

где А — некоторый дифференциальный оператор (вообще говоря, нелиней
ный). Пусть М  — множество, в котором ищется решение уравнения (3). 
(Например, М — Lz (Rn), М =  W[  (Q) и т. д.) Пусть S* — оператор, кото
рый ставит в соответствие элементу и°£М  значение решения уравнения
(3) в момент времени t. Зададим п  неотрицательных чисел а ; , l ^ i ^ / 2 ,
так, чтобы

П

=  1.
i= I

и пусть — фиксированные функции из множества М.  Каждому непре
рывному фунционалу Ф, заданному на М, можем поставить в соответ
ствие число ,и/(Ф), вычисляемое по правилу

П

i=i

т. е. а* (Ф) — среднее значение функционала Ф на решениях 5^(иг9). Ото
бражение Ф-> [л/ (Ф) линейно по Ф, удовлетворяет условию: \if_ (Ф) ^  0 при 
Ф ^ О  и непрерывно но Ф; если sup ]Фт  («)1-^0  при т ^ о о , т о  ^ ( ф т )-^0.

uqM
Поэтому отображение С ( М ) — R u. Ф — [д/(Ф) (здесь С {М) —- множество 
всех непрерывных функционалов на М)  задает некоторую меру [Л* на М  
(меру Радона). Эта мера, рассматриваемая как функция t, и является при
мером статистического решения уравнения (3). В рассматриваемом примере 
мера дискретна, т. е. сосредоточена на конечном множестве функций 
{5г (м;°), однако существуют более сложные примеры статисти
ческих значений.
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Оказывается, что статистическое решение удовлетворяет функцио
нальному уравнению, которое в простейшем случае имеет вид

t
[Л* (ф) — |л° (Ф) =  | dx\xx (бф (Л)), t >  0, (4)

о
где

бф (А) ( и ) =  - | - Ф ( и  +  6А (и ))|е_ 0.
С/£

Если уравнение (4) выполнено для всех функционалов, для которых 
бф (А (и)) £ С (М),  то и/ — статистическое решение.

Уравнение (4) для статистических решений имеет решение д аж е  
тогда, когда решение исходного эволюционного уравнения не единствен
но и оператора S t построить нельзя. Д л я  уравнения Н авье—Стокса 
статистические решения были введены и изучены Фояшем [35] .  Р яд  
интересных результатов по теории статистических решений получен в 
[36—39].

Сейчас разработаны [39] методы доказательства существования ста 
тистических решений для  эволюционных уравнений весьма общего вида 
(включая такие уравнения, к ак  уравнения Н авье—Стокса, Власова, 
нелинейное волновое уравнение), причем предложенное в [39] обобще
ние понятия статистического решения позволяет доказывать  существо
вание математических ожиданий от функционалов, определяемых по 
значениям решения в разные моменты времени.

Существенно отметить, что большинство полученных в теории ста 
тистических решений результатов относится к  теоремам существования 
решения задачи Коши для  таких решений. Грубо говоря, это экви ва 
лентно доказательству существования решения задачи Коши для бес
конечной цепочки моментных уравнений в традиционном подходе тео
рии турбулентности. Но е физической точки зрения постановка задачи 
Коши для  статистических решений не совсем естественна, т ак  к а к  на
чальная мера, к ак  правило, бывает неизвестна.

Д л я  физики важно знать существование статистических решений, 
устойчивых относительно малых возмущений уравнения. К ак  установ
лено в [40, 41] ,  такими устойчивыми относительно малых возмущений 
уравнения решениями будут аналоги меры Гиббса — так  называемые 
состояния Кубо—Мартина—Швингера.

Особенно важно разработать практические методы вычисления сред
них по таким мерам. В статистической физике для этих целей служит 
аппарат функций Грина. Было бы весьма желательным получить обоб
щение этого аппарата для  эволюционных уравнений в частных произ
водных.

В этом направлении получен ряд предварительных результатов для  
модельных задач, связанных с нелинейным волновым уравнением 
[42, 43].

Общая проблема построения аналогов меры Гиббса для  систем, 
описываемых эволюционным дифференциальным уравнением в частных 
производных, является одной из актуальных и интересных задач  совре
менной теории дифференциальных уравнений.

В последнее время в математической физике интенсивно развивает
ся новое направление, связанное с изучением нестационарных дисси
пативных структур. Такие структуры встречаются при исследовании: 
нелинейных процессов в задачах  астрофизики, физики атмосферы и океа
на, ядерной физики, единой теории поля, при исследовании математи
ческих моделей активных биологических сред и др. Изучению стационар
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ных диссипативных структур посвящены многочисленные работы, об
зор которых можно найти в книгах И. Пригожина с соавторами [44, 45]. 
Одним из примеров нестационарных диссипативных структур является 
эффект 7-слоя в магнитной гидродинамике (см. обзоры [46—4 9 ] ) ,  об
наруженный сначала в вычислительном эксперименте и затем под
твержденный в результате ряда физических экспериментов.

Простейшая математическая модель, описывающая диссипативные 
структуры,— это задача  Коши для уравнения

d tT =  d x ( k ( T ) d xT) +  Q(T) ,  / > 0 ,  х £ ф ,
Т  (О, х) =  T q (.X).

(Это уравнение описывает, например, процессы электронной теплопро
водности и горение среды с выделением тепла.)

В типичных случаях

k  ГЛ =  k0Т а, Q (Т)  =  qQT 13; о, д0, р >  0 .

В зависимости от значений параметров р и а  существуют, к ак  показа
но в [46, 50—56], различные режимы горения среды: при |3>1 может 
развиваться режим горения с обострением, когда за конечное время t f  
температура неограниченно возрастает

1) либо во всем пространстве (если 1 < (3 < о + 1 ) ,  HS  — режим;
2) либо в конечном объеме (если |3 = g+ 1), S  — режим;
3) либо только в одной точке среды (если j 3 > a + l ) ,  LS  — режим. 
Обнаружено парадоксальное явление локализации процесса горе

ния в 5- и L S -режимах на определенных пространственных масштабах 
(на фундаментальной длине Ьт).  В 5-режиме (|3 = а + 1 )

LT -  2 ж г *  (а +  1)1/2 k u 2q~i/2t

LT зависит от свойств среды ( ка, qQ, а 0). В L S -режиме ( P > a - f  1) LT за* 
висит еще и от амплитуды начального возмущения {TQm =  maxjT'o (х)| и

X
от размера области его задания а).

Условие возникновения локализации горения в L S -режиме имеет поро
говый характер:

1) существует такое: число L* — L$ {Тш , о ,  (3, k0, q0) («резонансная 
длина»), что при а  >  L*  в среде возникает горение в режиме с обостре
нием, локализованное в области с диаметром LT^ L * ,  где

L ? = d T d f|- w+1W2, d = я  V2  (Р +  а + 1) kj a  ф - 1) 9о.

Локализация существует конечное время до момента обострения

=  (Р G 2)(Р 1) QqТ от ]■
2) Если ж е  й < 1 * ,  то возможны два случая: а) при сг+1-<Р <  cr-j-3 

локализация наступает через конечное время t =  t* на фундаментальной 
длине, зависящей от энергии начального возмущения W0 =  Тш а,  так что

L <  ^2/<°+3НЗ)^-[|3-(<Н-1)]/(ст-И~3).

б) при р>ст + 3 возмущение затухает  и выходит на автомодельный ре
жим Зельдовича—Компанейца.

Наличие в рассматриваемой нелинейной задаче характерного прост
ранственного масштаба (фундаментальной длины Lt ) и характерного
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временного масштаба (времени обострения t f )  показывает, к ак  суще
ствен анализ нелинейных процессов на модельных задачах  для  пра
вильного выбора пространственно-временной сетки при дискретной 
аппроксимации исходных дифференциальных уравнений.

Результаты исследования на модельных уравнениях локализации 
горения с помощью новых теорем сравнения [57] распространены на 
среды с более общей зависимостью к ( Т )  и Q( T) ,  нежели степенная. 
Оказалось, что локализация имеет место и в среде с постоянным ко
эффициентом теплопроводности [58] и в среде с распределенными 
параметрами [59 ] .  Выяснен ряд особенностей локализации в много
мерных задачах  [60] .

При анализе локализации горения в среде в виде структур большую 
роль играют автомодельные задачи. В связи с этим в [61] групповыми 
методами были выделены инвариантные решения, в том числе реше
ния, допускающие режимы с обострением. В частности, для рассматри
ваемой задачи горения был получен [61] тип инвариантно-групповых 
решений. Частные случаи инвариантно-групповых решений ранее были 
исследованы С. Ли и Л. В. Овсянниковым. Исследование новых авто
модельных решений начато в [62 ] .  На основе изучения особенностей 
протекания процессов с обострением удалось сформулировать условия 
объединения простых структур в сложные и установить закономерности 
усложнения организации нелинейной диссипативной сплошной среды 
[46, 51, 55, 59, 54, 63—65].
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