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ЛОКАЛИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ ДИФФУЗИИ 

В СРЕДАХ С ПОСТОЯННЫМИ СВОЙСТВАМИ

Изучаются необычные свойства процессов диффузии на примере задачи о 
распространении тепла в среде с постоянной теплопроводностью в условиях, когда 
на границе среды температура или поток тепла растут в так называемом режиме с 
обострением, т.е. обращаются в бесконечность за конечное время обострения.

Процессы с обострением, возникающие в среде либо под действием гранич
ных режимов (1_7) , либо из-за наличия в ней объемных источников тепла ( )
и приводящие к метастабильной локализации (’’инерции”) тепла и горения, ранее 
подробно изучались при теплопроводности, зависящей от температуры.

В настоящей работе показано, что эффект ’’инерции” тепла имеет место и в 
среде с постоянными теплофизическими свойствами, что значительно расширяет 
возможности его экспериментального исследования и применения.
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Выделен класс граничных режимов с обострением (S- и LS -режимов), при
водящих к эффективной локализации процесса диффузии тепла в течение времени 
обострения в области конечных размеров. Это означает, что несмотря на неограни
ченное возрастание температуры в зоне локализации и количества проступающей в 
нее энергии вне зоны локализации температура и количество тёпла ограничены в 
течение всего процесса. '

Показано, что при более быстром, чем в5-и L 5-режимах, нарастаний темпе
ратуры на границе (в так называемом //.S-режиме) температура в любой точке среды 
неограниченно увеличивается и локализация тепла, так же как и в случае режимов 
без обострения, отсутствует.

1. Диффузия тепла в полупространство описывается уравнением

(1) Tt = k0Trr, 0 < г < ° о, - °°<  г0<  t <  0.

Температура на границе растет в режиме с обострением

(2) Г(0,0-*+ ~, г + .О;

здесь T(r, t) — температура, к0 = const >  0 — коэффициент Теплопроводности. Не
ограничивая общности, положим

(3) T(r, fo) = 0, 0<  г<  °°.

В задаче (1) —(3) имеет место метастабидьная локализация тепла, если най
дется /*ф = const <  00 такое, что для всех г >  Гф выполнено

(4) Иш /  Т(г}, t)drj <  «>.
/->■0 г

Областью локализации называется часть пространства 0 <  Гф, в которой 

T(r, t ) ^ ° °  при t -*■ 0 (за исключением, быть может, точки1 г = Гф).

2. Классификация граничных законов (2), соответствующих S-, LS- и НЗ- 
режимам распространения тепла, проводится с помощью интеграла, дающего ре
шение задачи (1) - (3)

г * Г f2
(5) Т(г, г) = -- ——  /  ехр - (t — т) ^  Г(0, r)dr.

2 y / T w f« L 4*0( '- r )J

а) Если

(6) Г(0,г) = Г„(-/)',ехр[Ло(-1)-1],

где 7’0> 0 , R0 >  0, v — константы, то осуществляется локализация тепла в S- 
режиме.

Из (5) следует, что неравенство (4) выполняется при всех г>  Гф = 2(к0Я 0)1/г. 

Внутри зоны локализации 0 <  г <  Гф температура при t неограниченно воз

растает (при v <  Vi еще и в точке г = Гф). Вне указанной области температура ог
раничена предельным распределением

v-Уг _Тог
Т(г, 0) =

22v s / li  къ' И? Л /  ехр(-м)и v V2du,
X

„ 2  ,2  г - Г ф
X =

4&о(— )

б) В силу теорем сравнения любой граничный закон, мажорируемый 5-ре- 
жимом (6) от момента t - t0 до / = 0, также приводит к локализации тепла в 
области не большей, чем 0 <  г <  г ф .
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ln(f+T)

Рис. 1. Параметры: п — - 1, к 0 = Гр = = 1, t g = -1, v -  0, г ф = 2, ?, = -0,067; t % -
= -0,029; =  0i012;44 = -0,0056; t s = -0,0025

Рис. 2. а -  5-режим (л = - 1, /*<}, = 2 ' 1(Г4), б - //5-режим (и = -2), Параметры: к 0 = Т0 =

Например, если Г(0,/)<  !Го(—Ovexp[/?0(-f)nL -1 <  0 (ср. с (6 )), то
(4) справедливо при всех г >  0 (Х^-режим). Особенностью/-.S'-режима является 
обращение температуры в бесконечность при ?=0  в граничной точке г = 0. Тем
пература среды ограничена в течение всего процесса предельным распределением

в) Если T(Q,t)> 2p0(~-/)"exp[/?0(-Ow], п <  — 1 (ср. с (6)), то T(r, f) ->• «> 
при< t  0 для любых г >  0 (Я5-режим), и локализация тепла отсутствует.

3. Граничный .S-режим (6), разделяющий LS- и HS-режимы, является эк
споненциальной функцией времени, поэтому задача (1), (3) с граничным условием

(8) П 0 ,0  = ЗГо1ехр[/го(-г)"] -1|, я <  0,

рассматривается более подробно.
Заменой V(r, t) = Г01п[1 + T(r, t)jT0] задача (1), (3), (8) преобразуется к

виду

(9) ^  = к0Угг+(к0/Т0)¥ 2г, 0 <  г< <*>, to < t < 0 ;

(10) V(0, t) = T0RQ(-t)n, . Г0 <  t <  0, V(r, t0) = Q, 0 <  r <  ~

где граничное условие (10) является степенной функцией времени. Асимптотичес
кая (при t ->• 0) стадия процесса распространения тепла в задаче (9), (10) опи
сывается автомодельным решением вырожденной задачи

(11) ut = (k0jT0)uj, 0 < r < ° ° ,  t <  0;

(12) м(0, /) = T0R0(-t)n, t <  0, и(г,-°°) = 0, 0 < г < ° ° ,

(7) Т(г, 0) = ---------  /  ехр -и +

22vW k v0 у L

R0r2n
и~п u~v-l/idu,

(4 к0)п

4ко (—to)
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где u(r, r) = T0Ro(-t)"f(i), { = ',/[A;0A0(- i)', t , ]v4, a / f t )  определяется из алгебра
ического уравнения

(13) [P(f, f) - (и + l)/4] (»+l)/2[W i J) .. 1)/4J -<»-l>/2 =(_„)»{->

при />(/, 0  = | [(я + 0/4]2 - n / r ’ t и , 0 <  * <  j » . . .
Из уравнения для разности V{r, t) - u(r, t) с помощью принципа максиму

ма установлено, что при всех t >  t\

(14) / « )| <  « ; 1Co(-f)-',In(fo/0->0, f- 0 ,‘

где 9Й,г) = (г,оЛо)-1(-гГ ',К[{(*оЛо)йИ ) (" м)/2, П и С»= тах|/"«)| <  -  /,=

= /oexpl-SoCo"1̂ ) " ]  •
Из (14) следует, что поведение температуры T(r, t) с улучшающейся при 

t 0 относительной точностью описывается функцией U(r, t)= T0{exp[u(r, t)/T0]~

- И :
а) при п = -1 Os'-режим) уравнение (13) имеет аналитическое решение

Т(г, 0 ~ U{r, t) = Т0\ ехр^оС-О*1 (1 - г/гф)2 ] - 1}, 0 <  г <  гф,

где глубина локализации г ф = 2(k0R 0ул совпадает с вычисленной из (5);

б) при — К  п<  0 (LS-режим) температура ограничена предельным распре
делением, совпадающим с (7) при г О

T(r,t)-+T0iexp[C(n)(R0r2n/kS)1Kn+l'>] - l i ,  О,

где С(п) = — [{п + 1)/2«] • 2~2n/(n+1)(_«)1/(n+1);

в) при п<-\ (HS-режим) температура в области 0 <  г<  [&0Л0(-/)"+1 j ^

• 2(— — 1)- и̂+1)/2 изменяется по закону ’ .

Т'Сг, 0 ~ ^(0 , r')exp[^r(—иЛ0/Ло)%(—0 (и_1)/2], *-*0 . .

Эффективная глубина (полуширина) проникновения тепла г (Т[гэ$:),
/] /Г(0, t) = ‘Л) во всех трех режимах сокращается по закону

r , * W  = ( - f ) (1_,,)/2ln l l* o /R o (-» ) l“  + o:K - f )<1" ,,?/2] ,  t ~ * 0 .

Отметим, что ’’вырождение” в смысле (10) уравнения (5) в нелинейное 
уравнение первого порядка (7) имеет место в ряде других задач (например, в за
дачах горения), что облегчает их исследование.

4. Эффект локализации тепла существует и в многомерном случае, причем 
справедливы основные результаты, полученные в. одномерной геометрии (зависи
мость от времени граничного £ -режима, температуры, полуширины). Тьк же как 
в (3), строятся области локализации с границами, составленными из плоских по
верхностей (граней). В зависимости от граничных условий область локализации 
имеет весьма разнообразную форму (установлено, уто ее границей может быть 
любая из поверхностей второго порядка). Например, граничный режим Т(0, х2, 

t) = exp[(*2 +2x2)/4(-f)L 0<*2  <  1, T(0>x2,t) = 0, х2 <0 , х2 >  1; t < t  <0 , задан
ный нй границе х ! = 0 полупространства £2 {0 < л: х <°°, —00 <  *2 <°°К локализован в 
области х\ + (рс2 — I)2 <  3. Принцип суперпозиции позволяет объединять области ло
кализации, соответствующие различным граничным режимам, и получать, в частности,' 
области с негладкими границами.

5. В отличие от задачи со степенными граничными режимами, действующи
ми на нелинейную среду с коэффициенте^ теплопроводности к(Т) = к0Та, а >  О 
(см. (1_4) ) , в рассматриваемом случае к(Т) = к$, а граничные режимы — экспо
ненциальные (п. 3, Т(0, t) ~ ехр[(—*)”])- Поэтому задача не допускает точной ав
томодельной постановки. Показано, что обычно применяемая оценка эффективной
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глубины проникновения тепловой волны г эф(0 ~ [Аг0(—̂ )]1/2 неправильно описыва
ет асимптотическую стадию процесса, ее реальное значение при t 0 имеет вид 

^эф (0~ (-4(1_" )/2 и определяется из анализа автомодельных решений вырожден
ной задачи.

На рис. 1 даны результаты численного расчета задачи о проникновении теп
ла в 5-режиме. Установление автомодельных закономерностей в S'-режиме проис
ходит при росте температуры на границе в 104 раз (в нелинейной среде требует
ся рост в 10 раз). При дальнейшем росте температуры на границе численное ре
шение исходной задачи (9), (10) практически совпадает с аналитическим реше
нием вырожденной задачи (11), (12).

Численное сравнение HS- и S'-режимов в зависимости от безразмерного па
раметра а = /?0(“ ^о)” показывает, что при а=  1 различия между ними не сущест
венны при росте граничной температуры в 102 раз за равное время. При а - 10"8 
и том же росте температуры на границе глубины проникновения тепла различа
ются на порядок (см! рис. 2).

Глубина локализации в меди для £ -режима при а = 1 и [ /01 = 1с равна 

10 см, при а  = 10-8 и том же 110 j - порядка 10“3 см.
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