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Введение

В работе рассматриваются два вопроса теории дифференциаль

ных уравнений в частных производных второго порядка параболиче

ского типа « априорны© поточечные оценки старшей пространствен* 

ной производной решения через младше и сравнение решений задач 

для различных параболических уравнений*

I® В § I опиоан метод, с дожэдью которого можно получать 

поточечные оценки старшей (в нашем случае ~ второй) производной 

решения через младшие* Этот метоп основан на приводов вйвксйй̂ - 

ма для параболических уравнений и его идея оостсит в  сдедувдем* 

Ставится задача определения ограничений на краевые данные и опе

ратор ©С параболического уравнения

u t =  аЦ и .') =  1 Л и ,и .,,и .кД  ( t , x ) € a T ,

которые обеспечивают неравенотво ЦЦ \  Q  всвд в *

(относительно сшсла Q T и Гт см, список сокращение

обозначений)« Из этого неравенотва получаем тогща требуеафю
о .

оценку > 1 Гед ( и эи .я^ » фушадя L ( »

такова, что 1Д  u .u .* , L  ( а ,и ^  =  о  * №  решения

сфорг̂ лированной задача вшшшваетея уравнение (параболическое}, 

к о т р о щ  удовлетворяет функция 2 = 11*  $ 1 апрв|делш№ся

условия, цри которых i l > 0  в Qlt  (т*е«, выясняется 9

в каком оду чае уравнение для 2  на допускаем отридатель- 

пзх значений этой функции* еслж О яри (t?3c!)€ Гту

Подученные в § I поточечные оценки шеда диффереш^ажда! 

характер и обличается от mm opms. (оушарвых шга ж ш т е т в ш ж ь т п и  

оцшш норм решения или его производишь котсрне широко неволь» 

зуюяоя щж доказательств существования решений задач для пара-



Сюличееких и эллиптических уравнений. В данном случае априор

ность поточечных оценок заключается в том, что их существование 

для данного эллиптического оператора определяется не конкретными 

краевыми условиями (т.е* свойствами определенного решения), а 

принадлежностью краевых данных к некоторое классу функций» 

удовлетворяющих системе обыкновенных дифференциальных неравенств, 

отвечавших заданному оператору.

В § X показано, что наличие поточечной оценки второй произ

водной решения имеет место для широкого класса равномерно пара

болических уравнений , не зависит от конкретного веда эллиптиче

ского оператора и определяется свойствами краевых условий* Пока

зано, что метод» изложенный в § I , позволяет подучить априорные 

оценки для равномерно параболических уравнений, для которых 

сформулированы либо задача Кеши» либо первая краевая задача. 

Установлено, что сам факт существования оценки не накладывает 

никаких ограничений на вид оператора, если последний не имеет 

явного вхоэдения переменной "t • В противном случае оператор 

должен удовлетворять определенному требованию.

Хорошо известна поточечная оценка решения (т*е. его вуле~ 

вой производной) - это принцип максимума для параболических 

уравнений с дивергентной эллиптической частью, Здесь также суще

ствование оценки не накладывает каких-либо ограничений на вид 

эллиптического оператора. То же самое можно сказать об оценке, 

вытекающей из обобщенного принципа максимума (Qc« £l3-I3j ). 

Заметим, что структуру этих оценок, так же, как и в нашем слу

чае s можно определить только в задаче Кош иди первой краевой 

задаче, поскольку в других краевых задачах априорно не известно 

значение решения на границе рассматриваемой области ф йшод 

априорных оценок второй производной связан с более тонким авали»

0



зом краевых условий по сравнению с вывсщом оценок самого решения 

из принципа максщрма - краевые данные должны удовлетворять опре

деленным "условиям критичности” (системе обыкновенных дифферен

циальных неравенств).

Предложенный метод поточечной оценки второй производной 

решения служит естественным продолжением теорий оценок нулевой 

производной решения о помощью принципа максимума (заметим, что 

в обоих случаях речь идет об оценках четной производной решения» 

что связано с особенностью краевых условий задачи Коши и первой 

краевой задачи)*

В § I показано» что критические краевые условия обеспечива

ют существование поточечных оценок старшей производной в задачах 

для вырождавдидея параболических уравнений, имеющих решение» 

вообще говоря, в некотором обобщенном сшсле,

2 . В § 2 на основе априорных поточечных оценок § I форму

лируется метод сравнения решений задач для различных параболи» 

ческих уравнений. Задача оравнения решений параболических уравне

ний в различных формулировках ставилась целым рядом авторов 

(См, [Х4-Г7»2б] )♦ В § 2 определяются требования» выполнение 

которых обеспечивает мажорирование одного решения другим, Опре

деляются конкретный вид требований на операторы равномерно пара

болических уравнений и ооотаотетцущие краевые условия, В пред

ложенной здесь методе сравнения оаадгю существенную роль играют 

поточечные оценки старше! производной (§ I ) . Показано» что 

сравнение решений» соответствующих задачам для различных пара

болических уравнений» обеспечивается» помимо некоторых условий 

на краевые данные задач» двумя неравенствами» связывающими опе

раторы рассматриваемых уравнений, Щ т  предложенного штоде
I*)

ор&внегаш заключается в оладвдш* Ц  * V * 1 , 2  "

решенш уравнений

7
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и Г  =  \ » . « м й т ,

и пусть U W - liW > 0  при (t 9x )  е  гт • Предположим,

что существует поточечная оценка старшей производной решения 

U .W  . i .e .

u i v C S t ^ u ^ .  (I)
W  . w

Для разности решений 2  ~ U. - U. выписывается пара- 

(Золическое уравнение, откуда следует» что сравнение решений 

возможно в том случае, если

т <&, «  о» . , w .  т ® .  (2)I. I ̂«| ̂кк) /l* (U. , UstU»n),
Метод сравнения построен на основе анализа неравенства (2) 

с помощью оценки (1)«

Предположим* что

^ [ l ? ( p , q . S ) >  о . (3)

Тогда, используя (l )f получаем еще одно условие сравнения

Неравенства (3) и (4) лежат в основе предложенного метода сразь» 

нения решений.

В § 2 также установлено „ что метод сравнения решений на 

основе поточечных оценок второй производной позволяет провести 

сравнение решений некоторых выровдавдихся уравнений*

В заключительном пункте § 2 априорные поточечные оценки 

и теоремы сравнения решений получены применительно к уравнениям 

@о многими ц р о с т р а н с п е р е м е н н ы м и »  Показано# что основ-
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нне результате §§ 1#2, полученные для уравнений е одно! простран

ственной переменнойв переносятся без хдеишдапиадьншс изменений на 

многомерные уравнения с ваделеннда лапласианом. Аншшзируетея 

также некоторые вида юогошерных шроздащмхея: уравнений»

Цри анализе равномерно шра(5олвчвскЕХ уравнений попользова

лись теореш существования решений сформированных задач  ̂ пред- 

ставленные в работах f  12-14 271 . При анализе вцроздащихся 

дараОолэтееких уравнений были мсиодьэоваш результаты работ 

£99 » Свдует сказать9 что в настоящей работе да: рода рас-

ож тттж ш ж т  здесь задач коша не дсказаш теореш оуадветвоваг* 

имя ре&енкя (в основном это касается задач для вировдавдхсж 

параболических уравнений ео шогмш щюстранс£%ешшш пер&явгнш»

ж)® Вообще щш анализе ввдоедаодихся параболических уравнений 

предполагалось 9 что некоторая «^вкция» в определение которой 

входит само решение и во© его нервна пространственные произвол- 

нне@ недраршш н® множестве Keocote тсяеж уравнения t принадле

жащих рассматриваемой области» С физической точки зрения9 если 

раосштрива» задачу для щроэдаэдерося уравнения как ттеттл- 

чесяую модель t отош втщ ш  некоторый физический продесо (нащш~ 

мер» процесс ршкроотршеши теняа в среде с нелинейной тепло- 

дооводностьв и объемном эаделешш энергии) * w o  доволвительное 

условие довольно естествевво и отражает требоваше непрерывности 

некоторой физической характеристики подвеса (ващюэр, потока 

тешв)« Заметан, что это условие в том ж т шшош ввд@ ебшно 

витааетен в ощредажотае обобщенного тмтвшт. такой задачи (Ои®, 

ващшюр, ^ 9 J )•

3® В § 3 теореш сравнения -рттшШ щ т ш ш ш ш  жм обо 

в ш  некоторых результатов но. исследованию эффекта иетасхабил&- 

но! дпуяяуяддрп» тепла в среде о нелинейной теплощюводность»»



В работах [l-7] этот эффект (определение локализации в 

первой краевой задаче и задаче Коши дано в § 3) подробно иссле

довался применительно к среде с определенной (степенной) нели

нейной зависимостью коэффициента теплопроводности от температу

ры* В работе [б] сформированы достаточные условия локализации 

или ее отсутствия для такой среда, а также определены класс» 

краевых условий» обеспечивающих существование этого эффекта. 

Процесс распространения тепла в среде с нелинейной теплопровод

ностью описывается уравнением

Т*=(к(ТШ*, (5) •
где Y  - температура, а к ( Т )  - нелинейный коэффициент 

теплопроводности« В £l™? ] эффект метастабильной локализации 

тепла исследовался для к ( Т )  — 0 ff >  О  • №  уравне

ния (5) в этой случае строятся соответствующие автомодельные 

решения, с помощью которых в форйфлир!уются достаточны®

условия существования или отсутствия локализации (при этсм ис

пользуются теореш сравнения решений по краевым дакнш работы 

[9] ).

С .‘юмощью теорем сравнения настоящей работы удается рас- 

проз транить результаты [5 1  ш  локализации возвещений на коэффи

циенты & (*£ ) 9 представимые в виде

K ( T )  =  T e/ t 1 + > ( T Y l ,  (6)

где функция А т  такова, что а ( т ) > о  . х с т о

при Т>0
Сфорщлмроваш также достаточные условия локализации тепло

вых возк/ущешй в многомерных областям (для коэффициентов 

вада (6))* Цри ©тош использовались результаты работы £4]| 9

50



где показана принципиальная возможность локализации тепла в 

многомерной геометрии.

4. Возможности метода сравнения, сформированного в настоя

щей работе, естественно» не ограничиваются теш» которые отраже- 

ны б § 3 . Анализ условий ©равнения решений уравнений с конкрет

ными эллиптическими операторами, имеющими физический смысл» вы

деляет систеадг, вообще говоря, дифференциальных неравенств, свя

зывающих физические характеристики процессов» описываемых этими 

уравнениями* Некоторые из этих неравенств имеют простой физиче

ский смысл* другие не имеют достаточно наглядной физической ин

терпретации.

Априорные поточечные оценки старшей производной, точнее$ 

условия критичности краевых данных, пошмо их применения в мето

де сравнения решений, сами по себе представляют большой интерес 

и мо1ут быть использованы в анализе некоторых физических задач.

Результаты §§ 1,2 можно применить при анализе вопросов, 

рассмотренных в работах £l8~25] *

В настоящей работе исследование проводилось на примере не

линейных параболических уравнений» Естественно, все методы ана» 

лиза могу? быть перенесены на случай линейных уравнений (эта 

возможность предусмотрена в текоте работы), а также с некоторыми 

изменениями на случай дифференциальных уравнений в чаотных произ

водных первого порядка* Офорцу лированные методы сравнения можно 

применить и к обыкновенным дифференциальным уравнениям.

Авторы благодарны А.А.Арсеньеву за полезные обсуждения.

u
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Сокращенные обозначения

Цусть F(н, ,Жа.2Н> ~ фракция К. переменных
)* Тогда Сгудем обозначать

F m U „ 2 4, . . . , 2 0  * Ц  u „ e z , . . . , z O ,

ад

fftrn ®^Г“ ' ” (^1» 2 t }... H O #
0 2 m 0Z»\

£ iT  e N  "  мерное евклидово пространстве; x = (?<U > * * * э 3k .nV

- произвольная течка в нем.

»  ©йяасть в с т„е. произвольное открытое

связное множество точек R w { £ J ^  - не обязательно огра

ниченное)*

Ъ & '  - граница Q>^!? _  ч » .

- зашканив Q »Н , так что S i " ®  S i  о З £ £ .

o f -  х €  а 0 0 * .

-<Ю {/х V ., Л -ЛЛ , « Л (*0,

Гт ={(toO :t=0,x€Q  } u{(t,xV> 0 < *4 Т ,х е В й  }.
* М  , сы\

( О  s U o W > 0 \ .

^ (и Л  =  u ( . ^ > O i

S ? W



IS

: t,4Mtt,X6QW ) ,0 it 4T.
Аналогично определимся

\ (t ,x V  0 < U T , x 6 Q W V

S t  ~ область в R 1 (не обязательно ограниченная) *

О Ц  ^ x i  - <  X  <. 00 \ .

Q x  ~  | х ;  о о с <  Ь

* ' ® “
Для i  - 1#2 определяем

а д л . р тЧ ю  гак яа§ как это б т о  сделано для многомерно

го случая* Ицдексы i  1 Д  в данном случае обозначают Х £  Q ^

(1 ж 1 \ х €  & 2 .( л *2> У

Q,*- =. \ f c , x y . O < t < T , x * & a . V
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§ I . Адшошые поточечные опенки старшей производной

п .1 .1 . Отоеделение критичности краевых условий

Для параболического уравнения второго порядка

u .*  =  ^ C u .\  (I-I}

гае

=  L  (U - .U - x .U .^  (1 .2)

будем рассматривать в GU- задачу Кеми с начальным условием

(1*3)

и в 0 ^  первую краевую задачу о заданными на Гт^ краевыми

условиями

u .(o ,o S  =  (1*4)

и  (Л ,o ')-  о (1-5)

Относительно уравнения (1*1)— (1*2) предполагаем, если спе

циально не оговорено противное, что оно равномерно параболиче

ское. Также считаем,, что функция L C ? > v O  в (1 .2)

дифференцируема по всем трем своим аргументам.

Относительно функций Ц 0 , U .i(£ ) , опреде

ляющих краевые условия (1 .3)- (1 .5), предполагаем, что они не

отрицательны и непрерывны при Х £  и 0 4 ^ 4 Т

соответственно. Кроме того, очи таем, что функции U .o (?0  в 

(1*3)~(1«4) ограничены в £ i i  ,
*

^дем считать, что в Q y  » 1 = 1 , 2 .  существуют решения 

сфорй$улированшх задач, причем

s u p  u .C t ,x >  =  M l  ^  *** л ® 1 *2-* (I*6^

C t .x je a V

Равномерная параболичность уравнения ( I .l M l .2 )  обеспечи-



вает существование функции трех переменных 

такой» что

а .? )

Шжний ивдекс у функции I*  ^  подчеркивает тот факт, 

что уравнение “  У  решается относительно третьего 

аргумента функции ”L  • Функция И  о> дифференцирует 

по всем переменным в силу гладкости L* .

Введем обозначение

t U c ^ = U 1w cP,ŝ . (1-8)

Нетрудно убедиться* что функция (1.8) является решением уравне

ния

*  0 , 0 < .? 4 M l о о , 1*^.2,.

^дем  предполагать 8 что в (1*3)-» (1 .5) и о ^ с с Ч а о ,

L - 1 .Z , u , ( « e  с 4 1 0 .1 1 ')

Цусгь существуют решения задачи Коши ( I .X M I .3 )  и первой 

краевой задачи (I .l )- (I.2 )t ( I .4 M I .5 ) , причем ILCt^X4) £

С гА  С Ц т  ̂  » где L = 1 ,2 , соответственно* Указанная

гладкость решений позволяет дифференцировать уравнение ( I .l M l .2 )  

всвду в Qt^ по t  один раз.

Определение» Начальное распределение (1 .3) задачи (1*1)—(1*3) 

и краевые условия (1.4)-*(1.5) задачи (I.I)-*(1 .2 ), (1*4)«(1*5) 

будем называть критическими, если при I  -  1SZ9 соответствен

но »

l i t  О с , х )  > 0 ,  ( t ,x >  е  Ц т . (1.9)

В дальнейшем условия критичности краевых дашшх 0удут ко™

15
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пользованы для вывода априорных поточечных оценок старшей произ

водной ( U .** ) через младшие C u x . u " )

п .1 .2 . Необходимые и достаточные условия критичности

ТГОЯЙВНХ 1ГЯДНМС

В сделанных предположениях относительно гладкости краевых 

данных и решений сформулированных задач (

<2а ^
в  С * V Z ) справедливо следующее утверждение»

ЛЕММА. I . Для критичности краевого условия (1*3) задачи (1*1)-

(1 .3) необходимо и достаточно

L ( u * » » u i w , u e C * s > o , x * a t. « .и )

Для критичности краевых условий (1*4)— (1.5) задачи (1,1)- 

(1*2), (1*4)—(1.5) необходимо и достаточно

^  (и * (? Ф  > 0 ,  X fe  S L a ., d .n )

^ № > / 0 ,  0 ^ t < e T .  (1 .12)

Доказательство. Необходимость условий лемш очевидна. Докажем 

достаточность. Эго доказательство проведем применительно к пер

вой краевой задаче, для задачи Коши доказательство проводится 

аналогично.

Введем обозначение

=  U .t & x ') , C ^ .x 'X s Q iT .

Из (I .I I )—(1*12) следует, что

а .® )

В силу достаточной гладкости решения U C .t .x )  и функции 

(р»^> Ь*) функция 5  удовлетворяет в Q T  

уравнению
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= L n (u ., ( u -.u .k .x D z  +

U »  ( и .а к .г ^ н *  + L 5 ( a vu x , U ^ ( u , u Xs£ &  2 ^ i .i 4 )

В этом уравнении функция U .*x  C t *x i представлена в 

виде ТГ(з) з£^ с помощью функции (1*7) и подставлена

вместо третьего архумента функций » \  “  А>2.э’5 .

Васомотрим множество N  точек 6  таких, что 

2  ( t 53c  ̂> 0  при всех Q l0>6 . Дуовь

s u p  6  =  i o  . Если i:0 =5 'J  t то лемма доказана. Цусть

< T  *

Из определения *t0 следует, что найдется 0 > 0  

такое, что при всех ©акция

2  принимает в отрицательные значения. Следователь"

но, в силу (1*13) ;£ (£ ,эс') имеет отрицательный минивум

по X  при всех "to • Обозначим точки микицу-

та ( * ,х ( * У * €  О ч ,Д „ Л  . ЕВберем § ”л >  О  , 4

таким, что

4 0 , t 0 c t < t 0+ ^ .  (I.is )

Положим Ъ (t  =  Y  6 ° ^  dL >  О . функция

"Y  в точках Д 0 < Л < Л * + &  также

имеет отрицательный шнмдем по X  , поэтому уравнение (I.X4) 

в точках (i *  х О Л  можно для функции * Y ( 1 9х>  Запи

сать в виде

[ ct - L, Cu,ux,Ui>Cu, u* ,Y e*S>]Y+Yt =



is

=L-5 (u.a*tUi>Cu.,u« ,Y e ^YKX. (i.i6)
Y dL'fe

функция C u , u , , L w ( a , ^ , Y  e  у  в точках (t  ,xC*t5)

ограничена* Пусть

s u p  J L  л C u ,a *7 5 f  Л И  ~ K „

Из определения функции "Y  следует, что Yt 4 0  р если 

2 t  - < * .2  4 0  • Поскольку 2  4 .0  в точках

to < Л < Л 0 + ^  з то это неравенство эквивалентно та

ков^

^ Р »  0 Л  0 . 1,)

ъ адол
Рассмотрим функцию» стоящую в правой части (1Л 7). Нетрудно 

убедиться, что

2 t  Ct,xCtV>  * tt Д О ® , .

Кроме того^для всех

t  а (*,З Д Й

+  о о ,

откуда следует, что /  Н  в точках (t ,x C fc j) неограни- 

чена сверху при t - »  » Поэтому существует такое t  «

9 ЧТО



Возьмем теперь d l > K ^  такое, чтобы выполнялось (1*17). 

Тогда из (1*16), которое рассмотрим в точке 

получаем противоречие* Действительно, в левой части и в правой 

части стоят выражения разных знаков, поскольку в левой части 

выражение,, стоящее в квадратных скобках 9 положительно,

Y C U u S i K O ,  Y * C t , x t t 5 > 4 0  ,так что левая 

часть отрицательна, правая же часть положительна в силу неравен

ства У * * ( Л ,х ( Л У >  , справедливого в любой точке

минимума по X  •

Таким образом, s u p 6  - Т  * Лемма доказана.

Замечание Г. Нетрудно показать, что утверждение левшы I остается
о

в силе для первой краевой задачи в области Ц т  - № = .* > :

0 < Л 4 Т , Х € .  S i t }  , S i t  = \ э с : О О с < £ <  o q  |> с до

полнительным краевым условием

U . (t ,t >  =  U 2 W , 0 6 t 4 T ,  (1Л 9)

если к условиям критичности краевых данных (1»4)~(1«5)5 (1*19) 

задачи (I,l)-(1.2), (1.4)-(1.5), (I .I9 )— неравенствам (I.II)-

(1*12) добавить еще одно

U . £ t « > Q .  0  4 ^ 4 Т .  (1.20)

Лешяа I устанавливает следующий факт; если в задач® Нешш 

или первой краевой задаче для уравнения (1Л)- (1*2) неравенство 

> 0  выполняется на границе областиf где рао~ 

сюаярвааетея решение (т*е. ( t fx ) €  )9 тс оно

вшетншо I д а  всех; догек обтжтш*
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Замечание 2» Условия критичности краевых условий не наклады

вают каких-либо ограничений на вид оператора (1*2), если послед

ний не зависит от переменной % . В общем случае, когда

£ ( u }  =  L ( u . f i ) ? ( I ,21)

предвдущий вывод не имеет места.

Применительно к оператору (1*21), к условиям критичности 

краевых данных» сформулированных в лемме, необходимо добавить 

неравенство

°  1
L i ,  ,

0 < .p 4 t 4 i  , - «Э <C|<o q  % . (1.22)

Этот факт нетрудно установить, если провести доказательство лем

мы I применительно к оператору (I.2 I)*

Следствие- Пусть краевые условия в сформулированных задачах 

для уравнения (1Л )- (1.2) являются критическими. Тогда из нера

венства (1.9) следует априорная поточечная оценка старшей произ

водной

и .Хк (t ,X >  >  И ф  (Л*-С£,х\ ,i-=1,2..^*23>

которая фдет использована в § 2, как одно из условий сравнения 

решений задач для различных параболических уравнений.

Условия критичности краевых данных для одного, кдас&а 

вырожаашкхся параболических уравнений

Для квазилинейного выроадагацегося параболического уравне

ния

U t =  i 0 C.ui =  ( k ( u W > *  (1-24)



рассвютрим в Q T первую краевую задачу с условиями (1*4)- 

(1*5). Цусть функция К  (иС) определена для (U )> О

при а > 0  , K (0 ^  =  G  . Цго ть о  4 U i 4 M  < ° & * 1 * 0 ,1 -  

Тогда из принципа максимума для уравнения (1*24) следует, что

М *  =* s u p  u .(t ,x >  4 М .

^дем  предполагать, что функции К * U o ,U U  удовлетворяют

предположениям теоремы существования обобщенного решения задачи

(1.24), (1*3)-(X.4) в смысле работы ^ 9 }  • Там же установлено,

что в Рт (иЛ U(t,X> удовлетворяет уравнению (1„24) 
в обычном смысле, в , то есть в точках вырождения

уравнения, обобщенное решение может не иметь предписываемой 

(1Л ) гладкости.
»

Условия критичности краевых данных определим так же, как 

и для случая невыроэдащихся уравнений

U t  C t .x ') > 0 ,  ^  S x  (u .> . (I*25)

цгсть U Ptx')feC2 ( a i o ^ o » n  С ( а г) ,  U . ,W € C \ t O ,T ] ) .

Пустьp кроме того, u .C t ,x >  e  C iM  ( 2 ^  Cu.V) , что обеспечи

вает оправданность дифференцирования обеих частей уравнения

(14.24) по t  один раз вощу в r T (U 5

№  закажем» что для данного типа выролдавдихся параболиче

ских уравнений усдовш критичности краевых данные полученные 

в п Д .2  для невыровдавдхся уравнений, остаются сэдраведлнвнжг.

Ш  декадам у твэрвдение, аналогичное лемме I , устанавливал 

в сделанных предкомозвешях относительно гладкости $$жглъ?.

ILq ,U U , необходима и досгатозвые уолот я
крятячяости краевых данных.

21
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Лемма. L .I» Для критичности краевых условий (1.3)- (1.4) задачи 

(1 *2 4 ),(1.3)- (1.4) необходимо и достаточно

З С о С О Д Ф = (K C iu w & u ife b 'ft  > 0 » х 6 ( а 0\(х.2б)

U.((tt>0 . 04-fc4T. (1.27)

Доказательство. Так же, как в лемме I, доказываем достаточность 

условий.

Оде лаем некоторые предварительные замечания о свойствах 

функции Ц 0 , вытекающих из неравенотва (1*26),

Покажем, что U q C *) » ограниченная в , являет

ся невозрастаадей в а *  . Сначала установим, что функция 

Ц .0 не может иметь в положительного максищма*

Действительно5 если U,e (x> имеет при некотором X ^ & Q ^  

0 < x m<o° положительный максимум и не равна тождественно кон

станте, тс существую® такие > Х м  9

что VA0C.X>>0,осл^'Х4Хг,и.^(х,')>0, Uo(.x1')<О.
Используя (1 .26), получим > 0  . ЧТО

ведет к противоречию* Нреащоложим теперьt что для некоторого 

Х * €  U ©  > 0 *  llo ix -Л >  О  . Тогда9 в оилу

предающего вывода Ц ,^ (ф  > 0  при Х > Х $  • Поэтому 

* о  С Ч о ') определена при всех Х > Х ^  и (1,26) можно 

записать в виде

£ о ( и . < з Ф »  (1*28)

где «  неотрицательная и непрерывная при X  > Х ъ

фуикщя* Цусть существует Х ^ >  Х $  такое, что для некоторого

£ > О  m e s i a l  > 0  , где Сд}^ - х * < х .< Х ц ,

>> Е  |  « В  результате интегрирования (1*28) падучим
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u * w  x  ^

« Ц  *- k  (u e lx 3» u /0 ( x 3') +

IL©{^$) x $ X*J

Оценивая интеграл в правой части этого равенства* получим при 

X > ‘3Q*

х  Ь х  ^

е  m e s O )t C x- acO ,

Л * X *

откуда заключаем, что — r + о о  * зс«-*ч* £*» s что

противоречит ограниченности этой функции в 2> 2. • Случай 

d L fp A 'S  О  9 Х > Х $  анализируется аналогично*

Таким образом, установлено^ что

lA - o W  4 0  ,  х е ^ а в  ( Н е ) . (г,29)

Огсвда оледует, что при любом 0  < х  4 Т  жоавотво

& t . t №  состоит не более чем из одного элемента. Обозначим 

его * Нетрудно видеть, что S t  fcft =  U V * V .

0 < Л 4 Т , х -  * > ( » } .

Можно доказать» что определение обойденного решения сфоридг- 

лировашой задачи (ом* D>3 ) предусматривает ори яаадом

0 < А  4 Т  выполнение условия

к (и.С*,я» о , X -  £ ( t v  « • » »

Жотощ при воех 0 < Л 4 Т  S & > о  С & ч и ^ ’)

наЛдася такое* то



% C t t - ^ <,3c’ C O <  | » W »  U - t (t ,a c ,(v V )> 0 . (i.3x)
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Определим константы to  , 5^  и множество точек

, "t0 <*t + так же, как в доказатель

стве лемш X, положив при этом £ q ф Тоща случай

(t ,3c 0tft  £  P f  (t O  > t 0 < *  < t  4 &» анализируется так

же, как в доказательстве зтой лемш» Поэтов остается предполо

жить, что для любого tz > 0 ,  существует

такое» что ( Д Д ( * У > €  S t  (U i  * Оцнако, нетрудно убедить

ся, что это предположение противоречит (1*31)* Левша доказана. 

Замечание I» В предположениях леммы 1Л  можно показать, что

И *  с\ ,х> 4  о , (Д ,х >  е  Р т  t u b . (1.32)

Замечание 2. Неравенства (1.25) и (1.32) доказаны в [iO -] при

Ц 0 1хУ =  О , Х б  Q.  4 и u ,  CV) , удовлетворяющей неравен

ству (1 .27), методом, отличным от применяемого здесь*

Следствие. Поскольку для оператора <5С©

то оценка старшей производной (1*23) имеет в данном случае вид

> -  ! W . W «  B f l A  « •» >

Таким образом, выровдение уравнения, т*е. в данном случае 

то* что решение определяется в некотором обобщенном смысле» не 

меняет условий критичности краевых данных» подученных в п Л .2  

для классических решений» Заметим, что в доказательстве лемш 

1Л  в основе устранения особенности, вызванной выроадением
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уравнения (1*24) при (lO  » лежит условие (1*30),

означающее непрерывность фикции к  (lO U .* в Р^* (lO

Из доказательства леммы 1*1 также видно, что не существует 

критических начальных распределений в задаче Коши для уравнения

(1.24), ограниченных в и принадлежащих классу

сЧл«силпссал.
Анализ критичности краевых условий в задаче Коши и первой 

краевой задаче можно провести и для другого типа квазилинейных 

вырсядащихся параболических уравнений с оператором

ае, = (* , tt-34*
где k OJL^ - та же, что и в операторе А о  , а (функция

О К л Л  удовлетворяет условию

а с с л  > о ,  (1*35)

и достаточно гладкая при UL > 0  • Дня доказательства необхо

димых и достаточных условий критичности в том виде, в каком они 

сформулированы в пЛ.2» нам понадобится лишь одно предположение

- непрерывность в Р т  функции К(ЛА U.x • В этих пред

положениях доказательство вполне аналогичго доказательству леммы

I.I*

Для оператора (1,34)

<!•=<.>

поэтову априорная поточечная оценка старшей производной имеет 

вид

,, . к ' № , . а .  Q iu .'i _ 4£ . 0 i ,  .

а** '  KCui 4 " к Cui I (1*3?)
|„ ■*» j a sL *



Нетрудно показать, что выводы леммы 1,1* остаются справед

ливыми, когда функция К в (1.24) зависит от переменной

X  . Если функция К  зависит еще и от переменной *t ,

т .е .

К =K(u,oc,V),
то, как следует из (1 .22), лемма I .I .  справедлива, если

+ > .0, Ct,x'>eBrV ') ,
(1.38)

Учитывая (1 .32), из (1.38) получаем требуемые уоловия 

~~ 1- vQ  j _ [ K t(a ,X ,A :)l г  у) (1.39)

^ ul К (u.,x,V) i ’ Ъ х . W  Cu.,x,*v ’

0 < а 4 М  , ( t , x > € . Q £ .

В этом случае

Г 1 (р а X Kl № ̂  Q1- ̂  С*,Х-̂  Q ,
Li(V)\r»S» > ) K C p » x »ft к  .Х Л У *  ^

0<пр 4 Ы ,  - « о < ^ < °в  > Q t»x) 6. Q it ,

поэтому априорная поточечная сценка (1,23) имеет вид

^ К,Си.,хЛ\ U1 K^u.,x,t) .. .  рК .

28

Аналогичный анализ можно провести и для уравнения с операто

ром типа (1 .34)f в котором

К =Ktu.,V> , & = Ĝ u.,ty
Неравенство (1,22) в этом случае имеет вид
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Ц Ч К « “ ^ ]  +  (1*40)

C X U .4 M ; .  , L =  ^ .2 ., - 00 ^ Я 4" 09*

В силу независимости изменения Q , U ., t  получаем

Ъ r№ ttKn В г Q(U..t)-U rv rw-K/r (1*41)
Га»-K l C T  1 > 0  * S t  Р '  0  ■0< t & Т ’

О  < a 4 M i . , 1 =  ̂ .2 ..

Поточечная оценка старшей производной в этом случае имеет 

вид (1 .37), если в этом неравенстве положить функции К и 

а  зависящими от \
В оилу того, что для уравнений с операторами типа (1.34) 

принцип максммуш вообще говоря не справедлив, оценку производной 

ввда (1*32) для уравнения (1.24) получить не удает

ся (в основе неравенства (1.32) лежит именно принцип максив^ма 

для уравнений (1 .24 )). Поэтов провести анализ условий критично

сти для оператора (1.34) с К  и G* , зависящими от ЗС , 

вообще говоря нельзя. Случай, когда только &  зависит от пере

менной X  , по своему анализу не отличается от вышеприведен

ного.

§ 2» Ооазтте^тш^жш лйшбшжчешмх

уравнений

Рассмотрим в GtT »  V & .x t : 0 < A * T , x f c Q L  \
краевые задачи для равномерно параболических уравнений

две

(2.1)

с уоховвяш
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U .^C t .'x ') = U o \ t , a £ > , ,v = A ,2 . .  (2,2)

Если O r * a i  с а = а Л , г т - г т1')  , то (2.2) опре

деляют начальное распределение в задаче Коши. £!сли 0^т ~  0 ^

( й  =  а * , г т » г т‘ )  , то (2,2) определяют крае

вые условия в первой краевой задаче. Форма записи краевых данных 

в виде (2.2) выбрана для краткости изложения, так что всякий раз 

когда мы говорим о задачах (2 .l)- (2.2), V  = 1 ,2 , мы подразу

меваем, что речь идет либо о двух задачах Коши в , либо

о первых краевых задачах в Q .J

Предполагаем, что решения сформулированных задач существу

ют в Q T в классическом смысле. Пусть

V? (Л,*> >Uo гт. {2>3)
ч>№  хотим определить те условия на операторы dL и

краевые данные (2 .2 ), которые с достаточностью обеопечивают в 

Ц т сравнение решений задач (2.1)- (2.2), V  ~ 1 ,2 У т.е. 

неравенство

>  U ° 4 *  (t,x> € . Q tr . { г л )

Ниже будет изложен вариант решения такой задачи с исполь

зованием априорных поточечных оценок старшей производной, тео

рия которых изложена в предыдущем параграфе.

р,2.2 . Основная, теорема сшшешш.

Пуоть краевые условия (2.2) удовлетворяют следующим пред

положениям: ^

I) в задаче Кши - Ц ^\ х > € » U-e ( £ 2 0
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2) в первой краевой задаче - ц® С (Sia), U.o (*>  €• С ^ О Дuf CfteCClO,TT), СЧЮЯТ).
Кроме того, предполагаем, что U ^ v> у = 1  ,2 . неотрица-

цируемы при 0 < - р 4 М , - о о  с» э .  ©о < Й 1< о о  ,

где

В этих предположениях справедливо следующее утверэдение, 

которое мы сбудем называть основной теоремой сравнения*

Теорема I . Пусть выполняются предположения:

1) краевые условия (2*2) связаны неравенством (2 ,3 ),

2) краевые условия (2*2), V = 2 в задаче (2,1)~(2„2),

V =  2  являются критическими 9

3) при C X f  4 :М  , - во <<^<.оо , - оо <.£.<.«=© 

выполнены неравенства

(2. 6)

(2.7)

определЯ'

U W C t ,x i-  2  (£ ,*■ > .



Функция 2  принадлежит классу С  * и удовлетворяет

в Ц т уравнению

2 t =  £ W ( u W ) - -

= l f V w . u * , u »V >  -  L ^ V  - 2  ,v a t  z-k ,u  *x- и * Д  (2 . 8)

Из предположения I) теоремы следует, что

z (*.*> = UoW(t^ -U?W>>0. Гт. (2-9)
Покажемv что функция 2 , не может принимать в U t  

отрицательных значений.

Рассмотрим множество N  точек б  в интервале ( о ,т )  

таких, что ^  О  при (Л ,* ')  е  а 0 ,е • Цусть

s u p  6  =  i 0 ^  . Тогда найдется §* >  Q  такое, что

при всех t o < - t < t 0 v & C ^ 4 : T - i o ^  функция г ( t ,x )

принимает в Sc  отрицательные значения. Поэтоцу, в силу (2,9)

имеет отрицательный минимум дс X  при всех 

■to < А < А о  -V 1Г • Обозначим точки вшшщума .

Выберем ̂  >  О  , ^  ^  таким* что

Z t  ( * Д С И >  4  0  , t *  <Л < А , *  * ; .  С г * 9 >

Положим z =  y (t » x >  e  , <a >  о  e функцияY  в точках (t.’ScCVb , \e <Д <V& также имеет отри

цательный минимум по X  f поэтов уравнение (2.8) для 

в точках a  8 X . можно записать в виде

W  №

30

i

[ d  - L , ( 8 , ,  u .*l\ u .S  ) ] Y V Y *  »
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= Yxx L? (uc? uf. Sj) + e " V W "  u® uSS -
- Lw(u.°? u?, uS? >]. (2-10)

Здесь 0-, , 6 i  некоторые функции переменной *t » причем

u.w(t ДС«Н8, ш 4 lAt.xctf) 
u c*xc- fc,xc«>^ei cv ) 4  и Й с * , з д >

i. ̂

Покакек, что выражение* стоящее в квадратных скобках в пра

вой части (2 .10), неотрицательно* Для этого воспользуемся пото

чечной оценкой старшей производной , которая имеет

место в силу предположения 3) теореш. Оценка (1.23) в данном 

случае имеет вид

U.2 > 1?№> («■**» U? ) , (t.x4) & QT • (ЗЛ1)
С учетом (2 .I I ) , (2 «б М 2 .7 ) получаем

t V ?  u f ,  И Й )  - LlV !  а  £ )  >

* L*(u" и?, &  Си®. и?»-tv* u?,%ta*u?8 •
=- L V *  и*. L*Uo« иг> *0. «,к)

Заметим, что ХД ^ (©1$  His ъ }  ограничена в точках 

(*fes3L(Vft щж 1ц • Величины А > 0  и

* подстановка которых в (2Л0) при

водит к протаворечию9 добираются так жа8 как ш в доказательстве
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леммы I*

Таким образом, Sup 6 - Т * Теорема доказана.

Замечание I . Из доказательства теоремы следует, что сравнение 

решений сформулированных задач возможно в том случае, когда 

выполнено неравенство

(2.13)

и ограничение (2.3) на краевые условия. Однакоf условие (2ЛЗ) 

является настолько сильным требованием, что оно не выполняется 

для такого широкого класса параболических уравнений, как квази

линейные, если знак U x »  при всех

заранее не известен. Поэтов сравнение решений в смысле (2ЛЗ) 

практического значения не имеет. Поэтому для анализа задачи о 

сравнении решений различных параболических уравнений потребовался 

аппарат получения априорных поточечных оценок старшей производ

ной, который в настоящей работе реализован посредством введения 

критических краевых условий* Заметим, что подход (2ЛЗ) к срав

нению решений, по-видимому, впервые был сфорицулирован в работе 

jj4J , а затем использовался в той же интерпретации радом авто

ров „

Замечание 2» Доказанную теорец? можно сформулировать по-друго*» 

щ 9 и в  новой формулировке она отвечает на следующий вопрос: 

какие возгдущения заданного параболического оператора приведут 

к росту (или уменьшению) решения возмущенной задачи по сравнению 

с решением исходной? Какому классу в этом случае должны принад

лежать краевые условия?
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Д. 3*3. сравнение решений вмюддамцхся параболических

уравнений

гч 2.
Рассмотрим в две первые краевые задачи для вырождаю

щихся параболических уравнений

и? - И?),, ,-м. <2-и’
с условиями

V = 1 ,i .

Относительно храевнх условий предполагаем,, что

0 * 1 1 ? ,  1 »0 И , v * 4 X ; U .f Д О еС (&а > ,

u ^ f e C C l o . T ^ ,  u f ^ e  С ( а » } Л С а ( а * ( и Л ,

uf фвСЧюдЛ
удовлетворяют предположениям теоремы существования обобщенных 

решений задач (2.14)- (2.15), V = 1,2 в смысле работы ^ 9 ^  * 

причем будем считать, что u w (t ,x > e  с , д С в ? о Л * \ с С в & > .

U  C t ,* ^ €  С * ~ С Р т Ч А п С 1 < &  .Из принципа дак.сищум& еле-™ 

дует,, что U w t t ,^ > 4  М . , t t .x ’i £  0 £  , V = Л Д .

№  покажем, что авроядение операторов o£ q в (2.14). 

т .е . появление у ршеняй особенностей, связшшых. а- разрывностью 
*

в производных* входящих в (2 ,14), не- меняют условий тео*-

ремы сравнения, доказанной в я .2,2 для. классических решений*
А ДО

Ограничения на операторы э V  ̂Д  , вытекающие

из- критичности, краевых условий -Л, 152, V  - 2: ж поточечной 

оценки старшей нроизведной (1.33), имеют вид (ем* (2«о).? (2*7))



- k ° V » 0 , о <.9 fe M ., (зле)

^ К С\ ^  - K ® ( y > > 0 ,  0 о р 4 М .  (2.17)

34

Теорема I . I . фоть выполняются предположения

1) Ц о Ч х ^ и ^ ф . х е £ > * , u f c « ^ u I f c i \ 0 4 t 4 T ,

ч (*) СО ч / \2) функции К  а К  удовлетворяют условиям (2 .I6 M 2 .I7 ) ,

3) краевые условия (2*15), V = 2 являются критическими*

Тоцца вскду в выполнено неравенство

u ta)( i ,x >  ^  U ® ( t , x V

Доказательство. Скределим так т * как в Доказатель

стве теоремы X. Ц^сгь (i: 9 х  - множество точек отрицатель-

ного минимума по X  функции 5Е f t »X )  при

Щгсть существует S ^ > 0  * такое9 что
о Тогда доказательство про

водится так же» как в теореме I*

Цуоть теперь для некоторого & s > 0 ,  4  б ,  (-t.xCtfte.

£  4 .  , .V  (Ц . ■) . функция Ъ  удовлетворяет в

Q T t .* .* * i  Уравнению

( W / »  ,.СЛч { СО,, ,©ч . ,® \  (2.Х8)
z t  =  ( *  (11 ) V l*  )х Ч *  (u . > U *  ) *

и условиям р ,

г  C t o .x ')= a w C-to,x> - u  (*<>;*> » х е * г *

*  u f  t o - U ? ? e ft  > 0 » U 4 t 4 V ^ .

A

В силу предположения о том8 что Or,xCtft€  $ * , д , * * а(ц. ) 

для любого toCfc <Л0 найдется 0 <  %(Ъ) ^

такая9 что * Тоцца
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(2.19)

!><»

Учитывая, что а также

неравенство (2*16) и интегрируя (2.18) по [ t tt t«> + Ъъ~\ х
*  L 4  ос < ОО  ] 9 приходим к противоречию с (2 ,19).

Если для любого $ « > о ,  й , ^  8^ найдутся точки ми

нимума » ^ © < А < Л 0 * ^ ,  • принадлежащие как

( Л  • так * S t o ,t a+^  < д № )  9 то доказа

тельство можно провести либо способом* указанным здесь, либо 

методом доказательства теоремы I .

Таким образом, S u p  6  =  Т  • Теорема доказана.

Замечание I . Неравенства (2 .I6 M 2 .I7 )  можно записать в виде

гл К (?■> „ ь , (2.20)
к  • 0 < » 4 М -

где функция А ( ^  определена жри 0 < р 4 М  $ причем

X C p ^ O ,  0 < ? 4 Н .

Замечание 2. Покажу что условия £2.16)» (2.1?) являются суще™ 

ственныш в теорема!' I и 1*1* Приведем примеры* когда отсутствие 

хотя бы одного из них при выполнении остальных условий теореш 

делает сравнение решений невозможным*, Для доказательства этого 

утверящення нам потребуются решения двух задач»

Первая задача* Рассмотрим в Ц 0 * - оо

X  £  S i  2. 1 первую краевую задачу для уравнения

11 — V< U  (2*21)U,t - Кчо U

где - положительная постоянная величина, с краевыми

условиями
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U ^ W ^ ^ O ,  x e Q i ,  (2.22)

u C t . O ' )  = С - Л У \  - C O < * < 0 ,  (2.23)

где W < О  - некоторая константа*

Вторая задача. Рассмотрим в й© первую краевую задачу 

для уравнения

^ « ( u V a * .  (2*24)

где К  - положительная постоянная в©личинаf с условиями 

(2*22)-(2,23)* Мы не будем касаться физического ошсда постанов™ 

ки этих задач, их решения понадобятся лишь для демонстрации 

необходимости условий (2.16)-(2.17) при сравнении решений. 

Решение задачи (2„21)-(2,23) имеет вид

Vi -

u x t .x ^ c - t f  $ ( % ) ,  cc/CKcC- t^ , ( t , x ^ a 0 ,

f f F * _ r a - » o  ‘ л ‘ 1 -

^  Г С - t C ^  \ S  d s .  (2.25)

где r w  - гаша функция, определенная при всех ^ > о  

Нам также понадобится величина

U x ( t ,0 )  =  - (- t f 'r - ^ ~ ^  к \  - oo<- t<0. (2.26)

Решение задачи (2.24)*г(2.22)-(2.23) представляется при 

1 X ^ - 1 /0 *  таким образом
х

l l t t .x }  *  (-t)a  ( Ь - ^ ^ - о о  <А< 0 ,  ,

u . C t,X >  =  О  , - с х »< Л < 0  , Х >  Х 0 , (2.67)
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6 4 2 .
где X©  - Л( 2  — .

6*

Перейдем к доказательству нашего утверждения. Щгсть не 

выполняется неравенство (2 ,16), а (2Л 7) выполнено. Тогда рас

смотрим такой пример* Щсть «  решение задачи (2 . 2 1 )

- (2.23) при К© =  К ?  и \£* f t "  решение гой же задачи 

при к K f  » причем K o * V K ®  * Действа тедьно9 в этом 

случае (2Ф17) выполнено§ а (2.16) нет. Из интегрального пред

ставления решения нетрудно получить, что

Рассмотрим другую возможность* Пусть (2*16) выполняется, 

а (2.17) нет. Цусгь, тогда* u 5 ^ t i ,x )  ~ решенае задачи

(2.24), (2.22)- (2.23) при 6  =  2  , а = - 1 /2 . , a

- решение (2 .2 IM 2 .2 3 ) при этом же t\ и =   ̂ • Рас

смотрим эти решения при -* о© <Л 4  ”  ^ « Тогда fed ** А

справедливо неравенство (2.16) ш не выполнено (2 .17). Тогда по

лучаем: 4

u .® (*,< Л  * - 4 - c-t) (2.28)

и ? < S ,Q )~  “ 1 = 7 W » - о в < А 4 - ^ -
у к (2.29)

№
Посштрш, существуют ли такие *fc , что 11* C 't»W  >  
м

• Из сравнения (2*28) с (2*29) нетрудно
-V^ .

установитьt что это неравенство выполнено при 2  И

Это означает 9 что цри всех t  из указанного nojjy интервала 

существует £ ( £ > 0  такое, что

Utl\ t  ,Х^ < и ° \ *  ,x\Q<.x< 4 1 . (2.30)
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то есть неравенство сравнения: решений не выполнено»

Если рассматривать задачи (2.14)- (2Д 5), V = 1*2 как 

математическое описание процесса распространения тепла в средах 

с нелинейной теплопроводностью ( 1 1  «  температуре.
(у} . ( у )  х

К ' Щ  ' )  - нелинейные коэффициента теплопроводности;

V = Х,2 )* то с это® физической точки зрения неравенство

(2*16) являемся естестаенным, поскольку (Ом* 9 например» Г 1 - 7 1  )
(у>

коэффициенты К  определяют структуру распределения теша 

в пространстве* Неравенство (2 .17), которое при ™ 0 ^

0 < . Р 4 М  можно придать вид

[K^CpVK^lVo, 0<р*М, (2*31)
не имеет столь явной физической интерпретации.

Замечание 3* В предыдущем замечании показано, что кавдое из 

условий (2.16)-(2*17) является существенным в теореме I .I .  С по™
($>

мощью выбора специальных функций К  , были построе

ны примеры, подтверждающие этот факт.

Можно показать при фиксированных К  ̂  с помощью выбора 

подходящих краевых условий (2 .15), что неравенства (2.1б)-(2.17) 

при выполнении остальных предположений теореш являются необходи

мыми и достаточными условиями сравнения решений* Для доказатель

ства этого утверэдения достаточно сравнить величины

ц? (о»зс> \ и* (о»*>, хе Qio ,
и подобрать Ц .в э V  “  1 »2  соответегвующим образом.

Аналогичное утверздение можно доказать для теореш I®
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п. 2 .4 , Некоторые ггеимеш.

Посмотрим, какой ввд принимают неравенства (2*6)- (2.7)

при конкретных параболических операторах dL в (2*1), 

I® Цуоть

Тогда неравенство (2 .7) является тоадеством, а (2*6) принимает .

в в д

Заметим, что уравнения (2*14) могут быть приведены к виду

По сравнению е условиями (2*16)-(2.17) неравенство (2.33) 

много проще и не содержит .дифференциальных связей на функции» 

в него входящие (См. неравенство (2*17))* Но с точки зрения срав

нения решений исходных задач (2 .I 4 M 2 .I5 ) , У  = 1.2 неравен

ство (2.33) обеспечивает сравнение некоторых нелинейных операто

ров от нихэ Используя преобразования (2*34)* получим при выполне

нии (2*33)

(2*33)

(2 .1 ), (2*32) заменой т
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V l* (u .ts\ t , * ^  > V W (u ? \ k ,a a \  C t .x 'i e Ц т ,

U 0 Q t ,^  . C t .x ’je L - j в (2.2) критические и

V 1WC u f  (*»*> ) > V  0\ у Г с ^ ,х ^ ,  ( * ,х К Г т *

(Л (ft
Заметим, что, если К  ( р ^ Ж '^ У Л  и

k w  ф  #  к ° Ч ^  . го v (14 p ^  > v % \ o < ^ m ,

т .е . относительное упрощение условия сравнения (2 .33), (2,35) 

сопровождается более жестким ограничением яа неравенство, свя

зывающее краевые условия (2 .2 ).

Заметим, что в данном случае

* W - k V S u “

позтоад в задачах для операторов (2.32) функции непре

рывны в — P * U W ) .  v

2. 157 сть

£ М ( Л  -  ( « . " « Л и * ) , *  ( j ! V W « - » >

Этот пример, в частности, важен для изучения вопросов, 

рассматривавшихся в ^I&-25 J «

Цгсть операторы (2.3В)» V 35 1*2 удовлетворяют тем же 

предположениям относительно функций К ^ \  , что и

оператор в (1 .34).

Если (2.36) - вырадащиеся операторы* то, как и в п .1 .3 ,
/ O’) W  Ы\

считаем, что функции К  )  И &  непрерывны в JrT (ll )
$

V ж ^ * 2. • Тогда в эшк предположениях нетрудно доказать

теорем сравнения* анал.оптчвую теореме Z.I*,  аслш воспользовая*-*
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ся для Ц .ху поточечной оценкой (1.37), вытекающей из кри~* 

тичности краевых условий, соответствующих V  - 2.

В зтом случае неравенства (2.6)- (2,7) в сид(у независимости 

изменения р  и Ц во втором из них переходят в (2*16)-

(2.17) и условие

, о  <р  ^  W . ( 2 - 3 7 )

Если анализировать неравенство (2*37) с физической точки 

зрения, сфориоглированной в замечании 2 д .2 ,3 , то оно описывает 

в каком-то виде соотношение выделения энергии (функции Ц  )

и распределения выделившегося и поступившего с границы тепла 

в пространстве за счет механизма теплопроводности (коэффициенты 

K W  ).

Неравенства (2.16)-*(2.17), (2.37) можно записать в виде

. О С р  4  М  , (2.38)

Q f \ p )  = -- --------- - , 0  < р « М ,  (2.39)

у ' С и Э к С р Ж Н ^ З

где функции хср >  . ю с р >  таковы, что

ХСр^> 0  , Ъ о » ( 2 . 4 0 )

3. Пусть операторы ot-g в  (2.14) гаковн, чго

.Л*> , М / . „  1.4 ч>_1 ч (2.41)
К =  К Си V - *,2..

В этом случае также справедлива теорема 1.1.» однако условия 

на операторы с£ © не ограничиваются неравенствами (2*16)-

(2.17). Во-первых, критичность краевых условий задачи» соответ-
<ал

ствущей V = 2, накладывает на функцию К  ограничения
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(1 ,39). Во-вторых, используя неравенства (2.6)-(2*7) и резуль

таты, полученные в п .1 *3 ., имеем

К (аЧ р , Х , ^  - К ^ С р  ,X ,V )  >  0 ,  (2.42)

Ч1 [ к ? \ р , х . « - K W (S f  ]  +

к  С р ,х Д >  J

+• Q [K iV p .x ,^  — — — К * (\>»*Л^ I ^  Q

W К ® ( р , * Л 5 ^  (2.43)

О < Р 4 М  с о < .Ц < о о  , (t,X > € Q *.
ф

Нетрудно показать, что неравенство (1.32) для VJL (Ъ ,Х ) 

имеет место при выполнении условий критичности краевых данных 

задачи (2 .14), (2 .41), (2 .15), V - 2 .  . Учитывая, что в

((2.43) Ц фактически равен » а также не”

зависимость изменения р  , 5 X  в этом неравенстве, из

(2.43) получаем следующие два неравенства

Вг_к( (р.хД) -t Q а^п^.м а  (2.44)
'ap'-KwCp,x,tV
Э. Г K(t\p ,x ,tt '  4 0 , 0 < р 4 М , (i&G (2.45)
ftx*- Kw Ср>хДУ

Нетрудно заметить, что условия (2 .42), (2*44) по своей 

структуре не отличаются от соответствующих неравенств (2® 16)-*

(2.17). Условие (2«45) связано со епешфикой функций (2*41)«
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п.2«5» Уравнения со многими шзостоанс'гвенныш

Здесь т  покажем р что метод получения априорных поточечных 

оценок старлей производной и способ сравнения решений различных 

параболических уравнений» изложенные в §§ 1В2 для уравнений с 

одной пространственной переменной * можно перенести на задачи 

для параболических уравнений в многомерных областях*

I* Априорные поточечные оценки. Огдем исследовать уравнения ви

да

U . * — (2.46)

ы

где ли.=1ч,л, - N - мерный лапласиан. № будем
г '  1 1

также использовать для градиента фикции запись V U  9 так9 

что (уиУ- = S1 и.» .
S* 1 1

^дем  считать, что уравнение (2.46) равномерно параболическое» 

Поэтому существует функция X I ~ переменных,

такая, что

L *  0 ?  ‘ ' э Ц и Д 1 ( Н О Д • • • t Ц н* (2.47)

при всех О

гч <№ ,
Рассмотрим в Ц т  * для уравнения (2*46) краевую за

дачу с условиями

=  \30 & , х } » О :,* ')  G  Г т  . й>48)



Пусть решение сфор^лированной задачи существуем, причем

44

&up UttViO = М. с ©о .

Г^сгь функция 1L б (2.46) дифференцируема по всем 

своим аргументам* Сйределим условия критичности краевых данных 

(2.48) в задаче (2 .46), (2.48) так же, как в § I для уравнения 

с одной пространственной переменной. Именно: условия (2.48) «  

критические, если

u.t >о. (t ,*5 6 о£°. (2Л9)
пумь и 0 а , ^ б  с , ,г (ГтсцЪ , u .t t ,x '> e c v 4 a ? 0 '>.

Тогда справедливо утверждение, аналогичное лемме I § I .

Лемма 1 .2 . В сделанных предположениях относительно гладкости 

краевых данных и решения, для критичнооти краевых условий (2.48) 

задачи (2 .46 ),(2 .48 ) необходимо и достаточно

(2-50)

Доказательство леммы 1 .2 . аналогично доказательству соответствую

щей леммы I § I . Из (2.49) получаем при критических краевых усло

виях поточечную оценку

О ^ 0

& U . C u ,v w „ . . . , v i x * '> ,  (2-5I)

где, как обычно

I I  С р Л , • - i V

— эЦм < ° °  •

Так ш 9 ш  в S I , тото провесов анализ крмгичвосга крае

вых условий для олучая9 когда в (2*46)
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К условиям (2*50) необходимо добавить неравенство

9 XI Ср Д &  Д 53)

00
О 4 ^  4  М  , - 5

Условия критичности краевых данных не меняются для выровдаю- 

щихся параболических уравнений

u.t = 3t0№> = к (дй мд. +k'(u}(v u£ (2-54)
где функция к  (а ') та же9 что и в (1 .24), если предположить, 

что u .C t ,*> 6  С ХЛ ( В ^ Ч и Л  и вектор-функция

к (и.с*,*3) v  u.(.t, непрерывна в • Последнее

предположение позволяет также анализировать выроэдащиеся опера

торы вида

<£Л (ll>  =  К  C u } & u .+  K /CU.4S7U.')*‘+  Q t(U .\  (2.55)

где К  и Ok обладают теми же свойствами, что и в (1 .34). 

Поточечная оценка А Н  для оператора (2,55) имеет вид

ь \ х ъ -  ( v a ' f - , С ^ е Р ^ С и й .

к Си> к (и)

Ез этой оценки можно получить оценку для оператора (2 .54), если 

положить Q (u ^  =  О .

Можно показать, что условия (1*41), (2.50) влекут за собой 

критичность краевых данных для К  и Ц  в (2.55), зави

сящих от переменной -fc .
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2. Сравнение решений различных параболических уравнений со 

многими пространственными переменными, досмотрим в 

две задачи

Cv> «О») (у\ T C?>V 0») 06 Cv) до
u t ( u . ),(2>56)

(l,**) € Гт"] V*A,2. (2.57)

Пусть и Г  » неотрицательные, ограниченные функции 

при (t ,x ^  £  Г тСн̂  • Ц/сть U ^ C t .x 4} £  С ( Г ТС1° ) ,

C 1 ,l ( r T(NS  • ^дем считать, что функции Та > V 

в (2.56) дифференцируемы по всем своим аргументам.

Предполагаем, что решения задач (2.56)-(2*57), V  = 1,2 суще-» 

ствуют, причем О,:*} е. С 'А(Ц ?\ е С1,ч(й т^.
Пусть

ma-x i Sup , sup U. — M ..

В этих условиях можно сформулировать теорецу сравнения 

решений задач (2*56)- (2.57), V = 1*2 по своей постановке 

аналогичную теореме I .

Теорема 1.2» Е^стъ выполняются предположения:

1) краевые условия (2.57) связаны неравенством

т т (?5/, ч . т 1 ^ V i ч г\ (2*58)

2) краевые условия (2 .57), V  - 2 в задаче (2.56)- (2.57)e

V " 2 .  являются критическими,

3) при 4 М .  * - °®  Я * 4  0 0  Iе"

выполнены неравенства
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Тогда вскщу в Ц т справедливо неравенство 

LLW(.-t>x') >
Доказательство этого утверадения целиком повторяет доказа

тельство теоремы I . Природа условий (2.59)-(2.60) та же» что и 

неравенств (2.6)- (2.7) в теореме I . В доказательстве использует

ся априорная оценка (2*51) для решения задачи (2.5б)- (2.57),

V  -  2.
Теорема сравнения остается справедливой для вырождающихся 

операторов

at »• KW (u.tv\ (v f f i ^ v - u /a .e i )

(V)
где функции К те же, что и в (2.14)* При этом необходимо 

у словие непрерывности К  V  V i ^  в ( U ? S  ,V “  1Д .

Неравенства (2*59)**-(2*60) в этом случае совпадают с (2* 16)-(2* 17) 9 

полученными для уравнений с одной пространственной переменной.

При условии, что V tr^V\ i ,x i  непрерывны в ч - А

V  анализ условий (2.59)-(2.60) можно провести для

операторов ввда

=* V » А Д  . (2.62)

Уравнения (2в 56) ̂  (2.61) могут быть приведены к ввд 

(3.56)# (2*61) уже указанным преобразованием (2.34)-(2*35),

Условие на операторы имеет ввд (2 .33),



Так же можно доказать теорег̂ у сравнения для выроадающих- 

ся операторов

(у) Щ  Ь) №  (У)/ (л (у>2 Л Й  (у)1 (и.) = к (а )М1 +к (uxwo+QKu \
О) ф

если вектор-функции К  (U, > V il непрерывны в

, где V “ V2- соответственно *

Теоремы сравнения решений уравнений с операторами (2 .61), 

(2.63) имеют важное значение при анализе вопросов и задач* сфор- 

аудированных в £l8-*25 ]j * Отщ такую задачу для уравнения с опе

ратором типа (2.61) мы рассмотрим в следующем параграфе.

§ 3. Метастабильная локализация возмущений

Б этом параграфе теореш сравнения решений, доказанные в 

§ 2, Оудут применены для анализа одной конкретной физической 

задачи*

д*£дХ. Дрйгшювва. задачи*... Шведшгашге., м ш ? »

возшшений

Для уравнений (1.24) с выродвдащимся оператором 

<3удем рассматривать задачу Коши в с начальным условием

(1*3) и первую краевую задачу в Ц -f* с краевыми данными

(1.4)- (X, 5 ). Помимо у словия К  “  О  » &/дем предполагать f

что
Ж

4  о о  , о  < . ° °  • (3 .1 )

О

В работе £ S J установлено,, что при выполнении условия (3,1) 

в задачах для уравнении СХ.24) имеет место конечная скорость
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распространения возмущений. Эго свойство решений состоит в сле

дующем: если

mes \ Q  ч и.0ДО\ >0, <з.2>

то существует такое о < \ * т  , что

т «ь %  зд р ф  > О  , О < А  < А . (3*3 *

Здесь & = & l  » в зависимости от того

кшда задачу т  рассматриваем.

В работе [2 8 ]  to o  шжазано9 что условие (3,1) является 

необходимым для конечной скорости распространения возмущений

- если интеграл в (3*1) расходится  ̂ то неравенство (3.3) не вы» 

полняется тъ при каком х  >  О »

В работах £ 1-5*] подробно научен эффект штаотабильной ло

кализации тепла в сред© с нелинейной теплопроводностью (как уже 

упоминалосьf уравнение (1.24) списываем процесс распространения 

тепла). Не вдаваясь в физическую природу эффекта и причиныs сти

мулирующие его изучение* охарактеризуем математическую сторону 

проблемы.

Рассмотрим сначала первую краевую задачу. Щс$ъ яри 

задается специальный закон изменения u t t ,о )

u., ctt —► + °® Л -»Т’. (3,4)
• у

ГЙгсгь, кроме того

И о (э ^  «  CL< ° °  * *3 *5*

Определение. 1^дем говорить; что в задаче (1.24), ( I .4 M I .5 ) ,

(3.4)- (3.5) имеет место штастабильжая локализация возмущений,, 

если пасется положительная постоянная величина X ®  , такая» 

что
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S o p p  4 X 0 ,  o < A  < т  ,

(Заметим, что Cl ® противном случае локализация воз

мущений отсутствует.

Минимально возможна величину X©  в (3,6) будем называть 

глубиной локализации.

Рассмотрим теперь задачу Коши, 1^сть начальное распределе

ние (1.3) удовлетворяет условию (3 ,5 ),

Определение. Дудем говорить, что в задаче (1 .24), (1 .3 ), (3,5) 

имеет место метастабильная локализация возвещений, если суще

ствует 0<V4T , такое, что

so'p'p u .a .x 'j«  a  ,о ^ < А *  (3*7)

Замыкание множества \ х : U.0W  > 0  }  будем называть 

областью локализации воза̂ ущений» а величину - временем

локализации.

Локализация возмущений в задачах для уравнения (1.24) 

определяется сгрукгурой краевых даншх "в целом” и потоку явля

ется более "тонким", чем конечная скорость распространения воз

мущений (3,2)- (3.3), свойством этого уравнения и коренным образом 

от него отличается.

Поясним смысл определений. В первом из них содержится еле» 

дующее: за время 0 4 ^ :  ^  Т  возвещения далее известной дли

ны не проникают, хотя 1 1 ^ ,0 ^  при * - * Т  неограниченно

возрастает (вообще говоря, возможен случай, когда
**** б!"?!

% "~ *Т  * О < X  < ). Во втором определении локализа

ция возращений в задаче Коши понимается, как нераспространение 

возщщешй за пределы перзоавч&льного носителя в т-взекле конево

го интервала изменения времени«



Естественно 9 локализация возмещений невозможнаs если не 

выполняется условие (3.1).
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а»й>?. Достадочние тпжмпт лгимлизапив 

возмущений

Здесь т  сфора^лируем теореш о локализации бовощений или 

ее отсутствии, используя теореш сравнения решений различных 

уравнений* 

Теотюма 2, Цусть в задаче (I*24), (I .4 M I .5 )

1) и0(.ж> 4ТП‘0-х/ас,̂ , х 4*о»
л/г 0+пву&

и 0(?й*  0 .  х >  * •  » [г.(б+гУ в ]  т
Здесь 6  % tV *  некоторые постоянные величиныf $

6 ^ 0  . r t< cO  , 1 * п . 6 > 0

2) U.,CO 4(T-t'f, 0 4-t<T,
3) к lift« uVct +Ht f f l , > 0 , У<.1Л>0,0<.ц.<«*>.

Тогда в задаче имеет место метастаби дьная лсжаяизация тешш, и 

глубина локализации из превосходна Хсь » Кроме того

0*tt.eve -Ve а/8-Ult,«S 4 Т (T-V> 0-х/х*> ,0<* <Т, X 4 я*, 
и Л ^  =0, 0<Л<Т,х>х*.

Бела кроме всего прочего при 0 4 3 L 4 X 6  t

го глубина локализации в точности равна X©

Теореш В. Цуоть в задаче (1*24), (I .4 M I .5 )

и u.,w >(*r-iV'‘, 0 4t<T,in.<0f
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2) к(и> = u.*[i+M.u$l, Х(Ш>одЧий>0,о<а<оо,
Здесь 6 > 0  » 1 + П . Й < 0 .

Тогда в задаче отсутствует локализация возод’щенкй. Более 

того э для любого X  %= а *

U - t't .X *') - *  со , \ - * Т .

Теорема 4. Цгсть в задаче (1.24), (1.3)

*/9

1) о <. и«Лх> 4 а »  (1 -\х\/5с.«о » \ А  <**»,

= 0  , \х\ >  ^ т о  •

Здесь "  некоторые доложи дельные константы.

2) К О Д  =  o f / t  1 V  х ( и М , М »Л  >  0 ,  №  > 0 ,0 < и .< « » .

Тогда в задаче имеет место мегастабмльная локализация воз- 

одщений» осшасть локализации - множество \зь; \зс\ 4  ,

a ( t , ^  =  о , о < Д < л * . i x \ » x „ , ,

л х S
где -fc ж ——!?■ — _  - время локализации*

Утвервдения теорем 2S3 ,4  доказаны в работе яри

\{\& ~ 0  » О  <>U.4 ©о * Бели 1 (И 5  ^ 0  » то
справедливость теорем следует из теореш I .I ,  замечания I  к шей 
и теоремы сравненш решений по краевым условиям» доказанной в
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Более детальные оценки для локализованных краевых условий 

можно получить из свойств автомодельных решений уравнения
»

(1.24) при К  (u !)«  И  * S > 0  , которые можно найти в М .

областях

Здесь * на примере анализа вырождающегося параболического 

уравнения с двуш хфостраш^твешшми переменными* ш  покажем, 

что результаты п .3.2* тж$т Онть перенесены на шогомерные об»

ласта* т  ГА%*§ ^
Рассмотрим в . Ц -f* , где bd  s  U a . ^ \ ( х ъ ЭЕ*ув

О  <.чс* <. о ® » О  < х * < .  °о  > f первую краевую задачу

для уравнения (2.54) с условиями

ГЛ WutO.x̂  = UoW, хе Ыг. , (3.8)
V U t ,0 , » ^ =  , 0 4 i < T ,  (3.9)

U ( * , Х л , 0 V s Utt 6  • (ЗЛО)

£&есь u , W 6  с Ч а 2 ( и Л П  C ( Q ? > ,
о

fe C ',l(P ^ v i « » O C (Q i T >  Д и  (t ,x ,^ € C u (B j(U L u ^n  С ( 0 ,Ъ .

Щсть решение сфорядедираванной задачи существует, причем

u (* * « c “ (tfV«nc(<£>  .

Для уравнения (2*54) в Ц т , где £1 - еде* s

- оо < ,х»< оо ,- ьо< эса  <. оо ^ * сформулируем

задачу Коши с начальным условием

г ч ®
. и№ ;х)^ и*ДО эх€ Ь2* t (злх)
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где С4aS (u^O C(Qf ■).
Цудем считать, что решение этой задачи существует, причем

u.ct.x'i е. С1,1(9т1\иЛП С ( Л .
Офориделированные ниже утвервдения по своему смыслу эквива- 

лентны теоремам 2 и 4 и дают достаточные условия локализации 

возношений в первой краевой задаче и задаче Коши соответственно* 

Теорема 5. Цусгь в задаче (1,24), (3*8) - (3.10)

1) U .0 W  4  Т а (1  - 'S.d.iV. J x ^  ,  d ;X i  4 « о ,

и.0ф 3 о , :!<*;«.j. > ЭСо .
Здесь 6  ~ постоянные величиныt

причем П . < 0 , < * , > 0 ,  < / ^ > 0 ,  <*i +  , 6 > 0 ,

Д +п6 *0 . Xe = [2(6+2.Уб] TCU,lWA.
г/§2) Uw(t,x̂ 4 (T-'t'T(.A -AiXn/O , 0<A <T, хг ̂X0/c42 } 

U .M  (t,*d =  0 ,  0 < * < T . X t  > x« Ml,
U-uCt,x04 ,0<*<T,x,4W«i»,

• U.,2. Ct/хЛ = 0,0<±<T ,x,>x«/oU,
3) K(u.> = u .*/t  14- ,ХОЛ > 0  ,VGO > 0 , 0< u.<o©.

FW

Тогда сцраведааво следу вдее утвервдение



s s

(vtwsye -t/Br z a/e
4T (T-t> О -h*s*U*3, 0 <*<T,

L«« ^

S 4 « i  4 « * .
i«i

U C t .x ^  =  O .Q  < л < т ,  S < i i x i > x .i«t
Теорема в. фсть в задаю (1.24), (3.U)

i~t **f

U . o C * * = 0 ,  Z «4 iV X il  > x * »
i=l

г  * / » £
I> О < a0W 4 l t m(l-^geUlxi|/k*> 4

t —t

ййезь U.m> 0 , x » > 0  К в ,< 4 ,,« |*  — ж aes что ik
в | ш в ш  f e a p i  5*

2) K C ld  - и * / 1 Л + > № 1  ,  Х С *Й (> О г X t t t »  o » o <  I t С « »

Тогда ванш еяо швд'шюе

,  „ Ш  ~ Ш  г  S *

О  < i L i t ,X > 4 [ x TOS /2 C f % 2 l |  ( 1 О Д ( 1 ^ « 1 М / В Д »
£~«

D<A<t* X«ii!«sl о е «»

i;ss

Щ  *

•  З&я» 6
t  =



Если х о а  — о  , го доказательство утверждений» офор- 

лфглировантах в этих теоремах, изложено в работе [ 4 3 « Там же 

можно найти более детальные оценки для .краевых данных, обуслав

ливающих локализацию возвещений. При Х ( ю ^ 0  доказательство 

теорем 5S6 проводился методами, аналогичными тем, которые приме

нялись для анализа параболических уравнений со многими простран

ственными переменными.

Используя результаты работы ^ 4 1 , можно перенести сфорв̂ у- 

лированБме в теоремах 5 ,6  утверадения на большее число простран

ственных переменных. Следует отметить, что это возможно при не

которых предположениях относительно свойств решения задачи 

(см. п .2*5)*
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