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A B S T R A C T

The probltB Of tlhu action of aggravation regimes on the 

oontinious madlun With constant coefficient of heat conduction
' • I *14

is investigated! It) is shown that effect of localization 

("inertia") of heat) exists as well as in nonlinear case. The 

class of, ,100»lll»ting regimes and the dynamics of process of
. ' •’ '4.

beat condUOtiOn are determined. The analysis is made by three 

methodst tbl Investigation of integral representation of the 

solutioil of ЪЬа ргоЫеш, the investigation of the solutions of 

the epeoifi* "dagonerate” equation and the investigation by 

means Of nunarioal calculations.

It it ibown that localization of heat exists in multidi­

mensional Otaa. Some possible formes of localization domain are 

determine!»

Kay words and phrasest integral representation, "degene­

rate" aquation, localization of heat.
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ВВЕДЕНИЕ

7

I. Изучаются необычные свойства процессов диффузии на приме­

ре задачи о распространении тепла в среде с постоянной теплопро­

водностью в условиях» когда на границе среды температура или по­

ток тепла растут в тан называемом режиме с обострением, то есть 

обращается в бесконечность за конечное время обострения.

Процессы с обострением, возникающие в среде любо под действи­

ем граничных режимов jfl - 6^ , либо из-за наличия в ней объемных 

источников тепла ~ ю ] и приводящие к метаотабядьной локали­

зации ("инерция") тепла и горения, ранее подробно изучались при 

теплопроводности, зависящей от температуры.

В настоящей рабств показано, что эффект "инерции" тепла, не- 

смотра на бесконечную скорооть распространения возмущений в зада­

чах дня уравнения линейной теплопроводности

Т. - Т (1)Н  А-гг

имеет место и в среде с постоянными теплофизическими свойствами, 

что значительно расширяет возможность его экспериментального ис­

следования.

Выделен класо граничных режимов о обострена» ( ^  s"L$~ 

режимов), приводящих к эффективней локалязавдв процесса даффузмж 

тешха в течение времени обострения в облаете конечных размеров.

Это означает, яго, несмотря на неограниченное возрастание темпера­

тур? в зове локализации и количества поступающей в нее знвргнк, 

вне зоны локализации температура и количество тепла ограничены в 

течение всего процесса.

Показано, что при более быстром, чем в и "L^s-рекшаах, 

нараотащж температуры на границе (в так назнваемом 11S  -ре&ймв) 

температура в любой точке среда неограниченно увеличивается и ло-



s

кализация тепла, также как а в случав рвымоа баа обострении̂ от­

сутствует.

2. В § I проведено исследование структуры распределения в 

пространстве анергии, поступавшей в среду в тачание всего времена 

обострения. Из интегрального представлена* предельного распределе­

ния температуры (т.а. значений

где t| я 0 - момент обострения) выделено однопараметрическое се­

мейство граничных режимов с обострением ( ITL - параметр семейст­

ва)

Т ( О Д ' )  = a x p l C - t f l . i x t o . t o  i U o ,  (2)

которое в зависимооти от величины параметра сбвопечивает сущест-- 

вование локализации или ее отсутствие (определение аффективней ло­

кализации дано в § I). Показано, что В $  (l\«- \ ) и 1дуУ-рв- 

камах ( -I <  М. <. р),(см. фиг.1) имеет меото локализация тапла и 

B H S  -режиме ( -I) сна отоутомует. Аналогичное иоследова-

нже проведено для второй краевой задачи, когда на границе задан 

изменяющийся в режиме обострения тепловой поток.

3. В § 2 изучено воздействие отепенных граничных режимов

T ( o , t W - t V ' , v < o , t „ f c i < o  <3)i

на среду с постоянной теплопроводностью.

Показано» тао автомодельные представления решения задача (I),



е
(3) на асимптотической стадии процесса сходятся к автомодельному 

представлению годных автомодельных решений поставленной задача. 

Отпада получены динамические свойства распространенна тепла яра 

^ р , в частности установлено, что элективная глубина

проникновений тепловой волны оценивается по форцуле

.V2. . -  (4)

4. В § 3 проведено наследование динамики процесса теплопро­

водности в задаче (I) - (2), Доказано, что глазная -тать асимпто­

тика рвщеная задача при О совпадает с решением усечен­

ного вырокденного уравнения
Гр &•

Т\ S  (5)т
о краевым условном (2). Установлено, что эффективная глубина L & ,  

S  и -режимов изменяется со временем по закону

4-П,

a ^ C t t - C - V ) а, <в)

Заметим, что обычно применяемая оценка эффективной глубины 

проникновения тепловой волны по формуле (4) (она носит размерно обг­

ний характер) в данном случае не описывает асишотячеекув стада® 

процесса, ее реальное значение при %  О” определяется из 

(6).

В отличие от нелинейной среда, классификация граничных режи­

мов по наличию или отсутствию локализации не совпадает с классжфа- 

кацаеЁ по характеру переноса автомодельных состояний тепловой Bou­

rn (например, по характеру движения полуширины со временем). Заме­

тим, что для уравнения линейной теплопроводности решению, сохраня­

ющему постоянным автомодельное состояние температуры отвечаем фук»



кция, которая развивается не в режиме обострения.

5. В § 5 установлено» что эффект локализации тепла существу­

ет в многомерной случав, причем справедливы основные результаты» 

полученные в одномерной геометрии (зависимость от временя гранич­

ного режима, температуры, полуширины).

Так же, как в ^ 4 ]  » можно поотроить области локализа­

ции с границами, составленными из плоских поверхностей ("граней"). 

Показано, что в зависимости от граничных уоловий область локализа­

ции имеет весьма разнообразную форму, в двумерном случае аналити­

чески построены области локализации, границам! которых служат лю­

бые из кривых второго порядка. Б трехмерном олучае можно создать
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на шюокоат* Р (ом. фиг.2) 

такой решим о обострением, 

которые обаолечит неограничен­

нее возрастание температуры 

внутри некоторого эллипсоида,

вне его она будет ограничен 

на в течете всего процесоа.



§ I . Кяяооаййканш граничных режимов о обострением

i !

ка основа анализа предельных паоппепалевий 

темпе ю туш

П .1 .1 . Постановка задачи и основные определения

Рассмотри! в Q lq — 0 0  Ч к С  0 0 1

первую краевую задачу для уравнения

T t =  к 0 Т « .  « • «

с краевнш условиями

тсо.о-чда. ^  4  к  о, (1.2)

T t e , «  =  о , о < а < “ . (1.з)

Здесь К о  ~ некоторая положительная константа» а функция 

такова, что

^  • (1 .4 )

Задача (I.I) - (1 ,3 ) описывает распространение тепла (^r(&ty

температура) в среде с постоянной теплопроводностью ( К® - коэф­

фициент теплопроводности), когда на границе среда = О за­

дан закон изменения температуры в режиме о обострением.

Распространение тепла ждет в первоначально холодную среду 

(условие (1 .3 )), что не являем существенным для линейной задачи 

в силу принципа суперпозиции решений. По той же причине не принци­

пиальным является согласование краевшс данных (т.е. условие

* Т ( о  Л ь Ъ -
Вудем считать» чео для любого Т € ,С ^ й ,0 " ') в Q lr  — \G t»X )*. 

t0 4 ^.4 :̂ s 0 4 ^ существует классическое рвшенке сформулиро­

ванной: задачи



Определение. Дудем говорить, что в задаче (I.I) г- (1.3) су- 

щеотвувт метастабильная локализация тепла, если найдется 

= COUSt <  °о такое, что

(A) дая всех Z  >  ̂ср ^  .
*  ^Т(дДУк

•fe-* О" t
(B) если £<*> > 0  » го дая всех 0 4  £  < £q>

& m T ( S , V >  - 00 •
t—*o*

Если ss 0  , то Т (0.V4) — *• оо , — * О' по опреде­

лению граничного режима с обострением (см. (1.4)).

Величину йср > 0  будем называть глубиной локализации, а

множество О 4  2. 4 ёср областью локализации.

Если же такой Эер ке существует (т.а. как следует из усло­

вий (А), (В) TOi.V)--**-® , 4:-»О дая всох О-4 £  <  оо )f

то будем говорить, что локализация тепла в задача отсутствует.

Отметим, что в задаче (I.I) - (1.3) возмущения распространя­

ются с бесконечной скоростью, то есть для всех 't е (Ло.оЪ

m e s  SUGV) = 0  , где QoC.t') = \(t, £)• О 4 £ °°>

T C « . ^  =  O V
Локализацш тепла отражает тот факт, что действие граничного 

режима (1.2), растущего в режиме с обострением, обеспечивает не­

ограниченное увеличение температуры и быть может количества тепла 

в конечной области 0  4 ^ 4 .  Вне области локализации 

( **. >  ) температура и количество тепла ограничены равномер­

но по t в течение всего процесса.

П.1.2. Определение класса локализованных ж нелокализованных 

граничных режимов
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Решение первой краевой задачи (I.I) - (1.3) представляется 

в виде потенциала двойного слое
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тс**')= - 2. \|^г с *л -^с *><к , (*/£>€. a 0 , (I*5)

гДе - фундаментальное решение оператора линейной тепло­

проводности

В развернутом виде интегральное представление решения (1.5), 

(1.6) имеет вид

т (* £ ) = -р = = ?  W p i — ^ (I.7)
1 4 ‘ ; 2.iК?Г ^  ^  «**(*-*>] 0 ; - ^

Как следует из определения, локализация тепла или ее отсут­

ствие определяется асимптотическими поведением решения при ̂ -*0” 

Переходя в (1.7) к пределу при 1 -» 0~ получим интегральное 

представление решения при •t а О” » которое мы будем называть 

предельной кривой

В тех точках 0  <. «* <  со , в которых интеграл в правой 

часга (1.8) расходится, температура неограниченно возрастает. Есг 

ли же интеграл сходится, то температура в этих точках ограничена 

сверху равномерно по t  в течение всего процесса (собственно, 

именно в этом случав существует предельное распределение). Множес­

тво точек &  таких, что интеграл в (1.8) сходится,будем называть 
областью определения предельной кривой (1.8) (при фиксированном 

граничном режиме )•

Предельная кривая (1.8) будет использована для выяснения во­

проса о тш„ канав граничные рекнш обеспечивав® выполнение пунктов



(i) ж (В) определения локализации тепла.

Из структуры фундаментального решения (1.6) видно» что гра­

ницу между локализованными ж нелскализованными режимами следует 
искать в классе экспоненциально г растущих при — *• О” функций.

Пвэтому будем исследовать двупараметричеокое оемейоиво функций

=  Т 0 С-V? ] Д  0 4 1 < о , (i.9)

где То sS.q “ положительные конотантн, а П , V  - парамет­

ры семейства, —  00 П. — 00 <■ V  < оо .
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п.1.3. Различные вида предельные кривых

С помощью интегрального представления для предельней кривой 

(см. (1.8)) определим характер распределения в пространстве тепла, 

поступившего в среду за зее время процесоа нагрева при вездейотвии 

на нее граничных режимов (1.9). Подставив (1.9) в (1.8), получим

) = 2^з Т  + ] ( ^ - Л0)

С помощью этого выражения определим при каких значениях па­

раметров оемейотва (1.9) возможна локализация возмущений и при ка­

ких она отсутствует.

Существуют в зависимости от параметра П. три вида предель­

ных распределений, которые различаются своими областями определе­

ния.

I. Пуогь -I <  П.4:0- Интеграл в (1.10) существует при воех 

0 <  ^  4  оо , то есть температура ограничена во воем полу­

пространстве за исключением граничной точки 3. = 0. Область оп­

ределения предельной кривой состоит из всего полупространства 

0 <г <о ©.
Условия (А) и (В) выполнены, как следует из (1.10), при всех



г > 0, поэтому Еря -I <<Т. 4  0 существует мзтастабилыиш 

локализация тепла. Предельную кривую можно в результате преобра­

зования ц. »  «£,а/ 4 \<о(г  ̂ прнвеоти к виду

TfcPi'a+f ^ dV ’i<iti.(i-ro
«KoC-t^

откуда дслучаем аоимптотику предельной кривой при £ — *■

Т ( г , с П  i e x p \ - - S l _ l .

Тепловой поток ^(^«-К о Т г С ^Л 4) также имеет при 

t a O "  предельное распределение, которое определяется из 

(1.10) или (I.II).

Заметим, что при И. = 0 должно быть "V <  0, чтобы выпол­

нялось условие (1.4).

15

(1,12)

(I.I3)

2. Пусть h_ = -I. Тогда (1.10) можно запиоать в виде

ТСа.О-Ч ~ Щ = ,  \exol4 — '‘ 1-iS___
v 2 v U K o C - f > l c ~ t y y4V* ’

где введено обозначение

5 ^ » 2 - /К ъ ^  .

Из (1.12) получаем, что пря 0 4  £.< интеграл в

правой части расходится, го есть в этой облаоти температура ос 

временем неограниченно возрастает. Пря £  >  интеграл

сходятся и существует предельная кривая

Т(*,о”) - - ^ = * 0 -(i?) ] г ̂  u  ^ i . i 4 )

А \гЛЛ£%



которая имеет при больших 2, аоимптотику
■ V

10

тГ» r\-\ s T e l - * » V  л

У1 к„с-У «■ P U K o m i -

Область определения предельной кривой (I.I2) соотоит из воех 

точек 4- сьо » №  которых также выполняются усло­

вия (А) и (В), так что при П. = -I оущеотвует локализация тепла 

с глубиной, вычисляемой по формуле (I.13).

В области <1 >  существует предельное распределение и для 

теплового потока, которое мы определим из (I.I2) в следующем виде

• (I.I5)
„ V - V 2, ,

-  C-t} ] -

Величина параметра V  определяет характер изменения тем­
пературы и потока в точке t  * при k. — *  D  . Из (1.14)

следует, что при V  >  1/2

о У 2 ( 4- ̂ ~ VZ
точ . < п= <  о ». « • »

Если V  ^  1/2, го при — *• о“.

Аналогичный анализ можно провести и для теплового потока.

Из (I.I5) получаем, что при V  >  3/2

Если же V  ^  3/2, го W  (Sep ,V) — *■ °<= при t --*• О ,

Таким образом, при V  >  3/2 предельная кривая в точке 

£ з Т разрывна и не имеет непрерывной производной. При 

1/2 <  V  <£■ 3/2 производная непрерывна, при У  4  1/2 непре-



ршна также в -зама ^н кдаа. Хота предельное распределение в гон­
гах 0 4 % .  <. 2«р не существует» его непрерывность г  р азр т- 
нооть в точке 2  '■* определяется в обнчнем гагаояа. Например,
разрыв пергой производной при "V "> 3/2 определяемая как усло­
вие т а . ^  Т*(<Ц> , 0 ' ^  ,  поскольку

ТаСЦ, o  ') -  - 00 .
Заметим, что производная может принимать

значение разных знаков» в зависимости от величины t g  • Возмож­
ны следующие случаи ( V >  3/2):

t . <  t .  <о , тг(*;,о "> >о ,

. t » - * * .  Т С Ц , с П - о ,

it >  t .  , T G 4 , o " i  <  О .

■ Как следув® аз первого неравенства» при ^ 0 < предель­

ная кривая в облаотн <* > не является монотонной» что
связано с немонотонным характером изменения температуры на грани­
це. Нетрудно установить» что функции (1 .9 ) при IX = - I  и V > О 
шею® миншум при - f c^e -R e/ V ш при V >  3/2.

3 . Пусть XL <  -I. .Тегда интеграл в правой чаоги (I.IO) на 
определен ддя всех 0 . Таким образом, температура неограни­
ченно возрастает во воем прорг|шстве и метаотабильная локализа­
ция тешт при h . < - I  отоугоявуе®, поскольку условия Ш и (В) 
не выполняется ни пра каш х О 4  < ,° °  •

17
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На рио. I схематически дредотавлеш возможные типы предель­

ных кривых (.П. - - V).

Следуя определениям, введенным в’работах [l- 6^ • бу­

дем называть граничные рехимы (1.9) при -I <  П 4  0 (если t\ =0, 

то должно быть V <  0) !_.£> -режимами, при lr\ = -I - S  " 

режимами и при t t <  -I -И -режимами.

Вопрос о динамике распространения гепла в экопоненциальных 

S  m H S  -режимах будет рассмотрен в § 3 без попользовав 

няя интегрального представления решения в виде теплового потенци­

ала, доокольку надо средо твенное выделение аоимптотика решения за­

дачи (I.I) - (1.3), (1.9) из потенциала (1.8) веоьма затруднитель­

но.

п Л .4. Вторая краевая задача

Раосмотрим в Но для уравнения (I.I) вторую краевую задачу 

с заданным. ш границе =* О тепловым потоком, растущим в ре­

жиме с обострением:

W ( 0 ,v> = - K . T t < p , t t - ' V ( t t . t , 4 U O  d.x9)

и начальным распределением (1.3). Так же как и в случае зервой 

краевой задачи ае будем требовать гладкого согласования краевых 

условий (1.3), (I.I9) а будем предполагать, что для воех €

6 . 0^  в Q f  существует клаосаческм решение сфорадлиро-

ванной задачи .

Пусть кривые условия (1.3), (I.X9) обеопечиваю несграничев- 

ное возрастание температуры на границе при t -* СТ. Тогда вое- 

нользуемся определением ыехастабвльной локализация тепла, введен­

ным ддя первой краевой задачи, а определим классы локализованных 

я нелокалиаованных граничных режимов.

Решение второй краевой задачи (I.I), (1.3), (1,19) можно

18



представить в виде потенциала простого слоя
i

ТС*.^ -  2Ко \Г(аЛ-т) <*(Ыт :, Q 0 . (1.20)
t©

В развернутом виде решеше выглядит такт образом

Отсюда следует, что для второй краевой задачи так же надо 

исследовать власо функций экспоненциально растущих пря

■к— *-0“
Раосмотрш даупараметржческов оемейотво

t£t) =  W o  е э с р [ Я 0 ( - i f  ] э « i < o a (I-22^

«в n ,v, - дараметрн семвЁства»-®o<n. °©.
Tax же как я в случае первой краевой задачи будем «визиро­

вать предельную кривую

T f e « . 5 E

Раосмотрш три случаи»

I. Пусть -I < П.4 О» Тогда» дш всех 3.> 0 температу- 

ра ограничена сверку пределы»* раапредехенвем

w/ й>,+' -v, Т г йАал -Ч -ifc-v*.

й асжшгоужяо!
. *+ 1  * _



Интеграл в правой части (1.23) неограничен ори <2. =*0+ 

для всех - 1 <  П. <  0 и - «в <  < оо » т.е. дая

этих значений краевое условие (1.19), (1.22) обеспечивает рост 

температуры на границе в режиме о обострением. При IX - 0 та­

ким свойством обладают функции (1.22) при - с*» •< у* <£- Л/.2г 

что следует из (1.24).

При П. в (-1,0] имеет место метаотабильная локализация

тепла, причем = 0 (не трудно видеть, что условия (А) и

(В) выполняются при всех £>0),

2. Пусть ft = -I. Тогда при 0 S. < , где 5Ц> вы­

числяется по формуле (I.13), температура неограниченно возрастает. 

При >'2(р температура ограничена сверху предельной крагой

J * $е*р̂а*Ли.25)

с асимптотикой при больших Й.

При v\ = -I а при зоех <* >  Й.ср выполнено условие (£), 

при всех 0 ^  и <  выполнено условие (В), так чес в задаче 

существует метастабильная локализация тешка с глубиной (1,13).

Параметр У* определяет характер изменения температуры и 

потока в точке При V< >  -1/2 температура ограничена

сверху

VI Л **

т с ! ; , « ' ) = » , ( ■ & )  -£*-г- <  ° °  ■ н -26)
Т Чх; V,+ V 2
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Еояи у, 4  -1/2, го ТСе4  > ̂  0 0  0“

21

Если Vi >  1/2, то в эгой гочкэ ограничен тепловой поток

(1.27)

Вот V, 4  1/2, го \Ц (3^ X )  - *  °*> при О*.

Таким образом» Предельное раопредалевне (1.25) разрывно а 

имеет разрнзцую производную в точке й - £ »  , если У4 >  1/2.
Вола -1/2 <  У* ^  1/2, то в «той точке производная еепрерыв-

на. Если Ул <  -1/2, то при 2. *■ £ср непрерывна д сама функция

(1.25). Так *е, как ж в случае первой краевой задачи, разрывность 

производной в точке ’2.» при Уг >  1/2 означает, что

3. Пусть fL<-I. Интеграл в правой части (1.23) расходится 

при всех Q, ушюёие (А) не выполнено т  срм каких £  ̂  О,

поэтому температура нзограниченно возрастает во воем пространства, 

метаотабильная локализация тепла отсутствует.

Во второй краевой задаче граничные рехиш (1.22) при 

-I <П  4  0 (есш П = 05 то должно быть Y« <  -1/2) бу­

дем называть u S  -рвквмам», при ft- -J, - 1»  -реаиыаш, при 

ft <  -I - " H S  -рекшаш.



л
§ 2. Анализ однопараметрического семейства степенных- 

режимов о обострением

В этом параграфе путем построения точных автомодельных реше­

ний уравнения (I.I), ооответетвупцих степенному по времени гра­

ничному реазщу ( "L. -реящу), установлена динамика распростри 

нения тепла на асимптотической стадии развития процесса с обост­

рением.

п.2.1. Постановка автомодельной задачи.

Пусть в задаче (I.IMX.3) на границе й =0 граничный 

режим степенного вида

=  (2.1)

функции (2.1) можно получить из (1.9) при tVsO , если, 

без потери общности, положить О  ( или переобознаиить 

Т 0 e x p — *• Т ®  >•
Мы покажем, что динамика распространения тепла на асимптоти­

ческой отадии развития режимов с обострением (2.1) (.t — * О ^ 

при всех V  < О описывается со все улучшающейся при -t-» О отно­

сительной точностью соответствующим автомодельным решениям.

Задача (1.1)-(1.3, (2.1), как следует аз теории размерностей 

^63 » имеет автомодельное решение, если ^ 0=-«=»о. Температуру 

и тепловой шток автомодельного решения, оледует искать в виде

ТсЛгЛ1 , (А А &С , <2-2>

1 2У~^ л

*  %  к* №  z е » (2.з)

где автомодельная координата

^  =  а (Ко Ш ) * >  €  Q  * , 0 4 §, <  « ©  - (2.4)

Здесь =  . Индекс "(X в

(2.2), (2.3) у функций, стоящих в левой части, подчеркивает их



автомодельный характер, ^

Оушщея КО (к» следовательно, Ш ®  = - v s S )

явжгег&я ршеакем ойикиовеиного дафферевдаалъног© ?|шаенаж

X  = 0 , 0 4  § <̂ 043 (2*5)

е грашчшш уедавшая

И д )  -  * 1
§ (©©> - D .

п»2»2» Сушествоваше и еаиаогаешоздь savemz&j&mra 

оашекия

Б зраюшшм (2*5) ©задаем зашщ> ваааввсашй трвшаной 

I »  2.И в. нведша обозвзяеяне ^  ~2У * Тоща (2*5) ирнмея ад

$J, -  2 ^ 2  * 2 $ $  0 ^ S < o ©  . (2.8)

Как Bsseesao [ъ 5  }  » дашвнзш (2,8) уйошзжаорте т рзая  
ж вяеуак ^ ш з щ  Эршга. Грашчащу {2» 7 ), каюр©® оо»

Taassss б®э яздвдеивя в резужь-еаге иреобразававвя яезашсхшй 

неретешоЗ̂ кодташеася иершг ̂ншда* Яэ»*«чг; решещ® samara

(2.8)» (2*6) s С2.7) (граштаое j e s e  e®k  £ « 0  юшке я® азшшг-

лоеь). аяед̂вг жвюиь в ваде

S C a ' i ^ t v G C - l ' T ' ^ *  !2-9)

где G v “ некоторая ясжш&тшза& таквЕвета* a Q  « вщрожде&~ 

нш пшертеошгргавоюай #$шарг9 о иошща которой занеоааа паро­

вая фужщщЕ Эрмята» Коютявеге С* иаходняея аз условия (2.6)

1 раваа

Г > =  S i l l )  . (2.10!
b y  1У

Возвращая» х жрвшжтеми ойшдаадшш (j^ , тааучш

23
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<2-1Я

Щункдаю $(J£) можно записать в виде интеграла

K V ) = T e » p C -^ )s  O + d l^ Jis , «Ь1Я 
0 0 Ц < « .

Опишем некоторые свойства автомодельного решения, а̂шщия 

4Ci) положительно и монотонно убывающая. Поток на границе 

равен

(2.13)

Асимптотическое разложение функции при больших ^  имеет вид

^  ■узт
На рис.2 представлены результаты численного расчета автомодель­

ной задачи (2.5)-(2.7) ори различных У . Там же приведена таб­

лица ооновннх характеристик построенных решений (величины 

и определяются в п.2.4).

При уравнение (2.5) допускает первый интеграл,

интегральное представление решения и его свойства существенно 

упрощаются к .

O S )  -  &  \ e x ? (:^ r ) 4 s > H < “«.i2,>

ш № = - 4 ' С о ) - Х ,  1глз'>

i — ■■ (гЛ4'’

Ревение неавтомодельной задача (1.1)-(1.3), (2.1) с 

мсшю щзв̂ставить в виде теплового потенциала двойного слоя (1*7),

24



которай в данном е̂гчае имеет вид

_2. То С cwwT ■ ^  1 (2.15)
Т С Л  ~ £ Ш  '
Автомодельное решение сфорцулированноЗ задет® щш

можно предотавить в аналогичном вида

t
Т* гу i\ - Т о Г а  -у) f С„_Г... ...1 dr (2.1s)
ТоЛаЛ̂ ^  4к0̂  1 (ьг^а *

Здесь (_t,a)€ Q.q • При t 0 ““1549 (2» 15) совпадав* с автоле- 

дельный решением (2.16). В этом можно убедиться, цршеннв к 

(2.16) фушаронаяьное соотношение для вырожденной гаивргаэ&етр®- 

ческой функции. Действительно» пусть в (2.15) ' t и дда 

простоты положим К®«Те® ̂  • Тогда (2.15) приводится к вид?

T(a,V> ® |> W ? ( r i r )  Ь* ( u s ^  <Ь . (2.17;

/ i.4*V a
Здесь - безразмерная автошдельная кэордааа-

та. Выразив (2.16), (2.17) через внровдевду® хтаергвонетркчесву»

ФуНИЦИЮ9 ПСОДЧШ

T ^ = C - t t v̂ r ( H G C - v , i , ^ ,

Два последам выражения тождественно совладает; щш . ®© <  -Ь 4 0г 

поскольку они о т в е т  основяш фувщиональнш соотношением два G
z G ( i - v » | - > z ^ ; = G C -v > r > 2 i ) >  2 =  V * .

С&редеяда машшшьно воашкяое оюшчве шавтоиодельшш» 

вне (2.15) т  ошиотетвуаарг© автомодельного (2.16).



1§иа_1. сраное* (t.a'jeQo

T ^ 0 s . t t - T ( * . «  * 0 ,  « . и )

Т ^ Х )  -  4  Tato.tt') =  Т0 c-t»t (2.19)

Дохаваяздьетво. Положим

T a C ^ V T C . ^  ~

Зфавция 5Е. удовлетворяет в Q e уравнению

z t *  (2,20)

и краевым усдсввш

2 С0Л"> ” D « (2®21)

2 ил,') - T J ^ V T  fe.U * О . О * * < 00 • (2.22)
Ия пришзжяа $шващш  д а  задггая (2»20)~{2.22) поду-

чааи* с учездш 11*8}» угверждеиав лш ш .
Шпосредотазняое сраайвшгэ (2«15) к (2 .16 ) весьма в&груда- 

?гдшо зизду достажоздюй едаянестж указаянщ; антгхраяьша пред- 
агаглеэййi

Дяк ошсяйкя характера “вахсда81 нййатдаок&йьного реа&шя
с г ы  » г -v

T ( S tt^ ш  ®вгомодояьаов рвиеянг ifevSfx) кяаз з®да$вб«0Е вяв* 

К5?кздев оарвдазеше ^
Ьудок sasHBASb #s®ss® § т * Л) адаож>деи&ши 

цредотаЕженяви фукядая Т(%А'? » еслй;

C t . © « a . .  «л

1’де А I 6 - аэкогорне фякеироашав шжеигедшае иосгояшше 
заягаиш .

Цусгь SCI!) - еттам&дельвнЯ щифсль «йгакда ТаОМ  ̂ » «Щ®-



дедашш! в (2 .1 2 ). Согласно (2 .2 ),  (2 .4 ) фшшдееи А. ”  3L0 

и Е> = К^а * Обозначим 1 * -  нор*$ в Q  . Сдадующая теорема 

опредедае* скорость сходкмосхн в - С щж ^-*>0 авго»дадьного 

представления радения видами u.I)-(I«3)s (2,1) (т.s. фуывдиж 

(2 .15 ) ) к рзшегшю задачи (2 .5 )- (2 .7 ) -  ф уш да (2»Х2)«

Хзореиа I ,  При каадом факсяроваавок i e c . t < Q

а £° cs,,ti - « s i c  6  т. t o ’ t t f  fe24>

До&йзагеж&сяво.. Ms неравенств (2 .1 8 > -(2 Л Э ), ксзкщакшх в л з « е  I ,  

сле̂ея,, что

lTfeft '1 -ТКлЛ'М 4Т , c-ut, Ct.i'j

Сжада я8носрвцс®зенао зэтекаег утвешдвниз теорзш»
Теорема дожазат.

Слюяатаже. Иг од@шш (2.24) сж дует «хсдамоста в С  нра 

акийюявлыюго нредегазаеняя #жщш ТЗМ й ® § (fD

| - ш ц с =  о . <2-26)

Овдрш оть (2 .25 ) нродейошт^врована на рио.З» на кагором 

взюдевагдаш рвадглвяагы таоавнваго раочега затеет (3*1) в >*-*0.5. 

н.&4.

27

Ддаааагиов в георет I врезавшее равенвчяво (2*25) о6еаве'г2 ~ 

вам сйшадвете фазяческах авейотв решения задана (Х Л )~ {1 «3 ) Д 2Л  

so ваойегваш авхсмодазыгвгс реаенш Та£гЛ  ̂аа воивтткесхо»" 

ess$5®  разгюйя огвпенного рэшиа о ебао'грйнкш, Псеуоку jkjs д а а »  

ивгаеекаго (при t " *  0  ) ояиоашя раецрвдахенк в нроо-грашгве 
нооо^шзшото 8  граяяцн згепжа й ? к « ш®нсда«80вата п©е®ровюзое анто» 

мюдежаоз раженае,

I» Щфвшштт гар&ша (поауикрина) щ®тж®шзш 
в »<$>(£) «фвдадаетея в хмвдай ®ши  вршеш ®ав,ч?тйй



х - Т С о Л  » £T,(.-t"ii. сг-26)

Для дрйбдижекного решеняя уравнения (2.26) восгюяьзуемоя у тавр- 

звденшши ледак I ,
Из неравенства (2,18) подучаем

, / 8 » » ( t )  Л ^ i  (г .27 )

*  г ’

Из неравенстаа (2.19) следуем» что

Еуоет» •  ©HKsjaa ойратаая к { она существует г
Я$$фвреадаруема в еаду мсшуоикоотя в гладккязв ^  ). Цуоть

f 'C V i4)  «  |>а<у<сиз> • Богдане (2 .2 ?)*  (2.28) подучаем

(гФ  *  ^  (Й  ̂  4  ^ э^С В  ^  » (2.29)

где зависит о» 1 » щачем

1/2 4  4  1/2 4 - % ( г ^ ^  *

Нйравеаотва (2 .20) означая», что
ifo , ~y*V&.>.

+o((~f> ). (21зо)

Тазтм образом, п о щ ж р & ш  тевйчвой ваши еекр&даетея щж 

^ —» 0 ” но закону (2 .S 0 ).
Заметам, чго формула (2.80) озредедает црабжаешее ара 

решение аатеграаьного уравнена®

28
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причем относительная точность решения улучшается при ^-*D~ » 

поскольку

&т  --аа % ; “ 1.

2. Введем еще одау дашашчесзую характеристик ирсцесса. 

Пусть за вреш от -fe до -t + ^  ■fc з среду поступало

коякчеотво тема дЩ, • Энергетическая по̂шрнна (V*) 

определяет ту чсрщ пространства* по обе сторошг от которой де~ 

хат равна© аоличества вновь иоотупише® энергии bQi, . Бода

* г® энергетическая жцушршш овредадаетоя ш уравне»

квя

-  i  •

Пусть < сю . релеше уравнения

Тогда шанс уе^ааошть» что энергетическая п&зушрета оо »ре~ 
мбн©м изменяется да закону

V2. , ”V 4-1/2

аэ«да -  +  о (в > ). <2-21)

Отевда ада^ет* что на аеизштотжческаё спадая резаша о обост~ 

решш «igaraes с грашан теме кйнцентрвдетея »с все сокра­

щающейся по в&тщ {2*21) ©йдаста ъбжт. vgsssssi»



Ha pic*4 представлены резудодах» чжаттото paxMatft задача 
кри V ~ 1 * Вуяжзжриой штв£ жзойражена «^аажгеужа даядашк 
.сожузирийн, гтрй.хнч'нк'ЯЕрной внергетачеекой ве̂аэрвка» Y&tsmw- 

леао8 что уогековлезие вревшявй ааетааодалгной зажягошршэтгг 
(+ Ь%) дшжбйик подуиириа* происходя? яри росте *зш еретда ш  
гравйде з  5 ♦ 10 pas по сравнении с начальной {8?от вывод зярада 
ве&жв д а  всех V из гштервааа {-^» -б>«

3, Определяй - жншчееетзо поот̂пагадаго с граавдг «екза

к моаекху времени t  Д 0 <Ofe4.0 * Тогда* как следуя-г кэ изжег* 
рвдышга прадеташшшя Ц«8}* подучаем

&№>'4 fi -£~г lt -v#V2'

; т»«"г •

Отсюда зааддааеи* чзо аа вее врw  обисзрвжш в opes? пос'гу» 

пае? при ^>-1/3- конечное кодкчеотво вяаргвн

Ц *ч 0 ^ Т.0 ( ^  ) у +

£ш  V  .< -1/2 ? хо ксшгазетво яоатд'ЕогадаЗ 8Шргаз беановега- 

но, нрягеви г оял? условия (2iSI) stcrcss ван ®та ввергая скввдваг- 

рарозана в узкой обдастя збдазж граыгада»

4, Теааеразура в датает» всего врзиез® сбостретаяЕ огранич̂ш 

иредедсьшаа раонределедааи Сем. (1Л.0) )

2.У ОО .» «л/й

T C a . f t < t ^ .6> - S K»’ “ ь * (а 8 й
2. V* «*ж

аавжгаотика которого яра а -*> £> оошадаэ® с крекельвш распреде-



леиием автомодельного решения
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(2»33)

Нетрудно вида»8 что при всех £ > 0  кривая Т(?»0) леяга яиже

предельной кривой автомодельного решения, пооюльву , как еле дует

Ира оо асимптотики (2.32) и (2.33) различны, предель­

ное распределение неавтомодельного решения тшвет экспоненциаль­

ную аонштгашку (си. п.1.3)* Прозсходат своеобразное обрезанке 

"'хвоста" температурного щофвж неавтомадельвоЗ задачи по сравне­

нию с автомодельным за счет конечности времена начала процесса 

(см® работа [1-3,5}» в которых аналогичный вывод сформирован 

для задача с нелинейным ко8ф|®хиентш теплопроводности)»

Тепловой поток в течение всего врешзки обострения также 

ограничен пределшшм распределением (см. п.1.3). При бодашж &  

н̂кцея У](г,Ь)ш т вт  ъттшшщ$м>щю аашиптотищу „ повтещ летт 

ниже предельно* Epsgoi апоиодмьного «вшивого потока, являющего 

ся степенной <jgy акцией радуса

ния (2.34).

5. Полушрина и энергетическая нояушриЕа. характеризую 

пространственное перемещение точек тепловой волкн, еоответстщ»» 

щ&х некоторым фиксированным состоящим автомодельного представлю-

асимптотической стада степенного ремша описывает перенос

из (2.32)

(2.34)

При’3.-* 0* кркзая ̂(ЗДОлвхит вше преданного распределе­

ния решения Tfeit') . Дейстштедьне, кадугарина Ct') на



физического состояния, соответствующего постоянно̂ значению 

автомодельного представления, поскольку, как оледует из (2.25)

■fe-нр О

Энергетическая полуширина (t) определяет пространствен* 

ное положение физического состояния, которое ври t -» О соответ­

ствует постоянно̂ значению производной автомодельного представ­

ления функции Т(«.,-О * т.е. постоянноцу значению автомодель­

ного представления теплового потока

Ът С(?Ъ]  -  О •

Определим законы изменения пространственного положения реаль̂ 

ншс физических состояний - температуры Т и теплового потока W .  

Будем говорить, что функция cLT 0 ^  описывает перенос фиксирован­

ной температуры г£°= c o n s t >0, если

Т О ^ . О - Т ”. <2-35>
Аналогично определим (V) - перенос фиксированного потока 

W° = COTtst>0 из уравнения

(2.36)

Следует учитывать, что в зависимости от краевых данных и 

фиксированных величин 1*} уравнения (2.35)-(2.36) могут 

иметь решения не при всех t e< A < 0 .

Решая уравнение (2.35) при -Ь* 0~» получим в силу (2.32),что 

степенные -режимы производят ограниченный по пространству

перенос фиксированной температуры. Из (2.33) нетрудно получить» 

что для любого "> О

32



33

i/a.v

2 T (О  <  StCO') <  2 К0 £(л/2-J  •
Аналогично, пространственный перенос фиксированного теплово­

го потока ограничен при всех W°  > 0 . Например 8 при достаточно 

больших 2. справедлива оценка (ом. (2.34))

Таким образом, степенные -режимы с обострением характе­

ризуются тем, что они осуществляют ограниченный по пространств 

перенос реальных физических состояний фиксированных температуры

и теплового потока»

§ 3* Анашз одноиараштшческого семейства экспоненпиавт.ину

о обострением.

В этом параграфе показано,, что данамику распространения тепла 

на асимптотической стадии развитая екенонешдааяьншс режимов с 

обострением описывает автомодельные решения "усеченного” уравне­

ния,, построенного в результате преобразования исходного (1,1),

Рассмотрим в ае задачу (1.1)—(1,3) с заданным при *£,= 0

граничным режимом с обострением экспоненциального типа

ТО -  T b\ e - ^ \ R 6(rtf 1 - ^\ ,ft<0 Ло* ̂  0 •ЬЛ)

При W O  режим (ЗЛ ) эквивалентен (1 .9 ), еож V ™ 0 . По

сравнению о семейством (1.9), V = D  резгам (ЗЛ) содертт докол- 

ннтельщул конетанау, которая введена, дш  удобства даяьнейшах 

шкладок. Это различие не яияетоя пршдагааяшда в она? сулеряо-
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зиции решений.

Перейдем к построению усеченной задачи. Замена

Задача (3.3)-(3.5), так же как и исходная, ни при каких не­

автомодельных решений. Рассмотрим автомодельные решения усечен­

ной задачи

Уравнение (3.6) получено из (3.3) в результате отбрасывания 

первого члена в правой части (3.3) (Поэтому мы называем сформули­

рованную задачу усеченной по отношению к исходной). Паевые усло­

вия (3.7)-(3.8) тождественно совпадают с (3.4)-(3.5), если в 

формулировке последних положить -to"*0 0 *

Автомодельное решение усеченной задачи имеет вид

преобразует задачу (I.!)-(!.3), (3.1) к виду

V ,  =  +  Къ/T o W a)4 , Ц о  ,

V ( o , v >  =  То^оИ-Т, ^  4-t <  о,

(3.3)

(3.4)

(3.5)

тривиальных значениях входящих в нее параметров не имеет в QjJ'

V 4  =  ^  6  •

V c C o .V ) =  T . R o C -V f ,  -

(3.6)

(3.7)

0 , 0 < - ^ o o . (3.8)

(3.9)

где

(3.10)



а функция Q C V )  является решением краевой задачи для обыкне*- 

веиного дифференциального уравнения

/  ч2, <+Л г\/ t ■= П П*. fc <.оо (S.II)

35

( 9 | f -  =  0 > 0С 1,<о °

ичныш условия

9СР"> =  1 ,

с граничныш условиями

(3.12)

(5.13)
9 ^ в °-

Мы покажем» что асимптотическую стадах режима е обострена»» 

(3.1) описывает построенное автомодельное ршеняе увеченной 

задачи, т.е. при первый член в правой чает® уравнения

(3.3) становится несущественным по сравнению со вторын» Это негос* 

редотвенно можно увидеть, иодожьзуя временные зщюисмерност® 

автомодельного решения (З .Э )-(З .Ю ). Действительно

,Vg. ~  №  ( $ % ) »

поэтов ( y ^ f ’S > ]̂ zz\ при I 0 .

п.3.2. Отаеотвоваяме и еданстввшеоть авюивдедЕнсго

Уравнение (3.II) анвариантио относительно преобразования 

подобия

и приводятся к автономно^ виду с ноиощь» замени 

Дня фу ингуш получаем уравнение

+ (4S -  a s 1-  ч =  о .  <ЗЛ4>



Нетрудно видеть, что для уравнения (3.S) справедлив аранцкп 

иаксммума. Поэтому решение задача (3.6)~(3.8) монотонно* откуда 

заключаем, что ^  0  >0< ^<,©>® » Поскольку

то подучаем, что ^  <  О » -оо< оо . Тогда из (3.14) 

следует, что

'Ц СЛ)= ^  • 13Л5>

Уравнение (3.15) интегрируется с помощью подстановки

-  V ( t s- ) * - « V .

Получаем

Константа интегрирования Со определяется из граничного усло­

вия (3.12), которое в новых обозначениях выглядит так

£шг еэор(2Т$ ̂ (?\) =  1 .
у - »  - «а©

Б результате получаем, что

С, = т .
5 первоначальных обозначениях решение задачи (S.IIM3.I2) 

имеет вид
_________ ______ UJV ______ ______  j-tk

Щ  = И  £».»>

При выводе решения (3.16) было использовано только одно крае­

вое условие. В дальнейшем будет показано, что ограниченная и

88



ST
непрерывная функция 0 (^) удовлетворяет и второму краевому 

уолояио.

В зависимости от величины параметра П , то еоть в 
*£> и -режимах, пространственные пробили решения (8.16) 

существенно различается,

1= Пусть а < 0  ( L.S - режим). Тогда 9(ДГ) > 0

при всех 0 4 ,̂̂ °°* При решение имеет асимптотику

2л\.

8 ( &  ~ CCto (зл7)

где константа разложения
2а \

С № = - - ^ г  2~ ”л № ’*"■- (зл8)
2. Цуоть ( й -режим). Тогда ms (3.16) решение можно

выделить в аналитическом виде

(3.19)

3. Цуоть П.4,-1 (Н.& -режим). Тогда, так же как и в случае 

$ -режима, решение имеет конечный фронт, то есть

Q ...

В® = I  о ,

где В ф  “ определяется из (3.16), а константа равна

а „1£&.

k^iyC) -  2 (-*Cf (-t-rC) *  (э.20)

Асимптотика решения вблизи точка фронта швейная 

© ( р  -  - |>? (&? " D  при . <3.21)

При И“" 3  фор̂да (3,16) доцуоваез аналввчеокое предотавлв-

вне



О ф =  5л'- f  (3.2J,

*■ 0  > •

Заметам, что прн Ц<.-1»в отличие от двух предыдущих случаев 

решение ае имеет непрерывной всюду производной, поскольку 

9 | Q D  TePM T  разрыв в точке фронта

Итак» доказано» чдо прн всех ?L<О решение задача (3.II)-

(3.13), так же как и автомодельное решение (3.9)-(3.10) усечен­

ной задачи (3.й)-(3.8), существует и единственно.

В дальнейшем изложений понадобится одно дополнительное свойст­

во функции QCf>^ • Покажек, что почти всюду ( \ Ф  |>«f ОгО> ^~ 0

9 ^  С ^) ^  0 .  (3.23)

Действительно, из (8.II) подучаем

i  л Г 1 / ил  с, 1 1-П. г\;

й |\ 12б 5, - ~2Г i ]  =  Т Г  B i  • В-24)

Поскольку правая часть этого тождества неположительна

( в '4 ( &  4  о  >  .
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то из (3.24) следует неравенство (3.23).

Из (3.II) также нетрудно Определить, что при всех t\<0

9 ^ = - ^ -

п.3.3. "Вихоя” иа аэтоможельное решение усеченной задачи.

Проведем сравнение в Gift решений задачи (3.3)—(3.5) и 

автомодельного решения (3.9)~(3.10) усеченной задачи (3.6)-(3.8Ь 

Сначала установим, каким может быть максимальное отличие в 0 ^



решений этих задан8 затем докажем сходимость автомодельного пред­

ставления исходной задачи (3.3)-(3.5) к автомодельной функции 

<3.п)-(3.13).
Лемма 2. При-14а<0 всюду в имеют место оценки

>  - Т о ^ о (3*25)

V  (гЛ4*-VotC?»0 4  T 01I • (з.2б)

Замечание. Иг форцулы (B.I6), определяющей решение задачи (З.П)-

(3.13), нетрудно показать, что при всех П <0 

.//
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Более того, из (3.24) определяется, что своего максимального 

значения фушщня достигает при 0  . Отсюда поучаем

что

» e ^ V A I c  =  ¥  ■

Например, при -  V  { S  -рваим) *

Доказательство леммы 2. Пологим

Н ( г Л  =  V ( ? f t  - V j & b  , 0 ^  ь  •

функция Z  удовлетворяет в Qt& уравнению

z t= К„г.гг + K.Vaw + + 2 £  Va* Z г . «.2»
Lo -**о

Очевидно, что
2(г & ^  О , (3.28)

Н <?»Ф > -То«о C-tof, Ъ <*<°° * (3.29)

Поскольку при - 1 4 U. <- О Q C V ^ ^  0  функция

принадлежи® классу . Следовательно,



функция 2(£,V) в силу достаточной гладкости V(^iV} принадле­

жит втощ классу. Отсюда в точках экстреы̂ма санкции 2  , не

принадлежащих Щ , выполнено

=  О,

и в этих точках уравнение (3.27) принимает вид

Z *  -  Ко + K ttV a ^  . (3-30)

Предположим, что при всех -t0 < -^0 функция а£ имеет

отрицательный минимум по £  в точках » а при

всех ■ко<Аг<‘Ь <0 - положительный максимум в точках 

е Ц0 . Тогда в точках >i*\2 функция Z  удов­

летворяет уравнению (3.30), причем

>  о , i*<-U± ,<0 , (3.31)

o ^ u u 4) ^ о ,  t . <  t ,< ^ < o .  (8>8Я
Заметим, что Е при fl--1 может не иметь в точках t (Ф\

V.= АД непрерывной второй производной, поскольку Vo.^  тер­

пит разрыв при ■£ « S<^*2 K0Ro . Тем не менее неравенства (3.31)-

(3.32) выполняются и в том случае, когда точки экстрецума оовпада̂- 

т  с "2= .

Используя временные закономерности автомодельного решеаая 

усеченной задачи, из (3.30) поручим, что в точках екстрецума

Z t =  V < „ H a  +Т, 0 ^ ( ? i W (З.зз)

В точках 

5Г

Рассмотрим точен отрицательного минимума » tj><

4  0  .Из (3.31), (3.33) и неравенства (3.23) поду-

чаем, ч ю

^  (2* (Л Л4) > 0  . (3.34)
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Ms (3.34) и (8.29) следует первое утверкдеше ж ш ш  - оценка

(3.25).

Рассмотрим теперь точки положительного максщума (^.^г (VS),

■fc6 < 0  . Из (3.32) я (3.23) заключаем» что

X )  « ^ ® ! с {+■)', w u  0. (3.35)

Из (3.35) и (3.28) следует второе утверждение т ы ш  - щенка

(3.26).

Леша доказана.

Следствие. На неравенств (3.25) -(3.26) определяет оценки функ­

ции T(?.V) - решения исходной задачи (I.IMI.3), (3.1). Под­

ставляя в (В.25Ы3.26) из преобразования (3.2) подучим

Т (г ,«>Т Д е х ?(^Р  . , (i,г') е Q . , <3.25 )
А&

<3.26)

где введено обозначение

Например, в S  - режиме (п-- \ , cL= V 2 ^  эти оценки прини­

мают вид:

а) при 0 <: 2.4 2<f , ,

T(?.V) •

б) в области ( т.е. в области ограниченного возраста*

ния температуры) оценки (3.25) - (3.26 ) дают неудовлетворитель- . 

ную аппроксимацию.

Полученные оценки Т (?»^ в о б л а с т и  ф 4 £ 4 ^  имеют
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принципиальное значение„ они определяют временные закономерности

нзменения температуры в области ее неограниченного возрастания.
/ . И/а.

Поскольку степенной множитель ) не может изменить экспо­

ненциального характера нарастания температуры в области 042.4 

то для асимптотической стадии процесса нагрева в w>-режиме

Т (* . ^ ~

Вторая оценка в пункте а) дает хорошую аппроксимацию в точке 

S  S  <р . Заметим, что ее можно вывести непосредственно из 

интеграла (1.7). Подставляя в (1.7) функцию ^(V) из

(8.1), получаем неравенство

^  ^ < 0  •

В результате замены S  = “* /(Л"tr') в подынтегральном выраже­

нии это неравенство приобретает вид

/ Р \Vi T L  г Ret s z i d s
T C 5 , , ^ < T „ ( | S) \ e x P l T ^ F ^ ’

(FtS)
Оценим iHserpass стоящй в правой части получавшегося выражения 

В силу неравенства

R * t  S 2- ^  ЕЛ&

\ - s i  "  (rto4) * 

справедливого при всех 1/СЬ-Ъ<й ^  ° °  в подучаем следующую

цепочку неравенств цг «*»

&А 6Л Qt-to^

Отсюда получаем окончательную оценку
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которая совпадает со вторым неравенством а) при S. - 

Этот пример, в частности., показывает с какими трудностями связа­

но определение временных закономерностей функции X  непо - 

срвдственно из интеграла (1.7).

Замечание. Доказательство леммы 2 проведено для 

1 S  - режимов в M S  -режиме (м -'О  производная

терпит разрыв в точках

Mz, (t+bVi

S. ~ 0 ^  0<0 ̂ 0^ >

поэтому в этом случае предыдущее доказательство не проходит» 

поскольку равенство нулю первой производной функции Z(a.>V)= 

-Л/ьС̂Л̂ в точках ее экстремума, если хотя бы при 

одном t  точка экстремума совпадет с (V) неоправедливо.

Если же предположить, что при любых -t в доказательстве леммы 2

т* £<*(.-0. с- '.2, u<-tco,

то утверждения леммы справедливы и для U S  -режима. Покажем, 

что даже в случае, когда в течение всего времени существования 

точек экстремума (i.s i (ЛУ) выполнено

(3.25)-(3.26) на симптотической стадии остаются в силе. 

Доказательство этого утверждения проведем на примере оценки

(3.25), т.е. для точек положительного экстремума функции Е(?Л\ 

Рассмотрим интеграл (1.7),(3.1) в точках

ль (?«0/2.
= l.oCKoRoy (-t4) , а <-1.

При ^ 0= >̂0гС) функция описывает закон изменения

со временем фронта автомодельного решения . Из (1.7)

получаем оценку
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В результате замены переменной в интеграле S = 1/ft- •О 

приходим к неравенству

Т ( Ш Л Н Т 0( | й Л - ^ " Ю й  l i

44

Рассмотрим выражение, стоящее под знакок экспоненты в право! 

части этогонеравенства. Нетрудно показать, что при всех

- J * 0 w w 4  + R . ( £ - t f  * * ( « * •

где h Ь2- W 1

дда -  к» IC-to С*- ̂  - т  №  ) •

Отсюда получаем следующую цепочку неравенств

<  ° \exp|Atos] Щ ь Г  =  ̂  ̂  ̂  *

Естественно, последнее преобразование в этой цепочке возмож­

но только в случае, когда А< 0  » т»е„, когда

W r t v y . ' 1'®

^ > д а гw
Рассматривая выражение, стоящее в правой части этого неравен» 

сиза, как функцию t  , определим,что его максимум достигается 

при i® -I© (^+ h-V'ft- g откуда заключаем, что должно быть выпол-

нено
W z ,  -(wvVz

С -'-^ •



Выражение , стоящее в правой части, в точности совладает с 

форвдлой (3*20), определяющей координату фронта автовюданьного 

решения» Это совпадение служит иллюстрацией к гоцу, что построе­

ние автомодельных решений усеченной задачи есть один из возможных 

способов анализа интеграла (1.7).

При достаточно больших t функция всегда отрицатель­

на. Тогда из построенной цепочки неравенотв получаем оценка

которая справедлива при достаточно больших . Отсюда заключа­

ема что функция T(s,V} , а следовательно и Л/ (?Л>) „ ограничены 

в точках (оледовательно, и при *£ = (V) ) на асимп-

тотичеокой стадия процесса. Например, последняя оценка справедли­

ва при я ^ o O +n- V ^  -

Таким образом» установлено, что оценка (Б.26) выполняется и в 

случав НS  -режима (U.4.-14) на асимптотической стадии.

Совершенно очевидно, что оценка (Б.26) справедлива при £  9  

=  , посколиу в этой точке ^(5,^*0.

Следовательно „ при t-*0~ утверждения леммы 2 становятся справед- 

ЛЕВЫМИ И ДЛЯ u s  -режима. Тогда для У &  -режима становятся 

справедливыми и оценки (3.25 ) - (3.26 ). Из этих оценок и свойств 

функции 6(V) нетрудно получить, что в каждой фиксированной 

точке пространства на асшштотичеокой стадия растет по

экспоненциальному закону

ТСч.Л '  e x p l R . Q . f t -  i -» O'.

Необходимость дополнительного анализа в ш > -режиме связана

о недостаточной гладкостью функции
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Вырождение уравнения (3.6) (поскольку (3.6) - уравнение первого 

порядка, то его можно считать всюду вырожденным дараболичеоким 

уравнением второго порядка) ведет к возникновению особенностей 

у решения (в *S> -режиме автомодельное решение имеет в точке

разрыв второй производной, в -режиме разрывна при

первая производная), т . е .  решение следует опреде­

лять в некотором обобщенном смысле. Неклассичность при \Я.<- ̂ 

автомодельных решений усеченной задачи приводит к дополнительным 

трудностям в доказательстве леммы 2, которые были преодолены 
путем анализа интегрального представления решения. В общем случае 

дяя устранения особенностей обобщеннее решений внрокдавдахся 

уравнений часто используется метод построения последовательности 

достаточно гладких решешЕй данного уравнения (посредством гладкой 

аннрокешацга краевых данннх), сходящейся к обобщенному решению» 

Например, в работе [ib") подобная процедура проделана для вырож­

дающегося уравнедая нелинейной техшопроводаоста.

Пусть автомодельное представление функции

VC*,V> п1® 0 коэффицаентами А = и

В » (кJbt f * . т.е.

8 * ’\ \  л = (адл

Следущая теорема дает оценку скорости сходимости в С авто­

модельного представления Q v’ (A.V) К функции Q C V )  *

Теорема 2. При -14; VK.Q и каждом фиксированном

н • (3-аа

где величина равна

e x p C - R j W n ^ c ' )  > ^ >  •

Доказательство. Поскольку при
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T0 R „  t t f  4 «ft i s .
из утаерадений деаш 2 неравенств (3»25)-(3«26) нояувдем

V  C * . « t 4 Т Л 8 ^ ® 1 Ц “Л . 4 ^ < 0 , 0 4 а « » .

Охоеда неиоорвдотвенно следует оценка (3*86)»- Теорвна 

доказана.

Саенсше, В условиях теоремы 2 жа неравенства (3»3й) 

тао аетомодельшо предовдвлекжэ решения исходной задаети {3,3)~  

(8»5) цри t - 0 “ сходится в С  х авжомод&лыюму реиешоа (З .П )~  

(3,13), т.о.

w  u C c u v e t o i - o -  (s.s7)
5)"

Ha sacs.5 покявгша сходзшоста СЗеЗ1?) аа иршере численного 

решзнш эедзяв <3»3M3.5) в -рзшме <ав®шодеяьнне яредояав- 

даню еходеся к (йуянщя (S.I9) )*

Заменамае 1« Нредадънйе равшоет© (8*8?) ш о  донаятъ 6*8 

Е0псш.з0вашя тетао® щ «ш и (3*36)« Можно жжазааь» чт фунюци.

Y ( * «  «  (д ч *» -ш М -й ',

гда £,>0 я n-v£<Q , ш&чяпва о некоторого ю«нм времаш ае 

нозрася&аг зо яодажю. Дая кожааамдаотаа этого утверждения sh ot- 

шеы уравнение, которому в Q 6 удовгетаоряет фушадЕй̂ » йао 

кжеет шя

Y 4 = k . Y » *  +
* ** (3.38)

+  (^'fx»V»K - £ ( . - « ' Y .

Поотвык "ус зра -А 4  П. < 0  * ?© в ючта екогре-

щт. Y *  ® 0  » loasesiy д а ш е ш з (3*38) в точках жагрзщт 

щ}ттт&ч: гад
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Y t - K . Y » + № 4 v . w - £ t - «1Y .  <s-s9>
Используя временные закономерности автомодельного решения 

Vft.feA)' Es ŝ*39) яолучим

Y t  = K . Y » 4- t f  [ T „ e " xU X - t f - S . Y  ] ,  га.40»
£ //•- П 4Vi/ .vO+^Vi

где ^  - ̂ /vKaKa) (~x) « Из (3.40) подучаем, что в

точке положительного максимума

Y t  «  e c - t f  $  » • «
Отсюда подучаем* что фун£щиа”У не шкет неограниченно 

возрастать» поскольку г как только в точке полояятедьного шакеи-- 

бгума будет

Y  >  Ъ  о Л-*о".

то из (3*41) по$$чашв что Y ^ < 0 .

Аналогично можно показать, чк> "YXs.V^ не может неограничен- 

но убывать яри t-*0~ .

Тагшм образом» существует талая консгаата Ы >0 е что

IY < ? a m = -y&frM-tf < К . (8-4а
~и~%

Утаожвд обе чаата неравенства (S.42) на (45 и перехода & 

крадеау при -̂)>£Г# арнходам к предельному равенству (3.37). 

Замечанвз 2. Ms зам&чаквя к лешв 2 следует, что оценка (З.Зв) 

стаиовитой справедливой при достаточно йодашкх "fc к гда еду чш 

tK~-1 ( ~ радам). IIoesoiKf предельно® равенотао (3«37)

ввдолняется в ~режвме. На рне.б тасдашш раечегок задачи 

(3*3)~(3.5) в ЗД<>“режше nosassao, что автоюдеяьвые

иредстевяенкд рзшенш оходатся к ĝ sjerpra (3.22)*
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п.3.4. Дашаючеокве характеристики зксдоненшйаьшпг 

1Дз» . S> a HS> -аааашав.

Дрнаыичаокие свойства L s . s  » h s  режимов в саду цре** 

дельного равенства (3.37) должш совпадать е еоответогщшшш 

свойствами автомодельного решения уоеченной задачи

T » №  =  T . \ e x p t V a C * , V > A „ ' \ - ^  <3' ® >

на асимптотической отады развития вконояеяцяанышх ревгшов о обоЬ» 

трением.

I . Ддя определения аффективной глубины (вшуикршш) нрешкш** 

ваняя тепла необходимо щш каждой -fco<. t<  0  р ш к &  уравнение

т о м ^  -  ̂ТСоЛ -  i T . W \ R .  W f l  -Л .
Два приближенного рвяеяня этого уравнения воополъзуаи&а оцазши* 

т  (3.25') - (3.26*).

При фущздая инее-? вид (ем. п.3.2)

^ “Ях %  * Щ г) .

Отсюда гём жз способом, что н вря выводе закона изменения с.зср(̂

t e < - k < 0  s олучав етвпеюшх L . S  -режимов (ом. § 2» п.2.4),

шяучаен, что при\-*СГ ноауиярина в случае «кевшбяэдаяцшх L S ,

S  2 H S  “Режимов сокращается по закону , v, (j-xcy/i . (s-«cyi

я №  + 01Ю  1(5-44)
Заметив» что первый член фор^дн (3.44) дав* приближенное 

ревгеажв интегрального уравнения

прачеи относительная точность решввая улучшатся щш t  -*• О" в 

поскольку
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Из оценок (3.25)- (3*26 ) таете нетрудно установитье что so 

всех грех режимах энергетическая полуширина при t-*"S созфащается 

по затоку

г » ,  ил - W r W \  ^ ) ( - V>4 . в -45>
Тшсвм фразой, глубина проникновеиая тепловой вашшг а вместе 

с вей область, в которой равдхределяетая вновь посыпавшее о гра­

ницы тепло, сокращаются на шшгаогячеоков стада® вноаснешзагиа** 

нкх L ,^  , S  ж H 'S-P®^6*0® о обостреннее по законам (3,44)43,45 
На рис,7,-9* приведены результате численных расчетов цреобра- 

sobshkoS заде® (3.3)»(3«5) соотввжгвэнно в S  (rc»~ ’Л, t H . S  

(П.--3) а I»** -ревашах (V\. =.-0,75).

Кая следует из временных закономерностей адагоиоделпашз: решений

усеченаой задача* поодшржна я внергетаческая поодиарина фукщни

' Ч & Л Л  изменяются со временем по закону
V>*\ t+&

-  №  Л * ° U-^ a 1 *

4*o подтверждает; нредогааяешне чюзденквв расчета» В H i »  реш­

ав (рве .8) тепловая волна meet ярко ваделзнинй фрок?» когоркй 

движется в со<и*ве*огвкя с агтотдельнш законом ж , енчеод6®~ 

НОЙ М8 {Зв2£»«

2» Оцредеяш теперь характер вере носа реавьнях фвшчеоетх 

состояний, напркмер, фзхоарованнаЯ твшгаря̂урв X  > 0  » №  этого

вооЕедьзуешя оценкат  £3.25)~(3o26) я аашазож 2р8й8Ж»вкк рас­

пределенное проведенным в § I»

3 TLS-passuae немсераяура в течение взего врешнн обос?раяшя 

ограничена цредвжьнш раецределеетем (I.II) » т т о щ  давай фикс®- 

резавшая текпервтура Т°>0 переносится ка конечное реесгояшв»
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В частности, используя результата анализа аэтшюдвя&ното решения 

усеченной задачи в H . S 1 ™pes®M8 яехучки, что да достаточно

бодшшк Т С ( Т °  » Т 0Ч)
_ i U n

ат (V> < а т №  =  [ C ’W ( - | l V * u ^ 1° ]  Т'
где С (^ вычисляется аз форгж̂(3*18), Эту »« ецеш̂ шкно 

яавасти нетосредствэнно аз штегрйдьаого ярвдегйвавшя иредельной 

кривой в IjS  -рвяине (см, (1,11))

В ►> -режиме усеченна? автомодельная задача яэдвдает главную 

асимптота̂ ТСгД  ̂ Е области £Н£,<-?.<̂  на асямпготкчеокой ста­

дии процесса (ом. заиечзше к semis 2)

Т ( ? &  ] ,о<г< ц  Л ~ *  о".

Отсюда (ом. (8.25 М3.236 )), в чаотноста» следует, что дере- 

?6 ироиохода? нрй\,-»0~ до закону

^ЧЛЛЛЧ'Ч (3.48)

SI .

нос йостазмико больших Т& ироиохода? нр» ̂ -*0~ до эакоиу

ЪгО:} -  ’e ^ ( i  ~ 0,  ( т ° ,* ) Д О ) ,
где г̂нщая С̂(Т%')®з»8НЯ8тея со временем не йаетрве жо’арнфиа, 

так тао

9,Гу- 1 1кЁьЙ \ -s co\is\ <  «
Г"Ы Ъп(Л\ \

Для случая S  *>р ш  ® зашчаажш к деаше 3 шдедана глав­

ная асишиотека на аваш®оетче<ню§ езздш развития иро-

Ц № №  - Ч< Д / - ^

Ка

неравенств (3*25)-{3«,26) едадает, что нервнее фиксирован**

T ( 2 . V > ^  №  ] 9̂ о73.49)

<3

ной температуры Т° пршоходаг щ ш  1-»0 по закону

S t W  -  СгОТ*,'t \  W - 501



где функция С  г. ( T \ V )  извиняется со временен не более, чей 
по логарифияческоцу закону.

Эксноненвдальше и'й», и H S  -  регаш существенно 

различаются но характеру пространственного переноса реального

физического состояния;

а) в L &  •«режиме (-1<СП <‘0 ') нервное дабой тешвратури 

Т]'0 >  0  ограничен то пространству, причем (см. (3,46))

&т  &аргТ( 0  «о, 
т 0-* oot

б) в -режиме ( 1 ) перенос ятбой температуре также

ограничен* но в отдачяе от -реядаа (см. (3.48))

£urrt S U D  & ? ( &  ш >  О ,
T°-*o q V  ^

В) В Ш  -р е ш ш  ( 'П-С- ̂ ) любо© фиксированное состояние 

тешературы Х °  переносная на бесконечность (см* (3*50))

Ь т  & ТФ  =  0 0  •
■к-* О”

Поексдажу зксвдненциальнне рвшт не имеют принципиального 
разяичше в характере аэменешя so временем пещршрины шш внер- 

гетнчеекой полушряш (фор^дн (3.4 4 М 3.4 5) “непрерывно зави­

сят от шраштра ft. ) , клаооафпсаш» этих ретшжш можно 

проводить но характеру переноса реального физического состояния

-  температуре Х °  ® Заметим, что приведенная здесь м асеи- 

#вкащш также справедлива и для отеневша ■ L S . S . H S  -  
резаков в среде о нелинейной тешюправодностью (ем. работа

^ 1 -Ь ] ).

3. Установлено, что главная часть аоишготиви —*■ О” )

решения всхода®® задачи г  обвести его неограниченного возрасти-
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вдя о ш о ш в ш т м  ж т ш о п е ж т ш  решевяш усеченно! sagms (ем. 
формулы (3.47) в (3.49)'для S  ■ Н S  -  редишв). Таким
образом, цри 1 -«► О происходит своеобразное "выроздеше" 
уравнения (I.I) -  аенмгаоиша frnw i ТО1 Л4) щ» \ -»0~
удовлетворяет уравнению первого иорадда. Исходное уравнение 
(1Л) можно записать в вжде

тч _ «т» _ Т*. ,f T*ttiX +То')-T*. (3.51)T t - K 0T « - v < „ — + к 0- ^ ------

Тогда переход от а сходной задачи (З.ЗЫЗ.5) к усеченно! (3.6)— 
(3. 8) соответствует юклшенню is  правой часта (3.51) последнего 
члена. Поэтому, эксиоменци&иьнне режиш (3.1) создают в простран­
стве такие продли температуры, ч»о для всех точек 2. 
что

T ( a , V >  , t  -  СГ,

выполняется предельное равенство

ь  \ Т», % \ \ = 0

1 T - V a .  *

(3.52)

Таким образом авиштотнчеокая стадия экспоненэдашшх режи­
мов о обострением ошююается уравнением

Тг
Т * - к

(3*53)
-о

В § 2 йши построен® штовдеяьше решения вщювднного 
(усеченного) уравнения (3.53). Замети», что автошдаме® реше­
ние (3.43) т ж я  йпь несено без щщшнения нреойраздаашя 
(3̂ 2) путем фершыш: вкладок. Действительно, Щ'&т искать 

ш т щ ш т - ^ ш т а а о б  ршдаие уравнения (3. 53) в гада
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T«.Os.tt -  Ф  (xc s . t t ) , (*,*>«■ Q j , , & u )

me ф (^ )  -  нейзэвеивая fgrara®«» Шщагамз (3.54) 2 (8,53),
есаучввк pasesesae

\ ^ « а  -  . в .®

Оясща хтаучама,, что дежке &н* ятатеш реввжгао

Ф '(6л =  . _ 3 1 !Ш  ,

% + « М Й
оетуда даяучаш  ш рететна

Ф ( &  =Т Л «х ? (,У Т .1-<] . (8-8в)

Frawssaa! CS.5S) аз (3 ,55), вшдоавк урм ш эю  д ш  | г ш ш  

Y a.(S -A ') » ® гечноадш еовведввдв® а  усечению* уретдаш ем 
С3«8)„ д а  sofopsro шмярвввк «шсдажш® peaesss (3»9)~ 
3 .1 0 ),

ивтеюЯ теожгови

В э»аа варагдафе ка жрщра еда©! зддаж дм: щотеиэршго 

урвяивввю дш ей со ! тш ещ ш сд ао й м *  рш ш ш  жогорой а р а д е и м -  

»  в хвде ютавом Ео̂вящвШл штазано* ччо ойхаотъ жясмква» 

зди »ж е? хаюЕЬ р&зноюбр&эзф'» фор®'.

яжнша

i m w  ц ^=4 «л ,*....>x *v- ^ < о ,



T O  &  =  \ОхЛ(...1̂ 0 - . 0 < ^ < 0 0 > 

- o o <  o cj<o«, 2,..., -область Ы  -мерного

эвклидова пространства R N , перцу» краевую задачу для урав­

нения линейной теплопроводной»
N

Ц .  =  Uiixi 4̂*1^
* F '

с храввиш условиями

UCt,0,'X1>...>XH>i«><$Ct,3Ci,...>ocHV)>l o ^ < 0 ,  (4.2)

VJLCto,3Ci*:)C*>-">”5cH')5= 0  , Q:c '>-"»:3Cn ^ €- * (4.3)

В задача (4.IM4.3) функция U.(t. =с-\,~рсм}- тевшература 

среда, формула (4.2) определяет граничный режим, заданный на 

плоскости ОС, =  О  . Для простоты в уравнении (4.1) коэффициент 

теплопроводности равен единице.

Огдем считать, что граничный закон (4.2) изменяется при 

■Ь - *  О  в режиме о обострением, так что существует непустое 

множество Е-о &  R  такое, что

Ь л п  ■= ч о о  , Е 0 , (4.4)

Огдем предполагать, что функция *5? неотрицательна ■ 

непрерывна при to  ̂  i <  О  и (х»> -• • > е  R N-"A 

и всцду в существует классическое решение офорцулиравав-

гой задачи. В силу принципа суперпозиции для линейной задачи 

несущеотвенннм является вопрос о согласовании храевкх условий

(4.2)-(4.3).

Введем следующие обозначения: X е  Сх ,>...>'Хц>) , X, =

=  ( х а>...}эс»5, *ак что ^(OdLX. означает интегрирование

о0*
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no области -  интегрирование по
D M-1 R**'пространству к

Вмени® сфорау дарованной задачл представимо в виде много­
мерного теплового когэнвдада \.Vb\

U № = - 2  W \ | £ W < . X - Y ^  i & V K f t M
Я*-'

гд® П \ Д )  -  фувдшентадьяое ромяве оператора линейной тек» 
ловроводяостя

Г (\Д )- да )>Ш - Cpix j ). (4.6)

Подскшжш (4.в) в (4.5), шиучю 

Внутренний интеграл в (4.7) преобразуем к веду

ы Ц ] Ы -т ^ # % ^ АУ>
где X ’ l  -  отшщое дрокэведетйей в реауяието

чего во д о й *  окончательное внрадение

5fi

,7)
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Вяление сформулированной задачи в этом виде фдет исполь­

зовано для анализа возможных форы областей локализации Тепло­

вых возмущений. Заменим, что интегральное представление решения 

задачи дт уравнения (4.1) существует только для указанно® здвоь 
области , для других обмотей решение записывается в

виде бесконечного ряд* а ив имеет конечного представления.

аЛ..£» аддииш дадщщии ившшаний

По аналогии о определением ламливации, данном в § I для 

одномерного случая, офорцудируем оледущее определение

СЫншадянт. Г̂деи говори», что в задаче (4.1)- (4.4) 

имеет меото локализация теш, соли аущэотвуэт такое непустое 

вдожеотво Q , ^ C  >  О ,

чго

(A) для любой ойааоти (д с̂: \ 0!<? , CQ.^* \
ruN , frO

\(оо \ОУ )=®  >me-stji<°° вшолнено неравенство

Ьхп. \ \ X ( X 7 f ) ^ < ° °  >
± '►О* Cm>j

(B) для всех X  обо?

~  0 0  -
■fe-*CT

Если m.<es ( & \  ~О » локализация в задач® огеут-

ствует.

Так ае, как в § I для одномерного случая, ставится зада­

ча определения резамов о обострением (4.2),(4.4), обеспечивающих 

неограниченное возрастание температур! в области локализации

=£ 0 . ^  * ЙГОМ в осталЬЕУв часть пространства долж­

но проникнуть конечное кояичеотво тепла и температура, следо­

вательно, должна быть ограничена сверху в течение всего процесса
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нагрева.

Для решения этой задачи воспользуемся предельным распра- 

делением температуры в Ьй , которое получим иг (4.8) в 
результате предельного перехода \ —* О"

Ш ' Л )  =,~н /2 U x o f - i l i 3”] х
(Aift/2 i “ I 4(»гг^ J *

* W X P t* ciY: (4.9)

Множество определяет те точки ойлаоти ^ ,

в которых расходится интеграл, стсшвдй в правой части (4.9).

Иг (4.9) следует,, что все гранмчнне реташ

Ф (^Ю  > e x v .

где функция такова, что

rn.esVX.^ >$\  > 0 ,

не ЙШ? локализованы, то есть для воэх X  ̂  ̂

Ьспг U.(t,X) 3 0 0  .
^-*0”

Если те

где |гягвдш Н ^Л  принимает Bps Е<жоторих X "  из R *  

нслодатеаьяаа значащ®, го уотовш (А) в (Б) шрокеденгш леказ®- 

зада вшшш ® при toS/'.'VtXS >  О ^ , *«к

_  Ач*о m e %  =  и •

Ш т
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тае o < m e s  \Х'‘ if СЯ') > Ъ\ *- 00 >

so, как следует из интегрального представления предельного 

распределения (4*9), в задаче сувдсяаует локализация возщщени*» 

пугаем в зависимости or фгнкщй 'к СХ ) форма области может 

<5нть веоьыа разнообразно!.

З а ж г и ,  что временше вакономврносгн локализовании* а з&~ 
лохалиааванннх режимов совпадают о закономерностям, яодученнми 
В 5 I для одномерной авдач*.

д-4.3. йталипгавскив шяшаш о<Ьи.в»»* дпк.л.яяп».

&лиишж.явза8

Ейеоь д̂ег показано» что в двумерном случае границей об­

ласти локализации q £> может служить любая из кривнх

второго порядка.

Рассмотрим вадачу (4ЛЫ4.4) в двумерной геометрии

( N * 2):

х » »  X '  =  .

Тогда гранично® уеяеяяе (4.2) задано на пряной X t- О

a c t , о ,х » ')  = <5 C -v.^ O .
в ртвнн® о#орг̂лжроваино1 задала имеет вид (ем. (4.8))

u c w . > £  *

*  . (*,*>«■  а®, (1.10)
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откуда (см* (4.9)) дж предельного распределения тешераЕурн 

пшутаем 0

«»©»@

I» Вэсемотрш грашчота ретт зксяоненодальногч» веда (см. 
фщщглу (1.9))

Л **-0 ,**«R>.I2>

где У « шраметр семейства» а |ушвдш Р(?с*) щанниает

яояваательш е зтчашш т  тщстош тототе обш ств \_х&”

- « 3 <  Xj_< оо ̂  .

ВвутрешнЁ интеграл внражвнш, стоящего в право! чесги 
(4.II) вшшвт.етов таттчвот в ток случаеs кеда фуякцва 

Р  ('Х хУ  являемая юэдраташ треетаеном

Р (.^ =  + 2bstx +  G , (4-13)

где а Л , С “ некоторие константы, прячем в том сд̂ча®8 

когда (X <  О а даскрашншт ■грежчдэна пояснителен: ва- ьс > 0  
Эго уодовиэ ешзано о тем, что формула (4.12) должна определясь 

резим с обострением.

Внутренний интеграл выражения (4.II) принимает в э̂ок 

случае ввд

Ваосмотрим следящие ощчвжг
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а) О, 1 * Тогда интеграл (4.14) расходится при всех

R 1 и локализация тепла в задаче отсутствует,

б) (X <  1 • Тоад интеграл (4.14) сходится при всех 

щ равен

=> + с ] . <4-15)

Подставив (4.15) в (4.II), получим для предельного распре­

деления оледущее представление г

о г г а ^ ^ ± 0 1  J*.
- V  1—  (4Л6)

Как следует из (4.16), любая точка (ос, .х*') из области 

локализации £2  ̂ должна удовлетворять неравенству

, г СХж+Й1 л 
-oc,l - - x U i ^ r 5 r + C > 0 ,  ^

откуда оледует, что границей области локализации Ц^== Q ^ \

\  является множество

-г1 JL --rz Ж** _ | L  г -  П (4.17)
~  1-OL “  T ^ c T  1- d “ U ” U *

Цри О <  Ol<  Л и fcf-CLC^O выражение (4Д7) опре­

деляет уравнение гиперболы

i . (4.i8)

Ориентация ветвей гиперболы (4.18) зависав от знака дискри- 

шгаанга Ьг- Q.C квадратного трехчлена (4.13) (см.рис.Ю).



При 0  < Cl< О * Q.C =  О уравнен*® гиперболы (4.18) 

вырождается в уравнение прух прп̂яяяпнутп* шжм

_ %_ 
a

ч̂/2

рт (l) /—ч W
При C L - 0  границей 1 ф области лохализациш cad 

является парабола

X? Ь\с 
"  a b
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Х г =  (fiir) 'Х '~ оГ ’ (4.19)

^ = 4 ^ -  *
- W
^  ишиюта лияеииасщвш О&ср

(4.20)

Ь

Направление ветви параболы зависит от знака коэффициента

9

При Q.<0 уравнение (4.Г7) определяет аилндс

J. , Jjv*
Хд —  +  =  \ (4.21)

^ас- ьх ̂  p-cal^-aQj

Заметим, что большая полуось эллипса принадлежит границе 

*Х, =  О (см. рис.II).

Параметр V  в граничных режимах (4.12)-(4.ХЗ) опреде­

ляет значение предельной температуры при (?с,, х*4) е Гс̂*.

Если V  4  '/>2. , то температура при ̂ -*0" неограниченно воз­

растает на Г ,® , при V  > \/2. температура на границе об­

ласти локализации стремится снизу к конечному значению

, \V~V2 ^

\Л(0” Хл X*S ~ Л--^  ,xv>0.
и ^и > х "  1} ^  0-С^ V - V i  ^

2 . Рассмотрим граничные режимы вада

<$ (t,*a = е* р Ь щ г ] (4.22)
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гд® фушщвя яри больших ОС* раетэг при 1-е» ff

шдлзшве, чем экшшенциаяьннй множитель, стоящий перед ней 

в правой часта (4.22).

Внутренний интеграл (4,11) имеет в етом случае ввод

I4 ̂  <4 ■ “ •гз)

а) Цуот»

где &  - ямняорм положительная постоянная. Тохда ин­

теграл (4.38) агаммтоа аналитически:

! ( * * , ^

К * * , ^  - «*> .

Из (4 ,II) следует, что продельное распределение 

тури сучэствует при \ос1.\ %  , так что

<?

б) Цусгь

с <
(4.24)



ще Ь и d  >  0  - некоторые постоянные величины. Тогда

внутренний интеграл сходится при всех 3Ca€L R  и равен

64

1  ^  » Х2.-~ ̂  •

Из (4,11) следует, чтс область локализации характеризуется

Таким образом* для двумерно! задачи удалось аналитически 

построить области локализавди* границами которнх является все 

кривые второго порядка. Принцип суперпозиции решений линейной 

задачи позволяет складывать области локализации, соответощую» 

щие различным граничным законам, путем суммирования последних.

5 частности, этим способом можно получить области локализации 

тепла с негладкими границами (См. рис.12, на котором область 

локализации составлена из круга (4.25) и зллипса (4.21)),

неравенством

и ее границей при <1г* 2<1Б >  О является

x f  -v
(4.25)
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о - .00  
п= -.75

б р е м я

1. -1.000000 
а. -.950000
3. -.809904
4. -.398672
5. -.239BS1 
в. -.158216 
7 . -.09371Z 
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а. -.039247
10. -.С2Ч807
11. -.016599 
к. -*011018
13. -.007275
14. -.004734 
и. -.003117

=£00 1.20
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