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3

ВВЕДЕНИЕ

В последние годы для решения разностных эллиптических крае­

вых задач были разработаны эффективные прямые методы - метод раз­

деления переменных, использующий алгоритм быстрого дискретного 

преобразования Фурье, и метод циклической редукции [i] - [5] . 

Применение названных методов ограничивается классом задач с раз­

деляющимися переменными. Этот класс включает краевые задачи для 

основных уравнений эллиптического типа 3-го порядка, заданных в 

криволинейных ортогональных системах координат. Примером такой 

задачи является следующая: на прямоугольной неравномерной по 

кавдоцу направлению сетке, заданной в прямоугольнике &  , тре­

буется найти решение разностного аналога эллиптического уравне­

ния

удовлетворяющее на Гранине прямоугольника краевому условию 

третьего рода'

где Зе. (<х.) есть константа на каздой стороне прямоугольника. 

Если число узлов сетки по одному направлению есть степень 2, 

то метод циклической редукции позволяет решить згу задачу с

что построен вариант метода циклической редукции и для случая

В данной работе № расомотрим некоторне аспекты использо­

вания быстрых пряшх методов для решения разностных эллиптиче­

ских задач в случаях, когда разделение переменных не имеет 

места.

затратой

произвольного числа узлов сетки [б]



Первый класс гадая о неразделявдимися переменными составля­

ет краевые задачи для общего эллиптического уравнения, заданно­

го в прямоугольнике. Например, пусть трефется найти решение 

задачи

Л Г  ' А  сх> К  " ' '  *<«>> к е ш >
y C * )* < fO * >  , >

где 63 =* (a) U jj* • сегка в прямоугольнике G- , а коэффи­

циенты а.± (ас) и а.& С*> удовлетворяют условиям 

о <  сл «  а ^ С о с )^  аА  ,  o i a 4 t & ,  х е с о  .

Для приближенного решения этой задачи можно использовать, 

например, неявный чебышевский итерационный метсщ [в ] , выбирая 
в качеотве оператора 6  в схеме

g & L ^ b .  ,  4 ‘ 0 , i ,  ...

оператор, соответствующий разностное оператору Лапласа

R'u « Ж. 'У_ . в этом случае число итераций не зави-
О о1я± *

сит от числа узлов оетки:

4

.л * п0 се ) * в* §•J  >

а для решения уравнения ^ * fj. * ( в  “

можно использовать указанные вше пряше методы.

Итак, приведенный метод состоит в сведении исходной зада­

чи с неразделявдимися переменными к решению серии задач с раз­

личными правыми частями, но с одним и тем хе оператором, пере­

менные в котором разделяются.

Таким подходом целесообразно пользоваться, если отношение 

Яг /с не является малым параметром. Для олучая сильно ме-
/ А



нявдихоя коэффициентов можно рекомендовать использо­

вать попеременно-треугольный метод [в] .

Второй класс составляют краевые задачи для эллиптического 

уравнения, заданного в нерегулярной области, отличной от прямо­

угольника. Зцесь возможно несколько подходов. Если соответствую­

щая разностная задача записывается в виде системы трехточечных 

векторных уравнений, то можно использовать метод матричной про­

гонки [8 ] . Основной недостаток этого метода заключается в необ­

ходимости вычисления и запоминания большего объема промежуточных 

данных. Если решается единичная задача, тс наХоадение этих вели­

чин занимает большую часть от времени решения воей задачи.

Иная ситуация возникает, еоли решается оерия задач, отличаю­

щихся лишь правой частью. Здесь основной объем промежуточной ин­

формации находится при решении только первой задачи и эта инфор­

мация .может быть попользована при решении кодой последующей за­

дачи.

Переход к неявным итерационным методам позволяет существен­

но уменьшить объем запоминаемой информации, а также число ариф­

метических операций, и свести решение исходной задачи к серии

задач с оператором В , имеющим простую структуру. Так в
' 8?Л'г' - „

случае попеременно-треугольного метода оператор 5  является

факторизованным и допускает явное решение уравнения ^  *

В этом метопе обращение оператора В является проотой зада­

чей, но число итераций зависит от числа узлов сетки.

Бели в качестве оператора 8 взять нефактризованный раз­

ностный. оператор, например, оператор Лапласа, то при решении 

соответствующих разностных задач с нераздедящимися переменными 

чиоло итераций не будет зависеть от числа узлов сетки. Общий 

объем вычислительной работы будет определяться в основном мето­

дом решения уравнения 8 if ~ F  . Таким образом, можно



ограничиться поотроением метода решения оерии задач, заданных 

на сетке в области сложной формы, о оператором В простой 

структуры. При таком подходе необходимая промежуточная информаг- 

ция, определяемая формой области и структурой оператора В и 

не зависящая от правой части может бить найдена один раз

до начала процесоа итераций на подготовительном этапе. Отметим, 

что эта информация' не будет завиоеть и от конкретного оператора 

А , определяющего исходную задачу. Это особенно важно для 
олучая, когда решается в фиксированной области серия задач с 

различными операторами А , например, в квазистационарных за­

дачах, где а -  а  а )  .
В излагаемых ниже методах разделения областей и дополне­

ния облаоти до прямоугольника осуществляется сведение задачи

Ft  ‘  мют°й “ оеткв в ЩЯВДГОД,
нике (или прямоугольниках), что позволяет использовать эффектив­

ные прямые методы. Материал зтого препринта по содержанию и ха­

рактеру изложения еогественно примыкает и может служить дополне­

нием к главам Ш,1У книги авторов* [% ] ,

§ I. Метод разделения областей

Пусть в сложной области, составленной из нескольких регу­

лярных областей, требуется найти решение разностной краевой заг> 

дачи. Д/дем предполагать, что в кавдой регулярной области дан­

ное разностное уравнение при определенных краевых условиях на 

границах раздела этих областей может быть решено одним из эффек­

тивных прямых или итерационных методов. При этих предположениях 

исходная задача в сложной области может быть решена в два этапа. 

Сначала на границах раздела областей определяются краевые усло­

вия, которым удовлетворяет искомое решение задачи, затем в ка»-



дой регулярной обдаоти независимо решается данное разностное 

уравнение с соответствующими краевыми условиями*

Изложим этот метод на примере решения разностной задачи Ди­

рихле для уравнения фаосона в области, составленной из двух 

соприкасающихся по отрезку прямоугольников. Для решения разност­

ной задачи в прямоугольнике можно использовать ь̂яше методы, 

изложенные в главах Ш-1У книги [в } .
Цусть область G- составлена из двух прямоугольников,

-  -<■*> ~ (а1> Гл<*> / Ы > Л ы > / * 0 ) > п
Q=Q uG : О

-со г г0а> л<*> 
соприкасающихся по отрезку Г  = 1 шах. (-с. , ^

,С*) 0 *Л> /О, У *
GtnLn[ Lx » \  - L ^  f (ом, рио. I),

Рис, I.

Обозначим через Г  границу области £  . Часть границы
д<ч> . п(°> ж r (ct>

прямоугольника G- без интервала / обозначим / ,

о1=£,А . Поставим задачу: найти в области & решение

уравнения Цгассона, принимающее на Г  заданнне значения 

L u
<и (л) -  у ос. & П,

(I)



Сфорцулируем сначала разноотннй аналог задачи (I). Для 

этого в прямоугольнике Сг введем сетку <*> , равно­
мерную по направлению :

J л г *
я («о ,  ̂  (<*) .ы ) -с*) , сыл

JCx(0)a%t  )  хх (  1 > * ^ 9  С *
л • ш/00 ,«) -«о,
0 гу * - £  » ■ £  А  = 4  ' 1  7  » •"*'* ■

_  <•*> (С4>
Сетки а> и (О должны быть согласованно»!. Это озна-

л<ч>
чает, что узлы этих сеток, лежащие на / , совпадают.

Для области, изсбравенной на рис.1, соглаоованнне сетки 

можно задать следу едим образом. На кавдом отрезке Г $4U\
r e “ * l u> ] Гаш £ а>1L i > t  А и 1гх > J строится своя одномерная

сетка, равномерная или неравномерная. Через узлы проводатся̂па- 

раллельно оси ОХ, прямые. Далее, на отрезках ft. t La /

re.‘v  i ' l> lи la, •> -a J вводятся равномерные одномерные сетки с шаг 
/(*)

гаш и а соответственно, через узлы которых прово­

дятся параллельно оси ОХ  ̂ прямые. точки пересечения вертикаль­

ных и горизонтальных прямых, принадлежащие пряйодгольнику &С * 
образуют сетку <*> ' , ы.* t t &* .

Объединение сеток aJ< и (Р сЛ* образует оепсу ^

в области (г . Обозначим через а> - внутренние, а через 
„ —  Ы)
ч -  граничные узлы сетки с*> . Через а> будем
О ,7 — с«у

обозначать, внутренние узлы сетки СО , а через Г - 
- ? W  /*<«0 m 0 .

узлы сетки , лежащие на / • Через тT w  обознаг-
-с*; —  са; 4

чим общие узла сеток ои и со , лежащие на интервале

/■"» . Тогда ^ c o ^ U f ^ U f W ,

8



На сетке со построим разностную схецу, аппроксимирую­

щую (I)
= л е с о  ,  (2)

у  Сое.) д. (ос) 3 -х. ,

где Л =» » а разностные операторы Лх и

определяются фор̂лами: ^  ^  и

Z

9

и > / О )/ I

V i I  С  с  П '
Переходим к построению метода решения задачи (2). Заметим,

(IJ
что если <3удет найдено значение уС&-) ори * * Г  , то

задача (2) распадется на две незавиошше задачи Дирихле для
~ (1 ) ~2 с  Л.)

уравнввкя Пуассона в прямоугольниках Q и G- •
Следовательно, в рассматриваемом случае на границе раздела ре» 

гулярннх оДОютеЁ 'б^щрс^Шряиз») должно «Ьть определено крае- 
вое условие первогерода.

Нахозденне искомых значений на ф19* фдем

осуществлять следующим образом. Сначала взведем задачу (2) к 

задаче с однородными краевшш условиям и нравой частью, отдич- 

юй от нуля лишь при х  ‘

&С&У - решение задачи

нов от нуля лишь при х  * Д** в*ого определим фикций

Av=i~<f(X.) 3 <Х S cj3-

г х ( х . ) * 0  , . x * f Co)} (3)

7У(Х) • f< * >  > x * f -  
Отметим, чтс задача (3) распадается на две задачи» задаваеше 

на сетках О) и со . № перешли от задачи (2) к 

задаче (3), заменив уравнение А у  fC*c) на условие



v (3 0  =* о в узлах, принадлежащих .

Из (2), (3) находим, что функция *** есть решение
задачи

A'St-O, Л б а ) ' / ' ^  /(*  = -  fCoc) у (4)

&(•%.) = о  9 х  3 

где ^6*0- 'ft* -) + Л ггсх .) . Так как V(&$ = О ддя 

JC <=■ ̂ fo,> , ю уС*-) ~ З-С-х) для Л е ^  . Следова­

тельно, искомое решение задачи (2) мозет быть наедено как ране­

ние краевой задачи

A y— f(x ) ,  X € a )~ fce\  ,  x * f CO)> (5)

О > Л:е/' >

ще HteiCoc.) - значение решения 3t(&} задачи (4) для

10

«зс & Г се) . Задача (5), как и задача (3), распадается на две 
» хаь

отдельные задачи в , г *
Найдем 3S<ê £Jc) . Для этого изучим задачу (4) при любом

fiC06-) . Так как Л - линейный разностный оператор и функ­

ция £(&} удовлетворяет на однородному краевому усло- 

вию, тс решение задачи (4) линейным образом выражается через 

правую часть уравнения (4). Учитывая структуру правой част?, 

получим, что и </>С<*j) связанн соотношением, ко™

торое можно записать в виде

Ш*»  ^  *сщ>с*} s П о ф > *  * f co) 3 (6)
о

где о.С’К Л ) - никоторые коэффициенты.

Заметим, что невыровденность матрицы CL * (o-C^j % )) 
система (6) следует из единственности решения задачи (4). Кроме 

того, коэффициенты af<x, не зависят от РСх) # а опре*

деляюгся лишь оператором А , сеткой <5? и геометрией

области & . Поэтому, задача яаховдения £ ) явля-



егся самостоятельной частью расоштриваемого метода. Боли эти
(о)

коэффициенты будут определены, то искомое St (х .) можно вы- 

чиолить, решая оъочещ (6) при указанном выше Р с х ) .

Рассмотрим способ наховдения Ои(хл '%) . из (4), (б) еле»

дует, что для любого ^(.Х) решение задачи (4) удовлетворяет 

соотношениям

> • « / " ' .  »>

Q
Цуоть U? £«*•) - решение задачи

Л и г * 0 ; Х *  со - f ™  иГС*-)=г&со}(ос) > л  f (8) 

20-Сж) =0  у «ж б)Г
<о)

ори произвольно заданной функции Ы  ох) . Этоцу решению 

соответствует некоторая функция »- 4 г&(-х.) j X€rf
Следовательно, г&С-х) есть решение задачи

А ъ * ~ о > Л*»*— >

iff Со) = о у 

Ооатоцг, в силу (7), вё!Й |̂вёнсгаа

а^ > 5 «-**>■* ^  (9>
V ч" ;

позволяющие найти коэффициенты .

Действительно, положим в (8), (9)

Со)
г е г

1 а. (  О j  *
[ X  f , (10)

С*)
где <х е Г , а ^ - произвольный узел, принадлежащий

^  с<у . Из (9) подучим

а -С *> 1 )~ ~ Л гл г0 х - )  з Х € : ) Сп)

где WC-x) «. решение задачи (8), (10). Вйбирая в качестве w



последовательно все узлы множества , найдем значе­

ния для всех <х и £ , принадлежащих

f C°J *
Таким образом, для нахождения решения задачи (2) построен­

ным выше методом необходимо: I) вычислить коэффициенты 

для <хл | 6 j^COJ f 2) решить вспомогательную задачу (3) и 

вычислить функцию Р(-х$ ~ fC x) +■ A ir (Jc) t з) решить систему 
алгебраических уравнений (б) и найти решение задачи (5).

Замечали ei. Метод разделения областей можно применять и
р  /  (a tJ

тогда, когда на огоронах <Х1 = С, и *** ~ .
я * Ои > / <Л)

, а также на сторонах ^  

задана любая комбинация краевых условий первого, второго или 

третьего рода. Для этого краевое уоловие первого рода, заданное 

в задачах (3) и (5) для ^  , следует заменить на соот­

ветствующее краевое неоднородное условие на каждой чаем грани­

цы jj* .В задаче (8) однородное краевое условие первого ро­

да на у* , заменяется на соответствующее однородное условие.

Бели на части граниш Г  прямоугольника £  , лежащей
я (Я) ,С1)

на прямой ^  (см. рис. ), может Снть

задано краевое условие не первого рода, то в следует

включить те узлы сетки (*) , которые принадлежат указанной

части границы Г  .

§ 2. Алгоритм метода разделения областей

Остановимся более подробно на рассмотрении кадцого этапа 

построенного метода.

I. Подготовительный этап. Цель этапа ~ вычисление а.(х)
Воли решается серия задач (2) с различными и ^  ,

то коэффициенты л (л , 0  целесообразно вычислить один раз 

и запомнить. Коэффициент <i(X, ?£) находится по формуле (II),

12



где г - решение задачи (8), (ю) нри ^ *

При выборе метода решения этой за д а чи  следует учесть, что 

функцию достаточно найти лишь в узлах, раополеаенннх

на ближайших снизу и сверху * строках сетки со .

Обозначим b tT W( x .) * г̂Сгс) сУ04̂  oi=»± t Z
Используя эти обозначения, заюпвеи задачу (8), (I) в виде двух 

задач

Л */40-*?, ггбое/*0, и гм>е * )~ о , (12)

С >  а  ^ •> Х > %  e f <°>* * * * * *  '

Введен вектор W.* t компонентами которого являются значения 

гсг в уздах J  -ой строп сетки <У , я запи­
шем задачу (12) в виде системы трехточечннх вектерннх уравнений

♦ c “ V w -  ^  - * • »  * <13>
краевне условия для которой задаются следующим образом: 

оО ио
К  *(р:' ■■■■'■• W  « * * ♦  (14)

«г - ^  - - •“  “ 4  •

Здесь С - трехдиагональная̂мат̂ица, соответствующая 

разностному оператору Л£~ 4- / Х^  J  , а векторы

и f  ̂  имеют одну ненулевую ксмпоненту ( £  - единичный 

оператор).

В [б] получена форцула для общего решения трехточечного 

векторного уравнения с постоянными коэффициентами. Пользуясь
»,,<*; и/

этой форцглой, наедем кскогше значения для и ;

А

13
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v ,  •  h - . А т )  . f c j f - j

где ££ - полином Чебышева второго рода степени “К

Используя разложение отношения полиномов Ч г.^^/U H ^(4)

в сущ? элементарных дробей, получим
ш

«>  _а Л ? р \ * р и>

Д Д *̂Х il А

Д ,Св* л а

■ • J Т/ ̂
Вычислим эти суммы. Дготь 1̂ . - решение уравнения

>о  л к Х  А * г<и> *  « r ' J Q L  r><«> / , ы> (15)
С -& * S \  Ж*4* > “JC
4 Л 3. А

тогда 00
а) ,(*> а;

(16)

Перейдем в (15) и (16) от векторной к скалярной записи. Получим,
- * W  „<ч> ч

что на соответствующих отроках оегки со г̂шции ztr сл>

находятся по форщлам:
,и )

U ) г a ) . to  /и> / } (-г?)

e*«j
<*) ад /А) р&>

* *  Г  гг * ^ 4  * V &  ?
4е*1



С*о
где V̂ _ ( xi_) -  решение трехточечной краевой задачи

А ту™ A<eiV W ~ **С*-ч>  csn*4 & .  /*>  .<«)
\  £  “Afc Ь  ~  J P & T fa j* ' Jr*** * L к  i K s . »

v “ > ( 0 '  ; 4  , (18)

«> 4 о.*..4, 4г

\  *  № f -  + *< s  *
^ ^  «  ^ <4>- i  .

Коэффициент Й-6*внчиолим по форнуле (II), кото­

рая для рассматриваемого случая имеет вид

/ ^  % со!
3 f  ,  ( !)  /  4 ч  Ё ~ Л Л * Г  ( J Q - р В % й ц Щ  *  t e u t y i . ) *

" Л  ? еЛ  <I9)
где У5Со\ск.у »  £  ( x - - ^ )  . Форцулн (17) - (19) полностью оте­

сывают додготови тельный этап.

Если задача (18) решается методов прогонки, то для вычисле­

ния воех коэффициентов CL(xt £ ) потребуется 

Q (ii U>+ >[) арифметических операций, где Ч. -

Л  JW < « >число углов, принадлеаащих г .

П. Вспомогательный этап. Цель этого этана - нахолдение 

решения задачи (3) в узлах, расположенных на ближайших внизу и 

сверху к ^  отроках вехи &> , и вычисление функции

+ A w  Lee) , где J C & f ^  .
/ЦЛ V

Обозначим через ^  {л,) значение гУС00-) при

Л € с5 с"° . Из (з) подучим две задачи

18
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a  -  )  < X 6 0 О

,  x e ^ (ti>} t>-Cal{sc )= o3 x g £ Co\ <**4,4. , 

каддую из которое можно решить методом полной редукции.
_ rfU i ^(4.)
Цгсть <s*A и ^  суть степени 2 и используется, напри­

мер, первый алгоритм метода полной редукции (см, [ в ] , п.З § 2 

гл.Ш). Покажем, как организовать вычисления, на примере задачи 

(20) для ос = 2. На прямом ходе метода редукции вычисляются 

и запоминаются векторы А . На обратном ходе посдедова-
__ d т г  ( Я)

тельно вычисляются, но не запоминаются вектора 1!• для

j  -  ^  / у  > '  -  > ^  • Компоненты

последнего вычисленного вектора дают искомые значения г г и){л у

для * - 4  •

Аналогичным образом находятся значения 7Уи \ х )  для 
„  Щ _ / <*> / <*■)
4: ^  Л  ~  Л  . Используя полу-

/ С©)
ченные значения, легко вычислить функцию г С -к ) для ,

На реализацию этого этапа необходимо затратить

арифметичешеих

операций.

Ш. Основной этап. На этом этапе находится решение исход­

ной задачи. Для этого решается сиотема (в) н ды̂аляется

* Затем методом полной редукция решается задача 

(5), которая может быть запиоана в виде двух задач

А ^ ЫУ= ~  f ( x )  j JC е о/°° , (21)

у Си)с * ) ш <fCt°c*) = * cЧ * ), .

Решение этих задач сразу начинается с обратного хода метода
С*)

полной редукции, причем используются хранише вектора А .
Ж



Если сиотема (6) решается методом Гэусса, го для этого по- 

треснется 0 (п ? ) операций. Заметим, что если решается серия 

задач (2), то целесообразно еще на подготовительном этане про­

вести разложение матрица (Z сиотеш (6) на произведение 

a = L U  нижней треугольной и верхней треугольной матриц.

Тогда на основном этапе ранение систеш (6) будетвыполнено за 

0(пл) операций. Решение задач; (21) методом полней редукции 

можно найти, затратив ^  ̂ ^ а ,***)

арифметических операций.

§ 3. Мэгод дополнения области до прямоугольника

Цусть в ограниченной области £  с границей Г* требует­

ся решить задачу Дирихле для уравнения Щгассона (I).

Построим в области G- сетку о5 . Для этого проведем 

семейство пряшх <Хх * ̂  ( О  > < ' - 0 , ± ± , ± 2 > .......и се­

мейство равноототоящих друг от друга пряных.........,j-O t±l£Z...
Точки OCtj -(oCjXi) , )  образуют решетку на плоскости.

О
Точки <XCj  , принадлежащие G- , обрадуют множество

внутренних узлов <*> . Точки <Хг; , принадлежащие ' ,

а также точки пересечения I с какой-либо прямой из построен­

ных семейств пряшх обрадуют множество граничных узлов ^  .
Сетка сЗ еоть объединение (й н £ ,  а>- со U^  .

Вцутрерие узлы сетки сЗ будем делить на регулярные

и нерегулярные. Узел <Хц е ̂  называется регулярным, если
ф

все четыре соседние с ним точки решетки ^ с ± ± -  у х с !±±
v  а

принадлежат ел) , иначе - нерегулярным. Множеотво регулярных
О ^

узлов обозначим через ОХ , а нерегулярных - через сх) .

Разностная схема, ашрокеяшЕУВДМ (I), строится обычным 

образом [э] . Дифференциальный оператор до заменяется пяти-

17
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точечным разностным оператором Л в кодом узле со , а 

в граничных узлах £  задается краевое условие первого рода. 

Отметим, что шаблон оператора Д в регулярном узле соотоит 

из узлов решетки, тогда как в нерегулярном узле он содержит хотя 

бы один узел, принадлежащий , но не обязательно являкщий-

ср точкой введенной решетки.

Наша цель » записать разностные уравнения так, чтобы они 

связывали меаду собой неизвестные только в узлах решетки. Для 

этого необходимо преобразовать разностные уравнения в нерегуляр­

ных узлах, перенося в правую часть известные на £  значения 

искомого решения. При этом изменится отрумура разностного опе­

ратора А  в кедом нерегулярном узле. Преобразованный в точ­

ках СО оператор Л  обозначим через А .В результате

будет построена разностная охема

Л у  ~  - у > (ж ) j  ,

Л * у  *  - f * C x ) ,  з

(22)

Где

Переходим к построению метода решения задачи (22). Пусть 

(5-в - содержащий б- прямоугольник, отрроны которого

образованы прямыми из построенных выше оемейога дряшх. Через 

Ц5а обозначим множество принадлежащих G-p точек «х.
С  ' *  О

введенной ранее решетки. Фгевидно, что со ~ ио U и) является 

частью сетки о)0 . Через |“в будем обозначать границу

сетки 550 . Таким образом, ~ прямоугольная равно­

мерная по направлению сетка в прямоугольнике G-6 ,

в части узлов которой заданы разностные уравнения (22).

Заметим, что задача A'U. J зс & а )0 } и  С°0= о

<Х G fa , где Л  - определений
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оператор, дожаг быть аффективно решена одни» из пряшх методов. 

Наиа ̂ -̂'Оосгоит в сведении (22) к указанной задаче на сетке 

U  eo специально выбранной правой частью .

Поставим задачу: выбрать функцию <£>сх) гак, чтобы ре­

шение задачи

А у = -  fix) 3 х  б-сЗ ,  А у  -  - > х  ъ  c*j

Л у = 0 } Л 6Ч ”« ^  у с х ) ~ 0 ,  х

> (23)

удовлетворяло равенству
г* (24)/4 ^  j s -  f * C X ) # гк. сл> .

Если функция будет найдена, то решения задач (22) и

(23) совпадают в уздах ей .
функцию ftcpс) фдем искать следущим образом. Сначала 

сведем (23) к задаче, правая часть в которой отлична от нуля
*

лишь на <*> . Для этого определим вспомогательную функцию

V'Cx O - решение задачи
С  *  °

А г г * : -р е х )  , х е ш  я Av~=*o , — ы  , (25)

=  х  .

Заметим, что функция St=% -'& ’ еоть решение задачи, удовлет­

воряющей сфорщдарованным требованиям:

Аз- ~ о 3 Жеоо 3 А &  = -  <£>Сх.) j  лс е со j  (2е)

А &  = 0 } a e W j - e J j  &£*:,)=> о ,  ^  е с̂> *

Кроме того, если - искомая функция, то из (23)-(25)

получим

« у7**’*)  ̂  Л*VC3c) , х е  ой . (27)

Заметим, что, в силу линейности оператора Л , однород­

ности краевого условия и структуры правой части задачи (26), ре­

шение Sf-C )̂ линейно выражается через fiCX) . Так как



А также линейный оператор, то из (27) следует, что 

и ft*(3е)  должны быть связаны линейным соотношением. Посколь­

ку функции f  (х ) и заданы на одном множестве оо ,

то это соотношение имеет вид

JE1 аС<Х, з ас€г<м , (28)
§6<3

где а (<некоторые коэффициенты. Бели будут указаны эти 

коэффициенты, то решение исходной задачи (22) будет состоять в 

нахождении решения вспомогательной задачи (25), вычислении функ­

ции по формуле (27), решении системы алгебраических

уравнений (28) для определения и решении задачи (23)

для наховдения ^С^х.) в узлах сетки «*<* .

Коэффициенты &(0СЛ находятся при помощи способа,
аналогичного изложенному в п.1. Цусть z&O*) - решение зада­

чи .

А гО "- О з х &<*> j  А ' и У - )  > асе с*) , 

Л -u r^ o  ̂ <хеа)0-сх> } л ?

*
где - узел, принадлежащий оо . Тогда

л(ос. = - А * г е Т (л . )  } <Х G СО (29)
*•

Ейбирая в качестве ^  последовательно все f(гёки <*> ,

получим по формуле (29) все коэффициенты Л £ j . На этом

заканчивается построение метода решения разностной задачи Дирих­

ле для уравнения Цуассона в произвольной области.

В заключение сделаем некоторые замечания. Как отмечалось 

во введении, изложенные выше метсды целесообразно ирпользовать 

в случае, когда решается серия задач с различными правыми частя­

ми. На предварительном этапе рассмотренных выше методов строит­

ся матрица а , которая в методе разделения областей свя-
i / i с°> 

знвает правую часть у и решение Зг на границе



прямоугольников, а в методе дополнения областей - заданную функ­

цию и искоцую функцию /* - правне части в не»

регулярных узлах и) . фи решении серии задач построение 

матрицы (X , очевидно, достаточно осуществить един раз.

При этом объем вычислительной работы, вынолййейой̂на предвари­

тельном этане, составляет незначительную часть всей работы.

случаях, когда числоуз!св̂-привддаежайдах » ^  е° * (или 

W ), слитом &ел̂о й^рбМв  ̂б^^ 

следует использовать итерационные методы для решения вспомога­

тельных задач (4)<Г1!ак юай правая часть задачи (4) отлична от
.̂Сс) ___

нуля лишь на Г , го естественно ожидать, что итерацион­

ные методы, не учитывающие специфику решаемой задачи, Сбудут 

оходиться не слишком быстро. Возникает необходимость разработки 

специальных итерационных методов нахождения проекции рвиюнкя 

уравнения на некоторое подпространство для случая, когда пра­

вая часть принадлежит этому подпространству.

Ускорение сходимости может быть достигнуто за счет выбора 

оператора В в неявной итерационной схеме, а также началь­

ного приближения из того же подпространства, котороцу принадле­

жит правая часть.' Такая конструкция осуществлена на основе 

общей теории итерационных методов [в ] . Подобного рода подхода 
для метода разделения областей рассматриваются в [ioj .

Метод дополнения области до прямоугольника применен также 

в [ilj , где рассматривается специальный способ продолжения 

оператора разностной задачи.
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