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Аннотация

Рассматривается метод пряшт для уравнений в частннх про­

изводных, основанный на аппроксимации частя дифференциального 

оператора некоторнми конечноразностными соотношениями. С немо­

щь» оператора точных разностных схем установлена скорость схо­

димости приближенного решения при естественных требованиях на
V

гладкость решения исходное задачи, обеспечивающих его существо­

вание.

The article deals with the straight line method for linear 
and quaailinear differential equations based, on the approximation, 
of the part of differential operator by finite difference rela­
tions. The rate of oonvergenoe of the approximate solution under 
natural requirements on the smothness of solution of differential 
problem which ensure its existeas is established with the help of 
the exaot difference scheme operator.
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Введение

5 настоящее время имеется большое, количество работ, посвя­

щенных методу прямых. С обзором этих работ по состоянию на 1965 

год можно ознакомиться в статье [I]. Условно разобьем все охемн 

метода прямых на два класса. К первому классу отнесем схемы, ос­

нованные на аппроксимации части дифференциального оператора с по­

мощью конечноразностных соотношений, ко второму - схемы, основан­

ные на аппроксимации части дифференциального оператора, оонован- 

ныё на вариационно-проекционном подходе. Относительно второго 

класса можно сказать, что уже известен целый ряд результатов, в 

которых в норме , установлены оценки скорооти сходимости при 

естественных требованиях на гладкость решения исходной дифферен­

циальной задачи. Отметим, что эти результата получены только для 

уравнений параболичеокого типа /см. [2,з] и имеющеюся там лите­

ратуру/. Что касается первого класса схем метода прямых, то та­

кого характера результата в литературе отсутствуют. Известный 

традиционней подход к получение оценок скорооти сходимости при­

водит к тому, чгс от решения дифференциальной задачи требуется 

слишком высокая гладкость, который, как правило, на самом деле 

не*. Это обусловлено тем, что в соответствующие априорные оцен­

ки погрешность аппроксимации входит в форме, содержащей произ­

водные высокого порядка от решения исходной задачи. В данной 

работе предлагается новый подход к оценке сходимости схем шето- 

да прямых из первого класса, основанный на использовании точных



е

разностных схем, введенных впервые в работах [4,5] . Такой

подход позволяет, как и дан схем метода прямых второго клас­

са [2,3] , получить оценки скорости сходимости такого же поряд­

ка и при тех же предположениях гладкости решения исходной диф­

ференциальной задачи. Но, помимо этого здесь возникают ряд но­

вых моментов, на которые следует обратить внимание. Презде 

всего оценки окорости сходимости получается в нормах более си­

льных, чем в . Далее предложенный в работе подход позво­
ляет (исходя из работ [б,?] ) получить аналогичные результаты, 

душ систем дифференщальвых уравнений в частных производных и 

уравнений высших порядков, а также распространить их на квази­

линейные уравнения.

§ I. Обозначения и вспомогательные результаты.

Предварительно приведем без доказательства некоторые ре­

зультаты из теории точных разноотных схем.

Рассмотрим краевую задачу

и. (о ) = Д., U .(i ) = & у  ( р (м)  -■*■/к (.ос.) )  •

Пусть выполнятся условия (А):

а)

в) /с«ао>€ (0,1) , j



где пространство функций, сумьшрувмнх с £  -ой

степенью. В этом случав решение задачи (I) в обобщенном сшс- 

ле существует, единственно и цринадлежиткласоу 

Мы приводим здесь доказательство этого результата, поскольку 

он имеет место при более слабых ограничениях, чем в [9] и по­

лучается, как нам кажется, более просто.

Нетрудно видеть, что при выполнении условий (А) краевая 

задача (I), эквивалентна следующему интегральному травненип 

Фредгольма 2-го рода:

(2)

где

1 № > /  / ’
о  ( X , y )  О

F(x){j l a>] [ ^ .

Отсюда видно, что

с * , р ^  cc J } e c  f a  i ] ,

s ’ w>

* l f y > mW (*>V ) lc£oJt ] € ^ S (C' i )  ’



Г(х) с С [о, I]

Из (4) и (4 ) в силу теоремы I отр.ЮЭ из [ю] следует,
что линейный интегральный ошратор с ядром дейотву-

ет из L j J - W  в Ч о Л ]  ж является вполне нецрерывным. 
S-1.

Иосколыдг, кроме того, оператор задачи (I) является самосопря­

женным и положительно определенным, то решение интегрального 

уравнения (2) существует, единственно и принадлежит классу 

С [°)£] . Если воспользоваться дополнительно следующий

следствием из задачи (I)

С оу о

то получаем, что U. (х) е Св, 0  , что и требова­

лось доказать.

В дальнейшем для простоты ограничимся случаем равномерной 

сетки • с'e > h.~d-/jf ]. Неравномерность та­
га приводит лишь к более громоздким выкладкам.

Имеет место

Демяа I. Пусть выполнены условия (А), тогда для задача 

(I) существует однородная точная разностная схема и она имеет 

вид:
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где

0))> )  - (7)

Зцесь

х. ~х+к

(**4) э ^  _ шаблонные функции.

Доказательство. Дня того, чтобы доказать сформулирован­

ную вше лемму, нам нужно убедиться в том, что шаблонные $уш- 

ции в случае выполнений условий (А) обладает теш же свойства­
ми, что г г работах [4,5,8] щш условиях

0 <  М 1 $ т Ы  * м * > ,

Покажем, что шаблонные $ункцга V. (Я*) , j~ £,%■ , являющиеся 

решениями следующих задач Кош:



существую, единственны и принадлежат классу W  Сх -_л, )  •

Этот результат получается по аналогии с тех, как бвло доказано

выше существование и единственность обобщенного решения задачи
i.

(I) из класса VIT (о, 1) . Следует лишь вместо уравнений (2),
(5) воспользоваться, нащямер, в случае функции

уравнениями;

<х

Ж. , (10)<*—Х

^ CX)£- ~ J ~  ~ ± + $  ,
L-±

где

i t )  ?ct)’ Р с л Н  щ > ' ( m ' )
§ ‘

Повторяя рассувдения из работы [5] , законность которых 

иы ухе обосновали, убездаемся в справедливости леш 1,2,3 аз 

[5] . На основании теоремы вложения (см. [II] , теорема I, 

стр.64) любая функция из W  (0,£) принадлежит клаосу 

С Го, 1 ] и, следовательно, решение и_сзс.) задачи (I.I) 

определено в уздах сетки . Этим завершается доказатель­

ство.

Замечание 1. Из (10) .(К/) и соответствующих уравнений для

С-Х) вытекают при достаточно малом А. следувдве

неравенства

1°



ч < х  f  - Д  < 4 - v W ) <  t a )

-, * “ . Ш ,

« ? Ъ-7 .! *<sW s f  * H« >*  т  ’
<x. Kt ■£

< - i

^ L ( V ) ,  s>i, Н Щ ^ г !
Y  и* J 

где постоянные 0 не зависят от "L , ■о 
Имеет место

Лемма 2. а) Цусть выполнены условия (А) с £> 1. , тог-
да V 6 (̂0, i) будет иметь место оценка

[Т - ( * ) -и | . «С 4 | & |ч(м) ,

б) Цуоть выполнены условия (А) с S > 1 и имеет место огра­

ничение £(сс)е WA (Oji) , тогда УtL(x)̂ Wz СсЛ) 
будет справедлива априорная оценка

, да>

в) Цусть выполнены условия (А) с S ? 1  и имеет место ограниче­

ние £(х.) е С 0 х [о, i] , тогда Уи(х-)<~; С 1 [o,i]
‘  ^  д о ­

будет сцраведлива ацриорная оценка



*o

где Ц тдУ /| ** ) ■
о Coh.

Легко убедиться в справедливости соотноше- 

i ос .ta+k
т1и)-и(*.)-—  J* ( * -  £-V[#/№Cipi*£- 

■* JC-A л Jл
«г -i

/  ( * + § - $ ) { [ % ( № $ ■  
J?-A ^  ^ j *

.< «х ' 4

+ фг> / [ %(*+ г-9*~7 ][Ъс*>ш ( *)Гс(!> ■
л

Отсюда с учетом замечания I оразу следует утверждения леммы.

§ 2. Сходимость метода црямнх для уравнений 

параболического типа

Рассмотрим задачу Кош для абстрактного дифференциального 

уравнения первого порядка в гильбертовом пространстве Н

fH '+ A (i ) i t . - f :C t ) , i> o  , «Г * )-* . , (i)
Ч

где линейный оператор А  ' //—■“ Н  имеет область определе­

ния Ъ , плотную в // , и



Л ~А*>■ \)£ > о (2)

Цусть существует такой линейный оператор Т : Н + Н  ,
который обладает следующими двумя свойствами:

1) если И и У решения уравнений

Л и  = ̂  ,

«  f  ,  ,  (2'  > 

где Р - оператор из И в гильбертово пространство X  , то

Р и  = тг; (2,/}

2) О О ^Я ' -Д Л

Вместо задачи ) рассмотрим ее приближение - зада­

чу Кош вида:

^  + Л Н ) * ■ - / & )  , ■ь > о ,

v ( o )  = J>Fteo .

Тогда погрешность 3- =  ТУ - Рьс будет определяться как ре­

шение задачи Коши:

+ А Н )*= £ U), t>0, *(с)-е(ти- и.), (4)



Имеет место

Теорема I. Цуоть линейный опэратор А С"Ь) в задаче

(I) имеет область определения Z) , не зависящую от t  и

плотную в Н' , является дифференцируемым и удовлетворяет ус-

згтшчш

, "б&Оу (б)

щшчем ’l) ве зависит at t  . Тогда, волк существует такой ли­
нейный оператор T d ) .* Н И  , который облапает свой­

ствами (2У ), (2* ) и постоянная ju. <  оо) , что

, - Ь > ° )  (7)

то для i'» V -  .Ргс будет иметь место оценка:

■Ь -ь £ ̂  А

J +  [ i f 4 *

*  a С8)
^eocp[{maoctyejo)]f(t-$)fl'f($)+£(o)l\ ol$ .

О

где |[ * II - норма в пространстве X  .

Если же оператор ^  - шстоянннВ, то оцраведшша оценка вхда:
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t a * */&
{  f t  гг- РиЦ U )*+о,5Ц f  [ i r - P u ]  d$/l* J ^

о о A

« / / j W K - t O / ^ Л  (9)

Доказательство; Проинтегрируем обе част (4) as 0 до t  

а затем умножим скалярис на зс(-6)  , тогда после некоторых
преобразований получаем

J  ^ *
II * ( Щ  +5 3(ftyffo*)*GMs> f

0 t
«о)

Интегрируя обе частя (10) от 0 до t  ж «сшльзуя неравенство 

(7)i будем иметь ’ ^

* *
/ h c v f A  +£(4 '4(*)№ tt)W )A  у 1Х т *<Ы $)*
о 0 0

*  * 1 ^ (II)

После несложных цреобра8ованкй,включая а згатегрировашге, нера­

венство (II) преобразуется к вяду:
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% *  

0 A ty  о

Применяя к последнему неравенству лемму Грануолла, сразу при­

ходим & (8). Если А - постоянный оператор, то (10) прини­

мает вид

•Ь

11&а)11А + £  ^  I t  *  ( £ ( ? « - и)> я )  • ( к )
°

Интегрируя обе частн (12) от О до *£г и применяя к правой 

части неравенство Кот-Буняковсщго, подучаем (9). Этим теоре­

ма полностью доказана.

В качестве применения теоремы I рассмотрим задачу

lit № “ )%£]+<((*)«-f a b ,  Xe(W,-6,0,
(13)

2* (о ,4 )  = гс (±>4 )  -  о  , и  (я, о )  = геа ( х ) .

Цусть коэффициента уравнения (13) удовлетворяют условиям (4), 

тогда в качества оператора Т  можно взять ошрагор Т  кв 

§ I. Оператор Р  будет оператором взятая следа функции на 

сетку . Тогда оператор К  определяется форлулой

/ ? V  ̂ ^  ( L  1У_ \ + d<*
\ А X. /X.



к очевидно, что будут выполняться условия (2/ ),(2//). Следова­

тельно для схемы метода прямых

vC<>A)= &(*><>)=F T ^ C K O ) ,

соответствувдей задаче (13), сцраведливы все условия теоремы.

I и из (9) следует априорная оценка
*
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/ f  t v -A t  Q }  \
° *  ° * \ * A  (I5 )

0 - 

Оценка (15) шесте с лемюй 2 убеждают нас в справедливости 

утверждения

Теорема 2. а) Пусть выполнены условия (А) с £  >1 из

5 If •'"* 5
£°>*> ’ 

ности схемы метода црямых (14) будет верна оценка:

О О •*

б) Цусть выполнены условия (А) с £>± , Ч^9ло ^ Ĵ Sb *
тогда дяя

погрешности схема метода прямых (14) будет верна оценка

(17)

< **/:& /
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где
^ -у -̂«8,

W /  - ( / ( f u ^ i ) ^ x )  % tt ) .
>wt  о о

При доказательстве данной теоремы необходимо воспользоваться 

результатами оглйдкооти обобщениях решений уравнений парабо- 

личеокого типа Чсм. [)сз] ).

§.3. Сходимость метода цряынх для уравнений 

гиперболического типа

Раосмотрим задачу Кош для абстрактного дифференциального 

уравнения второго порадка в отльбертовом пространстве И :

+ A (i)u  « фН) у i  > О
,  (В

U(o) = T/e , и ' ( о ) = и о ,

где А : Н  И  линейный оператор с независящей от £

областью определения J) , плотной в Н , црнчеы

А(4) = А*(4) »  > 0 .
Цусть существует такой линейный оператор Т ‘, Н  Я  , 

который обладает свойствами (2' ),(2" )§ 2. Введем в рассмо­

трение вмеото задачи (I) задачу вида

»(о) =  PT - U C , v-'Co ) = ( P T z i ^ o , (2)
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аде ТУ € JC ж Р - ошратор ив Н  в X  . Для погрешности

#  = гг- Ри из (2),(1) получав! олвдуццую эадачуКоии

&(о)=РТи0-Ри0 , &'(<>)=(РТи -Ри)', -6-0 у (3)

яде

•Ь
Ш )  - /Р ( т и * а ) ~  *"сь))(4-ю

W

Творема I. Цуеть выполнены условия теореш 2, §2 и уоло- 

вие перестановочности А №) со своей производной /4

Д Н ) А  *Н) = Л”?•£) Ж*У , £•» <?. (5)

Тогда дик разности It ̂ V- Pit. будет оцраведшша оцен­

ка

^  ̂  ̂ /V



Если А  - постоянный ойератср, то вместо (6) имеет место 

неравенство;

*  * т / т [ l  i B ( T - u . - ^ f u % f *  .
0

Доказательством Проинтегрируем обе части уравнения (3) 

дваадн по i> ,'азатемскалярно умножим на выражение 

X  (4) f  % ( \ ) № ) < А К  . тогда получим

0 Ь -Ь

i f « - ь т м ж й . ,  -£ о A ITJ

+ { ( Л Л щ ° ( « - 1 ) й № Ы * > ! с * - ь $ с ь ж Ж )+

+& ($Щ>А Jft) fA
0 -

Если проинтегрировать обе части последнего равенства ст & до 

£  , воспользоваться условиями теоремы и применить £ -не­

равенство, то в результате получим

Ь t  ^

о о «  (rj

1 t  „  . г <8)
< fe*»*» о) ]}[АА~*ш / t+

% *  

o 0

20



Наконец, интегрируя (8) по ~Ь ж применяя лемму Гронуолла, при­
ходим к ацркорной оценке (6).

Бели А - постоянный оператор, то (7) цршшмает шд:

■Ь -Ь t

& <-j§ - * ( Щ . М>«4),

откуда следует

||*1>«<4|*+||/(-И)*(Ы*£ < л[{  1? а)В*^ ]у*
О о

'[! 11 * 4̂ *1 Ч&̂ 1 {ll**>4l +о о о о$т$¥ о

t l f e - im r t f c  ] * ,о А

что и приводит к (6 ). Лемма доказана полностью.
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Замечаний, йв (8) следует (щенка

которая с помощью лемма Гровуодяа дает следующей результат



/ПАХ,
o * U T  о о Л G)1

Т

Т[£»>*х (рло) + ~ ]f£&Jll fi- Ы ^ К  * (9)

о

Дадим применение теоремы I к установлению скорости сходимо­

сти метода прямыхдля первой краевой задачи в случае уравнения 

гиперболического типа:

^  *>С
(Ю)

> 1 * 1 * , '  иГ̂ ) -

С помощью операторов Т  и В из § 2 строим схему метода 
прямых вида:

$  - ( i  ̂ ^ П / М ; Л

ТУ(о,-6) - Ъ ‘(£>-Ь)~0 i
(II)

Согласно неравенству (67 ) из теоремы I для погрешности £-  ̂ - F u  
будет иметь место априорная оценка

{ и У  а 5 ff(H )*<*> ̂  7/ *
С) о

У11 ^ (12)

«У?’/ / // (•- ■

t  ~  2



Неравенство (12) вместе с леммой 2,§ I приводят к справедливо­

сти следупцего утверждения.

Теорема 2. а) Цусть выполнена условия (А) из § I,

^  <'Х^ е   ̂ тогда для погрешности схемы метода

прямых (II) будет справедлива оценка:

/««с *  ‘ю>
oii$T ° °

'^Т
б) пусть кроме условий ив п.а) выполняются дополнительные условие

I*(*>!<& > у
© 4 *

аГ (л ) е и/, С ■£ )  • тогда для погрешности схемы мето-
et «4

да прямых (II) будет справедлива оценка

t e r  С *  ( к  > С k - i> m uS% ] f k  ■ И)

При доказательстве данной теоремы мы воспользовались результата*-
. v-,  ̂• .

ми о гладкости обобщенных: решений уравнений гиперболического ти­

па из [13] , гл.4, §§3,4.

§ 4. Сходимость метода прямых для уравнений 

эллиптического типа
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Раосмотрим первую краевую задачу для абстрактного дифферен­

циального уравнения второго порядка в гильбертовом пространстве//
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- A ( x ) u  = / ( Х )  , к е (о } 1 )  ?
л-ж . (I)

= v.c , 11(1.) ■

Здесь А (зс.) : Н  И  s - линейный оператор с не­

зависящей от &  областью определения Ъ , плотной в И , и 

удовлетворявший условию Л (Л-J = X  ^  ^£> О .
Предположим, как и раньше, что существует такой линейный 

ошратор IZV êj ; // И , кото|нй обладает свойствами 
С2/ ), (2" ), § 2. Вместо краевой задачи (I) рассмотрим ее "при­

ближение" в гшшбертовоы пространстве X  (более "простом" по 

сравнению с Н  ):

-~jT̂Z ~ A Ĉ)'ir=-f(<x-) > ^

ту Со) •  Р Т ч 0 , >

где вое обозначения имеют тот же смысл, что и ранее. Тогда для 

погрешности 5- = V'- буде̂ иметь задачу:

(з>

* ( с ) = Р ( Т ъ б -Чо)> * ( ф Р ( Т г е х- Ъ х)-, ,,

где

X i  ^ !3

V f c ) - J 7  j (4)



Формулу (4) можно переписать также в виде
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1
Г ( * ) = [ а с * л > Р [ Т ( г ) * ' а ) - , (4'>

г д е
г

а - $ ) х , * * < $  (5)

Заменим в уравнении (3) переменную -X на Sj , затем ушожим 

обе части на функцию £  (**, и наконец проинтегрируем по г? 

от О до i ^  тогда получим ^

а { л ) - Л к )  f  &(*, |  j  t { $ ) c / £ = - f +Ф( я)  • 
о ̂  0

f ( X ) + M &  (£ )-t -(i -X .)3 -(0 ) ,

Из последнего соотношения следует оценка

II *(*>«* -1 Г&  - /ег*ло «
I о (6)

ZllVlx)llZ f  /“ - J f l a G o f  ,< . ..
о

где предполагается, что

i

/и.= Лп,аЯ /GX^I>llA№ >ACt)|| . (7)
OSJC«l 0 г.  ■■

Л
О

Неравенство (6) приводит к оценке

1

1 * ( * ) ) *  в  <8)



Введен обозначение

п (х) =  « t a x  IlS’Ci)!!^ 
и с

тогда as (8) следует

aCl)^ A  m a x  // f C ^ 4
6 0*Х££ о

что с учетом (7) цриводит к.ацркорной сценке 

4 i

ЛЛХ,‘- I f c * -£(*))! & С * , Ч ) % С Ы $  1Л 4
03X^1
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i

(9)

В качестве следствия не (9) получаем неравенство вида
I I ■ к ^  I

] « f Mzp. -lev)
о 0 О (9 )

$  &  7ПЛ0С, // фсх.) l^(i~AJL)

Таким образом, доказана

Теорема I. Пусть линейный оператор А  (Я ) в задаче (I) 

имеет область определения D  , не зависящую от Л  к плотную в 
Н  , и удовлетворяет условию

гМ£*ЛодвД %?; > же.[с,1] 9

причем V* не зависит от X  , Тогда, если существует такой ли­

нейные оператор Т(ос.) 1 И  // , который удовлетворяет



условиям (2'),(2"), § 2л-вщщщо (7), то для будут

справедливы оценки (9),(9 ). Ваш же Д - постоянный оператор, 

то для &(х.) буир' йиет̂Лото неравенства

0 0 1 о (Ю)

Л f  !1 ? ( К) I/*' d x  .
о

Доказательство первой части теоремы приведено выше, а доказатель­

ство второй части следует из (6), полагая ft-С .
Рассмотрим применение теоремы I к оценке скорости сходимости 

метода прямых для задачи Дирихле в случае уравнения эллиптическо­

го
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где

&  * Ц .  [ * 9 > Ц Н< У> * - 4 ъ г >’

«гс ( х }р  - > (х > р е г  >
Г* - граница квадрата а ~ { ( х \ у ) : л€ (о,1 ), у е ( с , 1) } .

Используя операторе и Р из § 2 строим схему мето­

да прямых вида:

гг(я3о)ssfcx>°) > V'(3C> *~) - *•) (i2)

v-(o, у )  -  P T * ( f  (о, )) > v>(i,y)=PTy(f(±, •>).

Согласно неравенству (10), будет иметь место оценка



о о о a 'i '
<1 /̂<8i 

« i / i ( j ' | F f r {f(tt(s,.j)-ua>y ) ] ^ i } .
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Неравенство (13) внеоте с леммой 2, § I приводит х справедливости 

следующего утъередения:

Теорема 2. а) Цусть выполнены условия (А) из § I

Щ г )* ч £ (& ) тогда для погреш- 

нс&га схеш метода щшйос (12) будет справедлива оценка:

{ [h(olS*S ]■**}%
О  О • <)

<с£1
б) Цусть кроме условий из п.а) выполняются дополнительные усло­

вия тогда для погретассга

схвш метода црямпг (12) будет иметь место оценка

{ f  f*(t)£A+f ( £ fa  I \

При доказательстве теореме 2 необходимо воспользоваться ре­

зультатами о гладкости обобщенных решений уравнений эллиптическо­

го типа Соы. [ э ] , гл.З, §§ 5,10).
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