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АННОТАЦИЯ

Исследуются неограниченные решения (т.е. не существующие в 

"целом") задачи Коши для полулинейных параболических ура­
внений. Дня общего уравнения с выпуклой нелинейность» методом 
операторного оравнения определены условия неограниченности его 
решений. С помощью построения' верхних и нижних решений уравнений 
с некоторыми частными видами нелинейностей устанавливаются огра­

ничения на краевые данные, обеспечивающие глобальное существова­
ние решений. Для уравнения с логарифмической нелинейностью опре­
делены условия существования локализованных неограниченных реше­
ний и дан метрд описания эволюции их структуры с помощью постро­
ения автомодельных решений соответствующей "усеченной" задачи.

Ключевые слова и йпазы: операторное сравнение, верхнее и 
низшее решение, локализованное неограниченное решение.

ABSTRACT

Nonexistence of global solutions of the Cauahy problem £or 
semilineax parabolic equations Is Investigated. The conditions 
of nonexistenoe of global solutions for these equations with 
convex nonlinearities are determined. She conditions for exis­
tence of global solutions for some equations are determined with 
the assistence of building of upper and lower solutions. The con­
ditions of exlstenoe of locallzated unbounded solutions for the 
equations with logarithmio nonlinearity ars determined. The me­
thod of descrlbtlon of evolution of there's struoture Is given 
with the assistance of similarity solutions of the appropriate 
"abbreviate* equations. ■

Key words and phrases:operating оomparison, upper and lower 
solutions, locallzated unbounded solutions.
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Введение

Настоящая работа посвящена исследованию неограниченных реше­
ний задачи Коши для полулинейных параболических уравнений

и* = £s.u + QlCû  , , u.>0 ; QLCo> * О ,
uco.x') = u.oCx'i VO , , u0(?e)6 C((R.M) . ^

Неограниченными решениями задачи (A) мы называем такие реше­
ния, которые обращается в бесконечность за конечное время.

Уравнение (А) щи условии (Цой = ОЛИ * О , Q.(u} 5  О 
при и. > А изучалось в известной работе [29} и в большом коли­

честве последующих работ, которые посвящены распространению бегу­
щих волн в биологических, хюшческих и других процессах.

В отличие от этого вдута работ в рассматриваемом случае ог­
раничение на рост 0.(11) отсутствует, что в ряде случаев приво­
дит к появление неограниченных решений (в тержнологии [l3]-[l5j

- режимов с обострением).
Отметим, что воцрос о неограниченных решениях уравнений па­

раболического типа рассматривался рядом авторов в связи с пробле­
мой существования решений в "целом" [1],[4],[9].

Наш интерес к неограниченным решениям связан, прежде все­
го, с целым рядом их необычных свойств. Так, в работах [12]-[1б] 

на цримере одного частного случая уравнения и.-* =

+  Ц.0Л » к (и }>0 п»м а >0 , кQft«О  
было показано, что развитие режимов с обострением приводит к ме- 
тастабильной локализации тепла и горения в нелинейной среде, об- 
разавани» и взаимодействию тепловых структур (если U. - темиера- 
тура среды, КОА - коэффициент теплоцроводнооти, О.(.а') - мощ­
ность источников выделения энергия). В данной работе некоторые 
аналогичные результаты получены для случая полулинейных парабо­
лических уравнений.

В работе определяются достаточные условия неограниченности 
решений задачи (А) в зависимости от функций GK.uC) и . Ус­
танавливаются точные оценки сверху для времени существования ре- 
аешВ (величины TQ). Рассмотрен также воцрос о существовании в 
"целом" решения некоторых уравнений типа (А), которые в то же
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время (в завнсЕмооти от U.oC*0 ) допускают и неограниченные ре­
шения. Для уравнений (А) специального вида получены условия ло­
кализации неограниченных решений (§5), резонанасного взаимодей­
ствия элементарных возмучений_ (§ 3, п.З) и дано описание асимпто­

тической стадии (при ± -* То ) развития неограниченных ревений 

(§ 5).
В § I формулируются вспомогательные утверждения; в частно­

сти, теорема сравнения решений различных параболических: уравне­
ний ([5], [б],[12]), которая позволяет распространить некоторые 
результаты настоящей работы на широкий класс квазилинейных урав­
нений.

В § 2 методом операторного ораваенЕЯ решений различных урав­
нений получен следующий результат:

Пусть IT O'* = < 0 0  при Зч> О
Цусть, кроме того, ОГбА 0 при всех а> О • Если

то решение задачи (А) является неограниченным. Дня доказательства 
этого утверждения выводится одациальная поточечная оценка реше­

ния.
В §§ 3,4 методом построения верхних и нижних решений урав­

нения (А) щи Q.Cu-> = а* и ^ 0 + U-4) ссответ*вен-
но определяются условия на функцию UoC*-') > обеспечиваицие
неограниченность или существование в "целой" решений вадачи. В 
§ 3 также рассматривается задача резонансного взаимодействия 

элементарных возмущений, постановка которой непосредственно «вя­
зана с результатами работ [143-116]. Установлены оценки энергии 
и линейного размера сиотемы, состоящей из двух одинаковых эле­
ментарных ( S' - образных) возмущений, обуславливающие их слия­
ние и неограниченна рост решения в сочке симметрии сиотемы.

В § 5 исследуются условия локализации неограниченных реше- 
нтй уравнения

«  U * *  -v ( a + v O  + , $ > 1  (В)



В соответствии с [13]-[15} локализованный* наанвяются сакве 
неограниченные рвения, которне обращается в бесконечность ва 
множестве конечной меры (со есть функция и.(Т0 существу­
ет всюду в IR.' \  &  , где mesG-  <  00 ).

Доказано, что щи f е С1 • О  решения не являются лока­
лизованными ( иСЕЙ = 00 всюду в "R? ), щи

£ =  2. и.(То,ж} =  оо на шожестве из Ж. с мерой
равной 2тс и щи £ > 2 .  неограниченные решения обращаются 
в бесконечность на множестве. меры нуль (например, в одной точ­
ке).

В § 5 также выясняется воцрос о структурой устойчивости 
неограниченных и существущнх в "целом" решений уравнения (В). 
Доказано, что щи t  —* Т0 асимптотика неотраниченннх реше­
ний описывается временными закономерностями автомодельных реше­
ний следующего "вырожденного" "усеченного” уравнения Гамильтона- 
Якоби

U *  =  U ^ . / 0 + V l ^  +  (л+\А ЬгО-vuTi (С)

прячем щж t -  T D структуры автомодельных представлений этих 
решений совпадают. Аналогичный вывод сделан для решений, сущест­
вующих в "целом". Установлено, что эти решения при -t—*00 имеют 
в качестве усеченного (во уже не вырожденного) такое уравнение

£

u~t =  a * * , -  u t / O +  + («ииьвп.(л+1£> ,§>ъ.  (J0

Структуры существувднх в "целом" решений уравнений (В) и (Д) сов­
падают. Таким образам, асимптотические характеристики решений ура­
внения (В) совпадают с временными закономерностями автомодельных 
ранений совсем других уравнений. Заметим, что точных автомодель­
ных решений, в построении которых о&гано состоит традиционный ап­
парат исследования, уравнение (В) не имеет [21]. Приложения 
я исследование эффекта локализация можно яайтх также в[31] -[39}.

§ I . ПОСТАНОВКА. ЗАДАЧИ И TEOFEIH СРАВНЕНИЯ

I. ИоОТаЫОВКР яяляни

*■ v ичМ
Рассмотримв =  \.0 ,T,j х 1К. задачу Еош для урав­

нения

Ш  И =  UL* -  ̂ UL-tXCii) =  0 , 0 =  (1>

7
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о начальным условием

иСо.х')* ио(?й >0 , х «(Х4,...,хмГ)€'Б!1 (2)

Будем очитать, что функция йОГ) в  уравнении (I) опре­
делена для u > 0  , Ql(v£> > 0  щи \х> 0  , 0 .(.<Л= 0  и

QlOi) £  G l( t m , ooY) для V  m  >  О . Также
предполагаем, что функция и.о0 *^ в (2) цринадлежит класоу 
СОВ?"} | причем \\ и.в(?е>\\ <  »© , где символом
U • Ц обозначается норна в С по цространст-

ву ЗЕ̂ , так что \\ U - C t . ^ W ®  и.(.*,зЭД

(в зтом выражении -t фик-
сировано).

Определение. Решение задачи (1)-(2) называется неограничен­
ным в . если \lU.tt,oe>\\ < « >  при VttCO.I^)

и u.Ct.x'iW а °в . Конотанту То в этом случае
будем называть временем существования решения. В соответствии с 
терминологией, введенной в [13}-[15], неограниченные решения бу­
дем также называть режимами с обострением, а время существования
- моментом обострения.

В этом параграфе будут определены условия существования не­
ограниченных решений задачи (1)-(2).

Необходимым условием существования неограниченных решений 
(см. критерий Осгуда [II ) является ограниченность интеграла

Г О Г »  0 * /QlCzN> , ^ > 0  . (з)

При этом дои *£о справедлива оценка снизу

Т0 >  F (й& ) , ай = . (4)

В том случае, когда U§. , установление фак­
та о неограниченности решения задачи (1)-(2) является тривиальным 
и справедлива оценка сверху

То 4Г (о *»у  . (5)

Вследствие этого будем считать, что аВ. - О (этому условию удов­
летворят, нащимер, финитные функции: m e %  suupp U.0Qx) <.©©').



Отметим, что функции (3) при V m  >  О удовлетворяет вклю­

чению С3 »°°V) •

2. Теоремы епаниатм

Здесь будут сформулированы некоторые вспомогательные утвер­
ждения

1. Оценка решения снизу в области с криволинейнями границами.
Обозначим через Цт* область, заданную неравенствам* 

0 < t < T  , Xi(M) < *i< ,
где функции щ , atj - не пресные. Через оЦт обозна­

чим ее параболическую границу.

Демма I. Цусмгь u(*,x^ € CV1= ( Q u T  ̂  - Решение задачи

(1)-(2), a С*,*}€ <%*,<&?'\ш г ) п с ( й Т )  , н*.
щжчем и.(*,х  ̂>  ХСЬ.жЪ ИР* всех ct ^ e ' S H * .
а в Щ.*' \  "ЬЦ*' выполнено неравенство Л\ 4 0  • То:г"

да u,Ct,*V> »°ВДУ в •
функцию VOt.x^ в соответствии о МДгЭДгЗ-} будем назы­

вать ншшзим решением задачи (1)4 2 ) в л .
2. Аналогичная лемма имеет̂место вгрк оценке решения сверху. 
Лемма 2. Цусть UCt}̂ )_£ CV„* С OlT* 'i - решение задачи

(I)-(2), a € С & СН^ \  Ъ & Т  ̂  П С > , причем
_  UCt,»') щи всех Ct,at> 6 ’ВЙ '̂ , а в

выполнено неравенство Al-tfC-t.x) • Тогда 

aft.x') ^  ̂ й ^ващу в Н ® ' •
Функцию <ох-Ъ,яГ) будем называть верхним решением задачи 

(1)-(2) в . Заметим, что область Ид*' монет быть неог­
раниченной по отдельным направлениям, а тапке совпадать с .
Доказательство леод I в 2 проводится методами, изложенными, напри­
мер, в [4], 15].

2. Сравнение с решением другого уравнения. Рассмотрим в Q.Vj7 
две задачи Коши для равномерно параболических уравнений ( V =^,2.) 

СА (Л  CV> г<$) <з> $ ) О )

' D t ж ( V   ̂ »  U  Свг ,VTJ ,  LV ) (6)

о начальными условиями

tr^Co.x  ̂*UrJfefi»Q € С (R* V  (7)



Будем считать функции I» С\>»с\»̂  , Диффе­
ренцируемыми но всем аргументам. Сцраведлива следующая теорема 

сравнения. (V) , »ж  <$ <Й
Теорема I. Дусть цри V = ЛД U  €L Ct,stV.VsL'E),‘6i %,’йо 

щи всех х.€ 1 C 1 . Дусть, кроме того, для всех функций

. Тогда u ® W > >  A t , * ’*
ВСЮДУ В t a l i  •
Доказательство этой теоремы проводится методами [4] . Теорема I 
в ряде случаев позволяет сравнивать решения таких уравнений (6), 
операторы которых удовлетворят условию

. =  x w c »  +  г а . ы л  ,

в котором функция Е, не зависит от • В противном
необходимо иметь поточечную оценку UV®* через vOr в *0г 

Такой подход к сравнению решений параболических уравнений излага­
ется ниже. ж ^

Рассмотрим в Ql>e две задачи Коли для равномерно пара­
болических уравнений (v =  \,2')

t f = a f t e S  -  Л Л с , Л \ й№( Д  (в)

с начальными условиями (7). Будем считать, что г̂рттт к (jcy> > 0  

при -О"»0 , к̂Ч-ег)6  C*0-m >««S),Qt(tj)€ CXlm,°°>) для\i щ > 0  . 
Для вывода ащиорннх оценок отаршей производной нам понадобится 
следующее определение.

Определение. Начальное распределение в задаче (8),(7) щи

V - 2. назовем критическим, если всвду в справедливо 
неравенство

Леша 3. Цусть ЧГС̂*У€Сл&0^ПС(ВО, гдеТй.0 (.'|3о) “

,'Qr®>C t ^ e C ^ ( C L B ^  •
Тогда для критичности тачального распределена (7), V=2. необходи­
мо и достаточно, чтобы в Ж Ы было справедливо неравенство

10

X ^ t T o V 4)') *  С?Ы в* > 0 . (9)

Сдаястаие. В тгмиатаипг лнши 3 трасту в справедлива

поточечная оценка старшей производной (лапласиана) решения задачи 

(8),(7) (у-£) через младшие



(v'Cr^V- . (ю)

На основе оценки (10) формулируется следуицая теорема оравне- 

ния по коэффициентам. л\ »* . цы . и̂.

Теорема 2. Цусть tr ^ ,'O0t,^)6Ct>xCQ.T Л
и краевые условия (7) для V -2. являются критическими (при атом 

\>оЧ*}€ Са0 * М>  )• Цусть, кроме того, справедливы неравенс­
тва

> 0  , «.«ВТ  ; 

кс‘\ ^  -  k V >  >  О , [Лг )/к С ^ 1  *  0  , (и)

-й %^/к %о г >>0 , 0 < ’»у < ° «  . (12)

Тогда /O^CVvX} >  'O’
Уравнения (8) в приведенной теории сравнения решений выбрани в 
качестве модельных. Изложенный метод работает в других, боте об­
щих, ситуациях( И , [123).

§ 2. ОБЩАЯ ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ НЕОГРАНИЧЕННЫХ 
РЕШЕНИЙ

I. ОДшяя теорема

Наряду с задачей (1)-(2) рассмотрим в Q/ j  задачу Кош 
для уравнения

tT* =  Д-УУ (13)

о начальным условием (2). Решение этой задачи представимо в виде

■ ЛУСЪ*') =  ^ Г( t , ^  U 0(x+  ̂  <Ц , (14)
ГО* >4

где г(Л,\}') - Фундаментальное решение ошратсра тешгацроводно-
сти

**\k/SL
U ( t . ^  =  (AmiS exp^- m V c w r t , о , 4  sTB^.as)
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Цусть E(p/t} - некоторая функция, осуществляищая при хаж- 
дом (Ъ ЛО отображение множества ^р: на себя. Цусть,
кроме того, это отображение монотонно и дда V m - > 0  ECp.tr-) е 

C p’TrCttn»eo'>,tCQ»'lV) . Функция ECp.'t') (пока неизвест­
ная)* будет использована ддя операторного сравнения решений задач 
(1)42) и (13),(2). Суть этого метода сравнения состоит в следую­
щей. в результате замены

»  E C l K t . x ^  , CI6)

уравнение (I) применительно к новой функции ТЗ приобретает вид

*  & U  + L E u u / E o K ^ )  +  (й(£')--Е*')/Ец (17)

В овиу теоремы I, § I сравнение решений уравнений (13),(17 (пока 
без учета условий на краевые данные) имеет место в той случае, ког­
да цри V  (р ,т)

(р .t:') > 0  . ТЦесдоь- £ « ( № ? > > &  . (18)

Дета 4. Цусть функция Ql(v£)b (I) - выпуклая (то есть 
> 0  при и.> О ). Тогда функция

=  Б” '(ЕТф-'О (19)

является решением системы обыкновенных, дифференциальных неравенств 
(18) (функция; Е" определяется формулой (3)).

ДоказательствоJ функция (19) превращает второе неравенство 
(18) в тождество. Шрвое неравенство (18) запишем в эквивалентном 
ннде

+  a ' C F ’c r c p i - ^ r V  о .

Щ® tr*0 эго неравенство превращается в товдество. Поэтому оно 
ВЕШОЛНЯеТСЯ в силу выцуклооти Q l и монотонности F  ( F  - ионо­
тонко убывающая). Леша доказана.

Оператор (19) оставляет в неподвижности множество, соответст­

вующее v =  о . Поэтому IXCs.x') S  В справедливо сле­
дующее утверждение.



Теорема 3. Цусть функция Ql(u^ в  уравнении (I) выпук­
лая. Тогда для решения задачи (1)-(2) справедлива оценка в

FC'O'C^xV) - ,  (20)

в которой функция вычисляется по формулам (I4)-(I5).
Яямдуятгй. Неравенство (20) эквивалентно следующему

F С'О-Ск,̂') - F ^  4 . (20 )

Цри QlOA »  uf, ^ > i  F O ^  - з ^ /Ct-to , *  >Ъ
z неравенство (20 ) принимает вид

i f * - X L *  >  (21)

Это неравенство dam также получено в ^71~183 способом, отличны* . 
от щиненяемого здесь. t

Символом .\\п будем обозначать норму в X  (ДЦ ̂  , ш
что

* И<*ЗД>\<Ч
m

На основе неравенство (20) сформулируем следующую общую тео­
рему существования неограниченных решений.

Теорема 4. Цусть ITftft * 00 • Пусть, кроме того, й."(ий>0
при V и. >  О и выполнено предельное равенство

Ьзгс\ Й14* / Q l C ^  в <0 <  оо • С22)
« — G

Тогда» если функция (2) удовлетворяет неравенству
н/2

>  1*КЫ<й] , v (23)

то существует такое Т0 <  «» , что в 0.^' решение задачи
(1)-(2) будет неограниченным.

Доказательство. В силу условия FCt^ ' - 0 0  из неравенства (20) 
следует, что UC^.'x) не срдаствдет (неограничена) в тех точках 

Otic1 , в которнх FQ»Ct,s£f) -'t £  Ф . Лнализнруя асимпто­
тику §унвдвн FC'O’C * , * ^ / V  щи \ -* оо , получим, что

13



, *i±2 .
fcro F C t r t t ^ V t  -  l\u0CxMl, > { 6  N /GtfeM ,
t-*oo
откуда в силу (22) я (23) следует утверждение теоремы.

Следствие. Как следует из веравевотва (23), в случае, когда 

Ш - О , любое начальное возмущение о W vXo^Wi >  О приведет к 
существованию неограниченного решения (этот же результат доказан 
другим способом в [8] ), щи 0>е(0 ,оо) появляется понятие некото­
рой минимальной энергии: ViU*(ji5>\'U>t2srtJa>lM / 2  и лишь цри 
(й - вопрос о неограниченности решения задачи (1)-(2) ос­

таётся открытым (не асимптотичеокий анализ неравенства (20) будет 
проведен в следувдем параграфе для одного частного случая уравне­
ния (I)). _

Замечания. Для случая Ql(u )=VL , 1 теорема 4 устанавли­

вает неограниченность любого (tyVLofrVh решения задачи (I)-
(2) щи Ь €. О- .(N+ft/vO . Этот же результат получен в [7] (см. 
также [9j-[ll], где такой результат получен для частных случаев 
N  и f ); в [22]для случая и Н - 2. доказана неограничен­
ность любого решения при $ - С.Н*£)/^ . в [30] проведена клас­
сификация некоторых шетодов отыскания неограниченных решений.

2. Наогпаиичйнян» вешания некоторых квазилинейных
УЦЯТП̂ЯНЦЙ

I. С помощью теоремы 4 мы распространим некоторое результата 
предыдущего пункта на квазилинейные(уравнения вида (функции К и 

0| удовлетворяют требованиям на »v и О?* в (8))

•0̂ *  ^ 1'Схг) =  V  ( k Q c • (24)

Рассмотрим в Ql*t ̂  задачу Коши дяя уравнения (24) с на­
чальным условием (2). Тоща, сравнивая решение этой задачи с ре­
шением исходной (1)-(2) в польэуяоь при этом теоремой 2 , получим, 
что MCt.at'i vaCJt.ac^ всюду в 0 ^  , если функция ц.0(_х̂ явля­
ется кргенческой в Ca(4R* OXoV) PiCCWJ4') и выполнены неравенства

, к > О » <\0?'> >  Оф , 0 <р<оо .(25)
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Выполнение всех этих условий обеспечивает неограниченность реше­
ния задачи (24),(2) в том случае, если решение исходной задачи



15

также неограотчено. При этом время существования tJ'Cfc,*.') не цре- 

восходи® То функши и.&.х') . Например, если выполнены неравенства 
(25) и , то любое критическое начальное рас­
пределение (2) приведет к неограниченности решения задачи Коши 
(24),(2). Это утверждение прямо следует иэ теоремы 4.

2. Ниже мы определим один класс критических начальных распре­
делений. Предварительно заметим, что критичность функции U 0tx} 
обеспечивает неубывание решения задачи всюду в • Как сле­
дует из неравенства (9) все критические функции и.й(?£> 6  
П С (Ж'*') можно подучить из уравнения

V  (k Cu .o'w i u ') +c\tu.<r> =сЦ.х> , х еЖ* , (26)

в котором dLCx> - произвольная неотрицательная функция. Ш огра­
ничимся рассмотрением зависящих только от l\*A и монотонно убываю­

щих (т.е. U x i & . o i ^ a a X i  почти венду в 0^  ) кри­
тических начальных распределений. Этот класс описывается уравне­

ниями

^ + Ц М  ,*eTfc.\, (26 )

в которых g. - U-3CW , а функция S'Cu-e'i - неотрицательная 
Щ® U.0e (О.оо4) , и краевыми условиями

Рассмотрим одномерный аналог задачи (26 )—(27), т.е. случай 

N = 1 . Положим для удобства S' = !4VÂ «\(Uo'> ,_где функция
£ неотрицательная и удовлетворяет цри воех 4  ц.т неравен­

ству - 0

1 " QlC V > A fej >  Q  .

Тогда задача (26 )-(27) всегда имеет решение и с помощью функции

”**о

r , » -  L " k C4> W i *  (28)

0 * * 4 Ц .



ее репеню записывается в вкде UoO^> а R f  . Из (28)
получаем, что при_ фиксированном uji, всегда выполнено неравенс­

тво RffOtY >  при■ . Таким образом, в
класое монотонных симметричных критических начальных распределе­
ний с фиксированным максимумом минимальным является решение ста­
ционарного уравнения (£ s O V  Для этой оценки введем обозначение 
U.0(x) . Нетрудно показать, что Ub(.x) является вообще минима­

льной среди всех критичеоких начальных распределений, удовлетворя­

ющих условию u.0(jS)>u^n • Отметим некоторые свойства минимально­
го распределения. Например:

те&ъифф u ^ O O  =  2 R 0(o^, llUe(?$l\,= \ (29)

Таким образом, дня тсго, чтобы начальное распределение о фнх- 
оированннм U.& обеспечило рост решения всюду в оке
должно обладать нсоителем и "анергией" не меньшим, чем вычисляемые 
по формулам (29). ¥

Особенно просто выглядит функция (28) щи £ = 0  в случае 

кСрЪ=А н

R o t o  =  u S ? " * *  и с **<Л ,((И \ ,

где у = (. >> / U.m .') , ftvj От, - неполная бета-фун­
кция '

ВцОт.п-') *  >̂т '(\-Ф  •
В этом случае __ лЛ(г у х
те* «идо и£(х') ■U &  rC^vf)> /  Г(С*-и)'* Чг) ,

UUa(xH, «  ^ ^  •

§ 3. ОРЕШЕНИЯХ ПОЛУЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ Ut»MJl+U*.

?
Рассмотрим задачу (1)4 2) для случая О.Ой - U. . в этом 

параграфе методом построения нижнего н верхнего решений указанно­
го уравнения будут подучены некоторые оценки его неограниченных н 
н ограниченных решений, фи этом для анализа свойств будет исполь­
зовано неравенство (21).

Пусть функция U.qOc-') в (2) зависит только от Ц-эс\\ . Тог-
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да уравнение (I) в результате замены й.=\1х\\ приобретает вид

17

йи. - ' Ijfe)- u N o  , $ > 1 . (30)

Еаосмотрим задачу (30),(2)

I. Построения тятя-го решения 

Рассмотрим в »  (0,Т*х функцию

u f t . - s - C r - v ^ e C S i  , -

Дуста gCi') € Сг(Л'̂  н симметрична относительно цреобразо- 
ваяия |,~» - §> . Дня того, чтобы эта функция была в 1R
нижним решением уравнения (30), необходимо, чтобы в (&1

^с С ’в 'У -^б Ч -^ё ^Ч о  , С ' з О  • № )

Положим Q C O  - А , где константы Д> О Д >0 бу­
дут определены позднее. Неравенство (31) после долевая обеих его 
чаете! на 0 С|̂> принимает вид

(АА+Ъё?* / ’e x p K ^ С  У * 2«*Н +  .

На основе анализа этого неравенства формулируется еледувдая тео-

Теорема 5. Цуоть в задаче (1)-(2) начальное раоцределенне та- 
ково, что в IRH ------—------------

где Т > О , <*>0 , Л >  t2AH*0^-iS ] 1/(4А*(Л .
Тогда существует такое Т* 4  Т , что в решение задачи
неограничеио, причем сщ̂ведлива оценка

>  (T-iS * А ехр̂ -<кйа\\г<̂г -t^ 1 > C’t.x') € .
Из оценок теоремы 5 получается уже известный ре­

зультат о неограниченности любого решения вадачи (1)-(2) с 

Bu.oC*')tU >  ̂  4 я ф<(У**£)А* • Д*и этого достаточно показать, 
что функция , определяемая формулами (14)-(15), будет
по истечении конечного времени удовлетворять условию последней те­
оремы.
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2. Построение верхнего падания

Как следует из теоремы 4 (см.замечание к ней) ограниченного 
верхнего решения уравнения (I) при £<.(н+£>/М построить нельзя. 
Рассмотрим случай £>СЦ+айЛ1 . Верхнее решение уравнения (30) 
в Q u  будем искать в виде .

— ,  -(НУ- _  -*/а.
uct.x') =  CT+t'i eci') , ,

где 0 C V )  -  8 (rV> и QCl.'i 6  'i . Для того,
чтобы эта фунхция была верхним решением, в ^  должно выполнять­
ся неравенство

о . «г,

Положим ®С^> ■= Л ахр 1^) * где Л >0 , dl>0 . Неравен­
ство (32) в этом случае приобретает вид

2d, VI - V C f ^  ,

откуда выбираются величины коэффициентов А и ^  . Таким образом, 
доказана следующая

Теорема 6. Цусть в задаче (I)-(2) +  и  пусть
начальное распределение таково, что в ^

u-oto *  Т Т' }

где '<ск 4 А/Л , 9>
Тогда решение задачи существует в (Х<*> . причем оправедлива оцен­
ка (-о-лЧ1 _

u f+ «  (T+ii А еаор̂-А^  C E + t S  .

Замечание. В работе [7](ом. также[9]) другим, белее сложным . 
способом, получена оценка теоремы 6 для частного олучая do=l/ 4  .

3. Некоторые опенки

Рассмотрим неравенство (21). В § 2 установлено, что, если 
при некоторых 0СрЛ_д выполняется неравенство

, то решение задачи
(1)-(2) будет неограниченным, причем То 4 t . Это же неравенство 

позволяет определить величину х* , т.е. координату точки, в ко­
торой решение стало неограниченным в первую очередь. Переписывая 
(21), с учетом (14)-15) получим неравенство
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X = \ ех^-П н»*/^^ и.ь(*+ 1̂ <Ц * 'л t (зз)
®-м w/a -Cv^'

где М =  (AicV С?-^  . Точно решить (33) удается в самых
редких случаях, поэтому возникает вопрос о приближенном его реше­
нии для некоторых частных начальных распределений (2).

1. Анализ элементарного воацдоиия. Зададим ИоСх} в "эле­
ментарном" виде: U'tx') а $  при \V«A\ ^  й. н u.o(?£)w O
при \\х\1>  й. , где 8 - > 0  н 0l > О - заданные константы.

Используя оценку , получим для интег­
рала X  в (33) оценку снизу

I >  \ U.0fc**v£*4 > &  .

Очевидно, что в этом случае х *=0 • Предположим сначала, что
-fc* > а* /А . Тогда % =  0l и верхняя граница времени существо­
вания решения определяется, из уравнения

1 = М V  ̂  , М,= Л * .

Для некоторых р это уравнение можно решать точно. Например, 
при £  = 0 l+2V H  , V* = Мл/(йОо(?£>^-М^ ,
для jk* C A + n V C 2* N ^  получаем -к*» »

для ^  = f e v n V  C'+nS V  * \}АИйи»ФУЦtl O t M U o C x N U V M ,У* 
н т.д.

Цусть теперь -t* Q. /А . Тоща Ь - 2.tV* н решение не­

равенства (33) (при х = 0  ) определяется по формуле t* =

» I ЬЛ/М4.&а0(х^Л? ' 1 . где M a = aM M /C«+2> j ^ (.tЗаме­
тим , что эта оценка сцраведлива лишь цри IWJUtotW Ч 0?/4) M / b 4t .

2. Для оценки времени существования решения можно воспользо­
ваться цри̂> 1 несколькими членами разложения интеграла Т по 
омвмвш 1/ t  . фи этом предполагаем, что функция Ц.0(х}
является финитной. Тогда получаем

I = Ha0(x)lU+it-tf О ^ ,Е*о» W lW?K<4 .
Коэффициенты Е** суть момента начального распределения от­

носительно точки х= 0  . Фиксируя в последнем выражении t*»i, для

Н___5_
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£  = (N+^/(N+2') подучаем решив (33) в следующем виде 

■t*as(>4 + E aVttW»W4i * 318 о1» ® ®  справедлива цри И и* СОМ,> 

М+Е» .
3. Взаимодействие элементарных возмущений. Зададим функцию 

в виде двух "узких"элементарных 
возмущений, сганетдатх относи­
тельно точки х -0 (см.ряс Л).
Напршер, пусть U*(?0 ''•ехр

МС*,-м(?чх£ ■*...+зсЗл\ . 0.>0 . 
цустъ энергия каждого из них равна

ttU0(*>«U/2. . /  Р»0*1 ~ х '
С точки зрения вопросов, рассмотренных в [13]-[1б], цринца- 

пиальной является задача определения условий их резонанасного вза­

имодействия, то есть определения тех требований на О., \\U.„(*)Ut» 
выполнение которых обеспечивает неограниченный рост решения в точ­
ке х= 0  (взаимодействие возмущений), а не в окрестностях их 
первоначального задания (отсутствие взаимодействия). Нетрудно ви­

деть, что х£ = ... = x t  = О . Поэтому интеграл в (33) можно 
считать равным

I  = [*u«(.x)W2 llexp\- + exp^-0ti+ o-')i/4^ \]

функция X  достигает максимума по Х1 в точке х, ■= 0 щи 
В зтон случае m a x  I = . При \ < a V 2

взаимодействие невозможно. Корни неравенства (33) обё-
опечивавщие взаимодействие возмущений, определяются условиями

N/2-Cf.-A')
-t Vi (34)

Djh f,- (n*£)/n уравнение (34) решается точно, его корень 

•fc* =  0.V4 2*(tUo(=«}Ui/bO имеет смысл цри >М  . Учи­
тывая второе условие (34), а также условие существования неогра­
ниченных решений (см. теорему 4), получим, что резонансное взаи­
модействие возмущений осуществляется при

Ц/м tt/2,
(а-scW) <  « C2itN') e x p  \ .

Заметим,, что эти условия не содержат линейного размера систеш - 
величины Ol , а зависят только от ее энергии

Цусть теперь . Тогда резонансное взаимо-
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действие осуществляется при всвх̂ ^

0 <  Wu*tx'>\\1 * M ( a W  * ' e x ? W 2^ •

Резонансное взаимодействие ддя £> >(М^д/Ы осуществляется, 

если выполнены неравеиствд • i-Gfr-i?

MLoVaCmA-Cv^)]"* взЧ>1“ 3-+̂ 'i4liao(.x')\\̂M(o-Vi) exp ̂/2} .
При этом сцраведлива оценка (N^  ~ (>-') ̂  . Ограниче­

ние снизу на энергию возмущений связано о условием существования 
неограниченных реиений при £ > ( u * a V N  (см. теорему 4).

§ 4. О РЕШЕНИЯХ ШШШНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ Ц* = МХ+СДИ̂ЬгОни.')

Рассмотрим в О̂Г' задачи Кош (1)-(2) для случая Щ\£) - 
=  ( U u ^ W ( l + a ^  , \ . Исследование этого уравнения
представляет большой интерес с точни зрения вопросов, рассмотрен­
ных в оледущем параграфе. Поскольку в »тсм случав функция Q.(i£) 
выпуклая, <°° цри Эч>0 и Е'(0') - оо (см. (3)), из тео­
ремы 4 следует, что цри р < ( N + S y u  любое начальное воз­
мущение с 1и«ДОк< > 0  приводит к существовало не ограниченного 
решения, ща $=(н+£)/Ы и (̂ ^̂решение также ста­
новится неограниченным и лишь при ф N  пока неизвест­
ны условия существования неограниченных или ограниченных решений.
В этом параграфе методом построения верхних и ннжннх решений бу­
дут подучены эти условия.

Цусть И0(х) является функцией только Цх̂ . Введем новую 
функцию + U ( t ,-X.Y) , которая является решением
задачи Кош для уравнения = ftxAV)

Ш  = Х ) ± - -и '* 0  . ( 3 5 )

с краевым услошем в WO : \J^o>-3^e\J0t£>=^*vO + VVo(^ . .

Дальнейший анализ будем проводить применительно к этой задаче.

I. Построение нишедо..вешйВДя <*-а>/аС%-г>

Рассмотрим в ^ ,

где Т >0 , Ol >  О - некоторые константы, функшт

у с *,л - c i - ^ ’e ® ,  .



Для того, чтобы эта функция была нижний решением уравнения (35) 

в Ц £ , необходимо, чтобы С*СС-о.,а')') н

при V ̂ 6 . С-а,аЪ . Обозначим h t o  =(T-V> и будем ис­

кать функцию ©  в вида 8 ( &  =  А(лг-|,г'} , где Л >0 • То­
гда неравенство принимает вид

- U h C -ОЫ+aVcj-ol + §f(A** дЧ> * V -  »  й •

На основе анализа этого неравенства формулируется следующая тео­
рема.

Теорема 7. Пусть в задаче (1)-(2) начальное распределение 
таково, что в 1RM выполнено неравенство

u*(x>>  e x p ^ T С?>А 1 ^ - \М1тС* - 1  , ш  < a  ,

22

А>(2- 2. Л + .
Тогда существует Т0 ̂  Т такое, что в QlTb решение задачи 
неограниченно, щшчем справедлива оценка .

Uft.x'i >  ехр\ (.Т-V}̂ 'ДоММ1 ( T - t f 1' С?’1̂  - 1  .

2. Построение верхнего решения

Верхнее решение уравнения (35) будем строить при (N+aVN . 
Рассмотрим в функцию

Цусть 9 (|^)€. С.г($0 +^ . Функция U&,*>> будет верхним ре­
шением, если в выполнено неравенство

|р  §  У+ (Т+О jih ®  +  • (37)

Положим 0(§^) =  А ехр\,-сИ|̂ } , где h > 0  , d » 0  - неко­
торые постоянные величины. Неравенство (37) принимает вид

-aw  ■v

где введено обозначение h(-t> - . На осисве анализа
этого неравенства формулируется следующая теорема.



Теорема 8 . Цусть в задаче C D—(2) $>(H+£)/N и пусть на­
чальное распределениетШюво; что

ШоСх') 4 exp { Т kexp Vr **** Т И  -1 ,

где 1/ 2Ы(?-^ <dL 4А/А , А?+ АААТ ̂ x^-<\42dU-l/(^-0 . 
Тогда решение задачи существует в Q*^' , цричем справедлива
оценка

§ 5. ЛОКАЛИЗАЦИЯ НЕОГРАНИЧЕННЫХ ШЕНИЙ

В этой параграфе излагаются результаты исследования решений 
задачи Кош для одномерного полулинейного уравнения

lit =  u.X x + 0 + u ^ &гО+и} , £>л (38)

с начальным условием и.(.0 ,э£) =  ав№  ̂  О , > прочем
функция и.0(х  ̂ такова, что "* 0 щи1х1-*<ао . Эта 
задача описывает, в частности, процесс горения в среде с постоян­
ным коэффициентом теплопроводности и нелинейным источником тепла. 
Заметим, что ограничение на начальное раоцределенне обеспечивает 

условие U.0t,xJ-*> О щи \х\-* 0 0  всвду в области су­
ществования решения.

Определение. Цусть в Q L ^  решение задачи является неограни­
ченным, Тогда будем говорить, чтс оно локализовано, если доя всех 

£ > 0  сцраведливо неравенство

= 5 оУтV s ^ : т > у & с 00 • (39)
В противном случае будем говорить, что решение не является лока­
лизованным.

Фактически, условие (39) 

обуславливает существование 
всвду в IR"1 за исключением 
мнохеотва, имепцего конечную 

меру, функции иСт'.х')
(см.рис.2). Если же иСТ̂х)-»»

Рио. 2
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всюду b J R\ т о  локализация решения отсутствует. (
Цель настоящего параграфа - оцределить, при каких условиях 

решение сформулированной задачи локализовано или не локализовано. 
Ранее подобная задача исследовалась в работах [13} - ̂̂примени­

тельно к уравнению

u.t = (a 4UxV + u* , £ > О , $>\ .
В частности, было установлено, что щи ^  £  VI локализация
отсутствует ( ТЯЙ*. = со цри V  t  >  О ), при б+t суще­
ствует локализация неограниченных решение, причем К&е =
- = !£зг(б'И>?/1/ё для + 1 (т. е.""решение ста­
новится неограниченный сразу на множестве с ненулевой мерой) и 

TRft£ - 0  для ^ ■> 6  + 1  (решение обращается в бесконеч­
ность на множестве мера нуль).

Сделаем в уравнения (38) замену I) = £п-(1+и.') , которая пре­
образует его к виду эй

U * + T J *  , TJ(0,^ ="UeCa5= йп0  +U.0(?£>) (38*)
3S.6

и будем исследовать решения этой задаче.
1 . Стр у к ту ш п я тгатпйчивость нептоаничйнишг потений

Задача (3(6 является, вообще говоря, некорректной (см.резуль­
таты § 3), т.е. ее неограниченные решения не являются устойчивыш 
относительно «ядит изменений едаевнх данных. Поэтому, в соответ­
ствии с понятием структурной устойчивости неограниченных автомо­
дельных решений, введенным в [14] , для «писания эволюции во вре­
мени решений задачи (361) мн определяем автомодельное представле­
ние неограниченного решения.̂

Определение. Функцлю Q  будем называть автомодель­
ным представлением решения задачи (.38), если

где Ь> 0  и d - некоторые константы.
Сшсл термина "автомодельное представление'’ будет ясен вв 

дальнейшего изложения. Численное решение задачи в частных щ ш - 

водннх (38) показывает, что Qr\t,|,') при t-*T* стремится к 
пространственным профилям автомодельных решений "усеченного”, вн- 
роаденного уравнения типа Гамильтона-Якоби (ср. (38))

V t  = V *  +  V 9



которые имеют вид (Xo_1t$C* ОСЦ) , . а функ­
ция вс« удовлетворяет уравнению

8 ' * - ^ вЧ -р в *;в »-о  . С ' ф  («и

и краевым условиям = 0  , Q(c*^ - 0  . Таким образом,
неограниченные решения задачи (38} структурно устойчивы в том 
смысле, что

&ж й в 1Ц >-Ж !^ ®  0  , к -  . С 41)

2. Существование автомг>7гшгт.иит решений "усеченного" 
уравнения

Покажем, что решение уравнения (40), которое црир42
можно построить лишь численно, существует и единственно. Уравнение 
(40) перепишем в эквивалентном видэ

1де знак перед радикалом выбран из первого краевого условия. 
Доказательство существования проводится на основе анализа иода ин- 

тегральных кривых этого уравнения. Поскольку 0  Co^--\p^0(oVwto')V, 
то первому краевому усдовш удовлетворяют лишь те кривые, для ко­

торых §($> ~ &’s (см.формулу (41)). На рисунках 3,4 
схематически представлены поля интегральных краевых уравнении (42) 

для случаев и SL соответственно. Жирными линия­
ми выделено искомое решение, пунктирными - кривая ^  в 

®  B/(f- O V A  • выше которой интегральные кри-
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Асимптотику решения в окрестности имеет вид &(%,} =

■ Cjrtf^VACfr-ftiSOC!?'* • при QCi^ao дая
П > и А .  . Асимптотика всю вблизи - линей­

ная e a ^ c a - f y ^ H o C l o - V )  . h-*%0 . при ^ > 2.
функция Q(.V) положительна всюду в (R' , причем асимптотика

для больших б, имеет вид BCIT)21 С(^ где С(£}>0.
Щи ^ = 2  усеченная задача имеет аналитическое решение

8Ф  =  COSa( %/i) , \%\<Ъ ; но,\|\>*  (43)

с .периодом 1 ^ = 2Я* и асимптотикой 8С^> - V 4 (‘К - п р и

1У-* -к" •

3. Тш типа неограниченных решений

Формула (41) характеризует структурную устойчивость неограни­
ченных решений задачи (38). На рис.5 приведены результаты числен­
ного расчета зтой задачи при j  = l и показано, что 

приТо (Функция в этом случае вычисляется по форму­
ле (43)). Временные закономерности автомодельных решений усеченно­
го уравнения позволяют сделать вывсд о локализации неограничен­
ных решений при 2. , причем для £ - 2  Ktfte =»
(Ж Е определяется по формуле (39)) и при
При фбОД') локализация неограниченного решения отсутству­

ет и U C t ,*)-*■ 00 при t - * T 0 всвду в (St' .

4. Структурная устойчивость ограниченных
решений при ft > Ъ

В § 3 показано, что цри £ >  3  существуют ограниченные реше­
ния задачи (38). Численные расчеты этой задачи показывают, что они 
структурно устойчивы, причем цри некотором 0  , зависящем

только от величины £ , справедливо предельное равенство

■fc—* оо

в которой - автомодельное представление автомодельном

решения уравнешш (ср.(ЗЙ) =  +1/  ̂  • Это решение имеет
вид "У =  V"1/i а функция K V )  является



№  .00 
p= 2.00

Ьремя
i. .000000 
i. 2.82248
3. 3.02817
4. 3.11969
а. 3.16012
в. 3.18025

Ч.

6.



решением уравнения
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(44)

с краевыми условиями *'0Й =0 , Н00') = о . Численные расче
ты уравнения (44) показывают, что его решение цри £ >  Ъ сущест­
вует , причем асимптотика цри больших ^  имеет вид

, где Сф >  О - некото­
рая константа. На рис.б приведены некоторые кривые, полученные в 
результате численного расчета этой задачи при ^ =3.7
На рисунке жирной линией выделено 
решение задачи, которому соответ­
ствуют к = Ко4} = О.боъ 
и С = 2.35.

1. С« 0.70
а. С* 2*5 
э. С* 5.10 
/,С=ЮЛ0 

Ls 5.с-аод0

5. Качественная теошя осреднения

Джя исследования эволюции решений задачи ( 3®#) применим ка- 
чествественную теорию осреднения, предложенную в [2d] . Следуя 

это! работе, "приближенное'' решение задачи будем искать в виде

= VSCO V* СЧ5 » гда • Пусть функ­
ция («Ф такова, что при 0 < ^ < 1  »

¥>'вй=0 , » К'Ф = 0  , V»\\ >  А • Тогда подлежащие оцреде-
лению функции и С|(£) описывают эволюцию амплитуды (т.еДШЙ)
ж полуширины решения,то есть координаты точки, в которой UCt,x) =

=  ̂ U(t,0') . Интегрируй уравнение в (38) по 1R*1 сначала с
весом 9 = 1  , а затем с § - \ )  , получим систему обыкновен­
ных дифференциальных уравнений

i ( ^ /=^ft-vs«S+vll4 + 4 \ % ' l , C = i E.V45)

в котором введены обозначения V, = ДОк/Spbi ,Vz*W9b / »

, Vs =  ^  -
Система уравнений (45) сводится к фазовому виду



—  + , (46) 

где a,=(Ws - v » V 2 % »?>,=Cw*- v,")/2t v 5, аг= (vx- ve>/y, ,&*=0»i -v*Vvs .

Уравнение (46) имеет тш особые траекторш: изоклину- нуля - 
^ C ^ * t 0 l - i M a t4 ; ' n Va .изоклину

и сепаратрису -

. Из условий существования этих особых линий следуют ограни­

чения на козффшдаэнты: аЛ> 0  , % , < 0  , a * < Q  , fc»>0 . На
рис. 7-10 приведены схематические изображения фазовой плоскости 

уравнения (46) для случаев 2 , $  е (г»*") » $ >  5  ^
- соответственно. Асимптотика сепаратрисы при '?-•«» %*C<?W4r » 
к которой сходятся все интегральные кривые, совпадают с временны­
ми закономерностями автомодельных решений усеченной задачи (40). 
Рис.ш демонстрирует тот факт, что ограниченные решения задачи (38) 
могут существовать лишь при • цричем асимптотика этих
решений щи <в-*0 ^  совпадает с временными за­
кономерностями автомодельных решений усеченной задачи (44). Таким 
образом, качественная теория подтверждает все предыдущие вывода, 
в частности, вывод о локализации неограниченных решений при рч-2. 
и об ее отсутствии цри

6. Заключение

В этом параграфе установлено, что асимптотика цри V - * T 0 
неограниченных решений уравнения (38) определяется временными 
закономерностями автомодельных решений "усеченного" "вырожденного" 
уравнения Гамильтона-Якоби (см.(40))

u t =  i x V c - i + u ^ + C ^ f c i o H u ^  , . (47)

Уравнение (47) по сравнению с исходным (38) имеет другой порядок, 
на асимптотической стадии эволюции неограниченного решения проис­
ходит своеобразное "вырождение" уравнения - его порядок понижается 

на единицу (аналогичное явление имеет место в некоторых граничных 
задачах для уравнения lit 117И 191).

Асимптотика цри -t —*■ «з ограниченных решений уравнения (38) 
определяется временными, закономерностями другого "усеченного" (но





уже не "вырожденного") уравнения (см. (44))

01

А

Uxx . - U . x / 0  + lA +&+t£$fcO+Vl\^>'3 • (48)

В заключение заметим, что выбор уравнения (38) в качестве 
объекта исследования связан с нетривиальными свойствами его реше­
ний при различных $ (при £ £  (1.2) неограниченные решения не 
локализованы» при $ з> 2. -локализованы). Представляет неоомнен- 
ный интерес способ описания эволюции решений уравнения (38) с по­
мощью автомодельных решений "усеченного" (совсем другого) уравне­
ния.

Исследование более простого уравнения U * * U xx-vU. не
имеет этой нетривиальности - его неограниченные решения всегда 
локализованы, и.(То .х') = <=»_ всегда на множестве меры
нуль, а асимптотика при t-*T0 описывается временными закономер­
ностями точных автомодельных решений этого уравнения:
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