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Предложен метод сравнения решений параболических уравнений вто­
рого порядка, основанный на поточечных оценках старшей производной 
решения через младшие. , • » 

§ 1. Введение 

Для квазилинейного вырождающегося параболического уравнения 

краевая задача с условиями 

(1.2) и(0, x)<=u0(x)>0* X<EEQ, u(t, 0)=щ(Ь)>0, O^t^T, 

где u0(x) и ut(t) — непрерывные функции своих аргументов, 0^щ^М<<х>, 
i = 0 , 1, и 0 ( 0 ) = 1 г 1 ( 0 ) . Функция k(u) определена для u>0, k(u)>0 при 
гг>0, /с(0)=0. 

Уравнение (1.1) описывает, в частности, процесс распространения теп­
ла в среде с коэффициентом теплопроводности k\u), зависящим от темпе­
ратуры среды и. 

В [ 1 _ 5 ] введено понятие метастабильной локализации тепла и для слу­
чая / с (и )=1г а , а>0 , определены условия существования локализации или 
ее отсутствия в краевых задачах и в задаче Коши для уравнения (1.1). 
При анализе использовались автомодельные решения, построенные в [6> 7 ] , 
и теоремы сравнения по краевым условиям [ 8 ] . 

Для нестепенной функции к (и) в классе инвариантно-групповых ре­
шений уравнения (1.1) (см. [ 9]) нет решений, обладающих свойствам ло­
кализации тепла. Поэтому возникла необходимость найти подход к срав­
нению решений таких уравнений. 

В настоящей работе показано, что решения задач (1.1), (1.2) с различ­
ными к (и) можно сравнивать в QT, если наложить на коэффициенты не­
которые условия сравнения. При этом краевые условия (1.2) должны 
удовлетворять определенным требованиям, которые обеспечивают выпол­
нение в QT поточечной оценки старшей производной одного из решений 

<1.1) ut=S?(u) = [k(u)ux]x 

рассматривается в QT={(t, x):0<t^T, х^ Q } , Q=={a;:0<.z<°°}, первая 
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через младшие. Предложенный метод сравнения решений распространяет 
эффект локализации тепла на более широкий класс коэффициентов. 

В § 2 определяются условия существования специальных поточечных 
оценок старшей производной (условия критичности краевых данных), 
в § 3 доказывается теорема сравнения, в § 4 обсуждаются некоторые обоб­
щения предложенного метода сравнения, наконец, в § 5 с помощью теоре­
мы сравнения из § 3 выделяются классы коэффициентов к (и), допускаю­
щих в зависимости от вида краевых условий локализацию тепла или ее 
отсутствие. 

Сформулированный подход позволяет сравнивать решения, отвечаю­
щие различным параболическим операторам 3?(и). В качестве одного из 
них может быть взят, например, оператор достаточно простого вида, кото­
рому соответствуют решения с уже известными свойствами. 

Будем предполагать, что функции к, щ, ut удовлетворяют предположе­
ниям теоремы существования обобщенного решения задачи (1.1), (1.2) 
в смысле работы [ 8 ] . Введем обозначения: ( ? /={ (£ , х)-(t, x)^QT, u(t,x)> 
> 0 } , где u(t, х) — обобщенное решение задачи, ST=QT0\QT°, PT=QT\ST. 

В [ 8] установлено, что u(t, х) в Рт удовлетворяет уравнению (1.1) в 
обычном смысле, а в ST, т. е. в точках вырождения, обобщенное решение 
может не иметь предписываемой (1.1) гладкости. Обозначим Qtu и— 
= {(*, *): x*=Q}, SU)t2={(t, х): t^t^t2, (t, x)=ST}, Pti,u = . 
= {(*, x): tx<t<U, (*, x)*zPT}> 0<tt<t2<T. 

§ 2. Условия критичности 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что в задаче (1.1), (1.2) краевые 
условия (1.2) являются критическими, если всюду в Рт 

(2.1) ut(t, х)>0. 

В дальнейшем, условия критичности краевых данных будут использо­
ваны для вывода априорных поточечных оценок старшей производной и^ 
через младшие их, и. 

Будем предполагать, что функции ft, щу ut удовлетворяют условиям 
гладкости, достаточным для почленного дифференцирования уравнения' 
(1.1) по t или х один раз всюду в Рт. Также считаем, что u0,(x)e=C(Q)П 
ПС 2(Р 0 )о), щ(г)^С1([0, Т]). В этих предположениях справедливо следую­
щее утверждение. 

Л е м м а 1. Для критичности условий (1.2) необходимо и достаточно, 
чтобы 

(2.2) &(и0(х))>0, ^Ро.о, u/{t)>0r0<t<T: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условий, леммы очевидна. До­
кажем достаточность. 

1. Сделаем несколько предварительных замечаний о свойствах функ­
ции u(t, х). Покажем, что функция щ (х), удовлетворяющая неравен­
ствам (2.2) и ограниченная в Й, является невозрастающей в Q. 
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Сначала установим, что и0(х) не может иметь в Q положительного 
максимума. Действительно, если и0(х) имеет при некотором х т ^ й поло­
жительный максимум и не равна тождественно константе, то существуют 
такие х^Хт, х2>хт, что a 0 ( x ) > 0 , х^х^х^ u 0

/ ( ^ i ) > 0 , и0(х2)<0. Исполь­
зуя первое неравенство (2.2), получаем k(u0{x))u0

/(x) | х*>0, что ведет 
к противоречию. 

Предположим, что щ'(х3)>0, и0{х3)>0 для некоторого x3t=Q. Тогда,; 
в силу предыдущего вывода, и0'(х)Х) при х>х3. Поэтому 3?(и0) опре­
делена при всех х>х3 и первое из неравенств (2.2) можно записать 
в виде 

&{щ(х)) =а(х), х>х3, 

где а (я) —неотрицательная и непрерывная при х>х3 функция. Пусть 
существует х^>х3 такое, что mes со 8>0 для некоторого е>0, где 
®г={х: х3<х<Хьуа(х)>г}. В результате интегрирования предыдущего 
равенства получим 

« о ( х ) х С 

| k(r\)dr]=—к{щ(х3))щ' a ( | ) d | , х>х3. 
Оценивая интеграл в правой части при x>xh приходим к неравенству 

х & х С 

| dl J a (6) dl> J d£ J a (1) dg>p mes coe (*-* 4 ) , 
Х з X 3 X 4 X3 

откуда заключаем, что Uo(x)-+<x>, х-+°°, что противоречит ограниченно­
сти этой функции в Q. Случай a (#)=(), х>х3г анализируется аналогично. 

Таким образом, установлено, что 
и0'(х)<0, >е=Р 0 | 0. 

Отсюда следует, что существует не более одной точки ^(0)е50,о и при 
любом 0<t^T, множество Si>t состоит не более чем из одного элемента. 
Обозначим его £(£). Нетрудно видеть, что ST={(t, х): 0<t<T, x—'g(t)}r 

PT={(t,x):0<t<T,xe=Q,x^l(t)}. 
Можно показать, что определение обобщенного решения (см. [ 8]) 

предусматривает при каждом 0<t^T выполнение условия 

(2.3) k(u{t, x))ux(t, х)-+0, x-+%(t). 

Поэтому для любого б > 0 , б < | ( ^ ) ^ 0 , 0<t<T, найдется x0(t) такое, 
что 

(2.4) Ш-Ь<М*)<Ш, ut(tyx0(t))>0. 

2. Обозначим ut{t, х) через z(t, х). Всюду в РТ функция z удовлетво­
ряет уравнению 

zt = [k(u)z]xx. 
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Положим z(t, х) =Y(t, х)еа\ а > 0 . Функция Y удовлетворяет в Рт урав­
нению 

<2.5^ [ a - f t ' ' ( ^ 

Рассмотрим множество N точек о в интервале (О, Т) таких, что 
Y(t, х)^0 при всех (t, x)^Q0,a. Если supa=7 1 , то лемма доказана. Пусть 
s u p a = £ 0 < X 

Из определения U следует, что найдутся to^U<T и 0<б 1 ^3 р —^ такие, 

что 
(2.6) mmY(tux)=Q 

и при всех £ t <£<£i+6i функция Y(t, х) имеет отрицательные значения 
в Q. . \ / V , 

Следовательно, в силу неравенств (2.2), Y имеет отрицательный ми­
нимум по х при всех ^ 1 <^<^ 1 +б 1 . Обозначим точки минимума (t, x(t)). 
Тогда 0<а; (£)<£(£), ti<t<ti+^i, поскольку равенство x(t)=^(t) хотя бы 
при одном t из заданного интервала противоречит (2.4). Заметим, что 
величина U выбрана таким образом, чтобы 

(2.7) Y(tu ад)=о. 

В силу неограниченности сверху функции zt(t,'x(t))lz(tr х (t)) при 

(2.8) ~ Yt(t, x{t))^0, и<1<и+82 V a > 0 , 0 < б 2 < б 1 . 

Выбирая в (2.7) величину а > 0 достаточно большой и учитывая (2.8), 
приходим к противоречию, sup о = Г , лемма доказана. 

Если в (2.3) величина K * ) ^ 0 0 , 0<£<7\ то доказательство проводится 
аналогично. 

С л е д с т в и е . Если функции щ(х) и ut(t) удовлетворяют условиям 
критичности (2.2), то, как следует из неравенства (2.1) и структуры опе­
ратора 3? в (1.1), всюду в Рт выполняется поточечная оценка старшей 
производной 

(2.9) и^-^'^/Ци)]^)2. 

З а м е ч а н и я . 1. В предположениях леммы 1 можно таким же способом до­
казать, что 

(2.10) ux(ttx)<0, (*, х) е Р т . 

2. Неравенства (2.1), (2.9) для случая щ(х)=0, ж е й , получены в [ 1 0 ] другим 
способом. 

§ 3. Теорема сравнения 

Рассмотрим в () т для уравнений 

(3.1) и Г =#<»>(»<»>) = [ А^>(в<*>)вГ ]*, v = l , 2, 
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краевые задачи с условиями 

(3.2) V V ) ' ' (Q,^ (*, 0)=аГ 
0 < t < Z \ v = l , 2 . 

Определим условия на операторы и j ? ( 2 ) в (3.1) и краевые дан­
ные (3.2), которые обеспечивают в QT сравнение решений задач (3.1), 
(3.2), л?=1, 2, т. е. мажорирование в QT решения задачи (3.1), (3.2) при 
v = l другим решением, соответствующим v = 2 . Для определения этих ус­
ловий используем поточечные оценки старшей производной решения, со­
ответствующего v = 2 , и (см. § 2) считаем, что (х) Е С (Й) f] С2(Р(

0

2)

0)> 
uf } (t) е С 1 ([О, Т]) и и ( 2 ) {t, я) е С 2 ' 4 ( Р ^ ) . Кроме того, пусть и§>(х)еС(Q), 
и? (t)EEC ([О, Г]), (*, *) ЕЕ С 1 ' 2 (Р^) и 0 < . a ( v l < M , i | = 0, 1, v = 1,2. 

Т е о р е м а 1. Пусть выполняются предположения: 

1) ^(л^Во^Са:),- жео; ut

(2) (*)>вГ} (*), 0<*<Г, 

2) kw(u)>k™(u), [k^(u)/k{i)(u)Y^0, Q<u^M, 

3) условия (3.2) при v=2 являются критическими. 
Тогда всюду в QT справедливо неравенство 

(3.3) u ( 2 )(*, z ) ^ 1 ^ , я) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Рассмотрим множество N точек о в интер­
вале (О, Т) таких, что u(2)(t, x)>u{i)(t, х) при всех (t, x)e=Q0ia. Предпо­
ложим, что sup o=t0<T. 

Пусть u{t, х), (t, х) ^Qto,т,— решение уравнения (3.2) при v—1 с ус­

ловиями^ 

и (t0, х)=и{2) ( * 0 l s ) , areQ, S f t O H ^ f r ) , " t0<t<T. 

Из теоремы сравнения по краевым данным (см. [*])• следует, что 

(3.4) U ( 1 ) (*,Z)^H(*, х), {t,x)^QUtT. 

2. Обозначим z(t, x)=u{2)(t, x)-u(t, х) и z=Yea\ сс>0. Функция 

Y(t, х) всюду в PW^QMXSU^SM удовлетворяет уравнению 

(3.5) а У + У < = / с < ' Ч Ю ^ 

~k^{u)} + {ul2))2lV2)'(u^ 

-Miy' (и) (Yx)2eat+2k^ (й) Yxu(

x

2). 

Из (2.6) и из.определения tt получаем (2.7). 
3. Существуют три возможности. 
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а. Пусть найдется б ± >0, 6 ^ 6 такое, что (t,x(t))^Pf*l+bi' Тогда урав­
нение (3.5) в точках (£, x(t)), * 1 < ^ < ^ 1 + 5 1 , можно записать в виде 

(3.6) [а+к^'Ши^ +Л ( 1 ) / , (9 2 ) ( и * ( 2 ) ) 2 ] У + У г = 

= Л ( 1 ) (й) Y^+iu™ [fc<« (в<2>) -А<4> (и™)] + 

+ (и™}^ 
где 04, 82 — некоторые функции переменной t, причем 0i, 0 2 ^[в ( 2 ) (£ , x(t)), 
ii{t, x(t))]. Так же как при доказательстве леммы 1, можно установить 
справедливость (2.8). Тогда, выбирая а в (3.6) достаточно большим, при­
дем к противоречию. Действительно, в соответственным образом подобран­
ной точке (.?,#(?)) левая часть (3.6) отрицательна. Правая же часть, 
в силу условий 1) и 2) теоремы, неотрицательна, что обеспечивается по­
точечной оценкой (2.9) второй производной функции и(2) (t, х) в точке 

( ? , х ( ? ) ) ^ р Д + б 2 . 
б. Пусть теперь (0) е&ь1+в3-Для некоторого б 3 >0, б 3 ^б . Тогда 

функция У может не иметь в точках минимума всех производных, входя­
щих в (3.6). 

Для функции z(t, х) получаем в Qtu * 1 + в 3 задачу 

(3.7) ^ / с < 2 Ч ^ ( 2 0 ^ 2 М х - [ / Ь ( 1 Ч Ю ^ ] , , 

z(tu х)=0, xezQ, z(t, 0)=0, ^ < ^ ^ + б 3 . 

Поскольку х (t)) ^Su*l+6„ то для любого ti<t<ti+-83 найдется точка 
<К£(t)<х (t) такая, что z(t, |(*).) = 0 . Тогда 

оо 

(3.8) J z(t,r\)dr)>0, ^ < ^ < ^ + б 3 . 

Учитывая, что zx(t, £(£))<0, а также первое из условий 2) и интегриг 
руя (3.7) по множеству (ti<t<ti+82)X(l(t)<x<oo), приходим к противо­
речию с (3.8). 

в. Если для любого 6 4 >0, 6 4 <6 найдутся точки минимума (£, х (t)), 

принадлежащие как Рпм+ы, так и S^l^ то доказательство можно про­
вести либо как в п. а, либо как в п. б. 

Таким образом, всюду в Qto>T выполнено неравенство u{2)(t, x)>u(t,x). 
Отсюда и из (3.4) следует (3.3), sup 0=^= Г. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е -3 . Условия 2) теоремы 1 эквивалентны следующим: 

klV(u)>kW (и)[1+Х(и)]-\ 0<и<М> 

где %{и)>0, Я ' ( и ) > 0 , 0<и^М. 
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§ 4. Некоторые обобщения 

1. При доказательстве утверждений § 2, 3 использовались фактически 
только предположения о параболичности и достаточной гладкости опера­
торов 3? и j ? ( v ) , v = l , 2. Поэтому сформулированный подход к сравнению 
решений справедлив для параболических уравнений общего вида 

(4.1) щ=3(и)=Ь(и, их, О -

Рассмотрим в QT первую краевую задачу для уравнения (4.1) с усло­
виями (1.2). Будем предполагать, что решение задачи существует, причем 

sup и(г,х)<М,<оо и u{t,x)^C2>k{QT) 

[ и " 1 3 ] . Будем также считать, что функция L(p, q, г) при 0<р^Ми — о о < 

< д < ° ° , — о о < г < о о ? дифференцируема, так что функция L j ^ (р, д), одно­
значно определяемая в силу параболичности оператора 2 в (4.1) из урав­
нения 

L ( p , . ? ^ < l ! ( p , g » = 0 ; 0<p<Mu - о о < д < о о , 

также дифференцируема. 
Критичность краевых условий задачи (4.1), (1.2) определим так же, 

как в § 2. Пусть u0(x)^C2(Q), ^ ( ^ ^ C ^ Q O , Г ] ) . В этих предположениях 
справедливо следующее утверждение, которое доказывается аналогично 
лемме 1. 

Л е м м а 2. Для критичности краевых условий (1.2) задачи (4.1), (1.2) 
необходимо и достаточно, чтобы 

3(и0(х))>0, x^Q, Хщ'(г)>0,. 0<t^T. 

С л е д с т в и е . В предположениях леммы, всюду в QT выполнена пото­
чечная оценка старшей производной 

(4.2) u^L^iu, их). 
В лемме 2 фактически сформулировано следующее утверждение: если 
ut(t, х)>0 при (£, x)^TT={(t, x):t=^0, x^Q}U{(t, x):0<t<T, я=0} , где 
TT — граница QT, то ut(t, x) ^ 0 при всех (t, x)^QT. Это утверждение спра­
ведливо для всех операторов в (4.1), не содержащих переменной t (в про­
тивном случае оператор должен удовлетворять дополнительному усло­
вию) . 

2. Рассмотрим в QT две краевые задачи для равномерно параболиче-
€ких уравнений ^ 

(4.3) ^^^^^^[(и^^и^^и^), v = l , 2 , 

с краевыми условиями (3.2). Пусть u(i) (t, x)^Ci'2(QT)r u(2)(t, x)^ 
^C2'HQT), 

max { s u p u{^{t,x), sup u{2) (t, x)}=M. 

А Ж В М И МФ, № 6 



1458 В. А . Галактионов и др. 

Пусть, кроме того, функции Ьы(р, g, г) дифференцируемы до всем аргу­
ментам П р и 0<р^М, — o o < g < o o ? — о о < Г < о о 9 v = l , 2. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполняются предположения 1) и 3) теоремы 1, 
а также 

(p,q,r)-L}l)(p,q,r)>0, 
(4.4) 

(здесь L^=dUv)ldr). Тогда всюду в QT выполняется неравенство (3.3). 
Теорема 2 доказывается таким же образом, что и теорема 1. При этом 

используется оценка старшей производной (4.2) решения в ( 2 )(£, я). 
3. Покажем, какой вид принимают условия (4.4) для некоторых кон­

кретных операторов i ? ( v ) . 
а. Пусть &(v)(v^)=<pM(v{v))v<y), причем cp ( v ) (y ( v ) )>0, i ; ( v ) >0, v = l , 2. 

Неравенства (4.4) сводятся к условию 

(4.5) Ф ( 2 ) Ы ^ Ф ( 1 ) Ы , 0 < р < М . 

Уравнения (4.1) в этом случае описывают процесс распространения 
тепла в среде с постоянным коэффициентом теплопроводности и с тепло­
емкостью с(v) =1/ф(г;), зависящей от температуры и, поэтому условие 
сравнения (4.5) имеет простой физический смысл. 

Заметим, что уравнения (3.1) можно привести к указанному виду за­
меной 

u<v> 

' в ^ - 1 ^ ) ; y ( v ) (^ ( v ) )= | Л Ы ( Л ) Й Т 1 , 
о 

где y< v )- 4 — функции, обратные к V(v). При этом 
9 ( v ) ( y ( v ) ) = A . ( v ) ( y ( v ) - l ( z ; ( v ) ) ) 7 V = l , 2 . 

По сравнению с условиями 2) теоремы 1 условие (4.3) выглядит су­
щественно проще и не содержит дифференциальных связей на функции,, 
в него входящие. 

б. Пубть ^ ^ Ч ^ О ^ Е ^ ^ Ч ^ О ^ ] ^ ^ ^ ) , & ( v ) ( a ( v ) ) > 0 , u<?>0l 
v = l , 2. Этот пример важен, в частности, для изучения вопросов, рассмат­
ривавшихся в [ 1 4 - 1 9 ] . В этом случае уравнения (4.1) описывают процессы 
распространения тепла и горения в среде с нелинейной теплопроводностью 
и объемным выделением тепла (Q (и) — мощность объемных источников 
энергии). 

Неравенства (4.4) за счет независимости изменения р и q во втором 
из них распадаются на три условия: 

k™(p)>kw(p), k^)(p)k^/(p)>k^/(p)k^(p), 

Q{2) (р) k(i) (р) >Q(i) (р) Л ( А ) (р), 0<р<М. 

4. Сформулированный метод сравнения решений, возможности которо­
го были продемонстрированы на примере первой краевой задачи в неогра-
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ничейной области, применим для задач в ограниченных областях, а также 
для задачи Коши. Кроме того, полученные результаты можно перенести 
на указанные типы задач в многомерных областях для параболических 
уравнений с выделенным лапласианом: 

N 

Ui=2(u)==L{u,uXi,...,uXN,Au), A B = ^ UX.X. . 
j==i 

§ 5. Метастабильная локализация тепла 

В этом параграфе доказанные теоремы сравнения применяются для 
изучения эффекта метастабильной локализации тепла в среде с нелиней­
ной теплопроводностью. 

1. Пусть задача (1.1), (1.2) рассматривается в ( V = { ( £ , x):Q<t<T1 

x^Q}, и пусть Ui(t) такова, что 

(5.1) ^ ( * ) - > + o o , t^T. 

О п р е д е л е н и е . С л е д у я ! 1 " 5 ] , будем говорить, что в задаче (1.1), 
(1.2), (5.1) имеет место метастабильная локализация тепла, если найдется 

^о<°° такая, что mes supp&(£, х)^х0, 0<t<T. В противном случае мета­
стабильная локализация тепла отсутствует. 

Таким образом, если в задаче (1.1),. (1.2), (5.1) существует локализа­
ция тепла, то возмущения, несмотря на неограниченный рост температуры 
в точке я=0; не распространяются далее конечной области. 

2. Рассмотрим в QT

2={(t, x):0<t<T, x^Q2}, Qz= {х:—°°<х<°°}, за­
дачу Коши для уравнения (1.1) с начальным условием 

(5.2) и(0, х)=щ(х), x&Q2. 

О п р е д е л е н и е . В задаче (1.1), (5.2) имеет место метастабильная 
локализация тепла, если 

supp u(t, х) =supp щ(х), 0<t<t*. 

Локализация тепла в задаче Коши означает, что область с отличной от 
жуля температурой не меняется в течение конечного времени. 

3. Т е о р е м а 3. Пусть в задаче (1.1), (1.2), (5.1) 
и0{х)^Тп{1-х/х0)2/°, х0=[2(о+2)/о]ъТ^+п^/2

1 " 

и0(х) =0 , х>х0 

{здесь а, п — некоторые постоянные величины, а>0 , 7г<0 , 1+гааХ))-, 

^ ( ^ ) < ( Г - 0 П , . 0<t<T, 

(5.3) k(u)=u°[l+X(u)]-\ 1(и)>0, Г ( г г ) Х ) , 0 < ^ < о о . 

Тогда в ней имеет место метастабильная локализация тепла, причем 

mes supp u(t, х)^х0, 0<t<T, . \. 

u(t, x)<T^+no)/a(T-t)-i/a(l-x/x0)2/% 0<t<T, x<x0, 
u(t, x)=0, 0<t<T, x>xQ. 

4* 
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Т е о р е м а 4. Пусть в задаче (1.1), (1.2), (5.1) 

щ(1)>(Т-г)п, 0<t<T, п<0, 

к(и)=иа[1+),(и)], X{u)>0, Х ' (и)>0, 0 < u < o o 

(здесь а>0 , 1+яа<0) . Тогда в ней отсутствует локализация тепла. Более 
того, для любого x^Q 

u(t, х)-+°°, t-+T. 

Т е о р е м а 5. Пусть в задаче (1.1), (5.2) 

0<u0(x)<um(l-\x\/xm)2/a, \x\<Xrn, u0(x)=0, \х\>хт 

(здесь Um, хт, о — некоторые положительные константы) и выполняется 
(5.3). Тогда в ней имеет место метастабильная локализация тепла, причем 

supp u(t, #)=supp и0(х)1 0<t<t*, 

0<u(t, x)^[xm

2o/2(o+2) ] « ° ( t * - t ) ~ i / a ( l - 1 x I l x m ) 2 I \ 

0<t<t\ \x\<xm, 

u(t,x)=0, 0<t<t\ \x\>xm, 

гдеГ=хт

2о/2ит

а(о+2). 

Утверждения теорем 3—5 доказаны в [ 5 ] при Я(гг) =0 , 0<и<°°. Если 
Х(и)^0, то справедливость теорем следует из теоремы 1 и замечания 1 
к ней. 

Аналогично формулируются достаточные условия локализации в мно­
гомерных областях. При этом используются результаты работ [ 1 > 4 ] . 
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