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Численное Решение Задач 
Математической Физики

А. А. Самарский

Доклад посвящен, в основном, вопросам общей теории разностных методов 
н построения разностных схем для линейных и нелинейных задач. Излагаются 
результаты, полученные в последние годы автором и его сотрудниками.

2 1. Устойчивость операторно-разностных схем. Основная теорема. Рас­
смотрим, следуя [1], двухслойную операторно-разностную схему

(1) В У м  Уя+Аул =  О, п — 0 , 1 , задан у0£Н,т

с линейными ограниченными операторами А, В, зависящими от параметров 
А, г> 0  н t„=nr н заданными в гильбертовом пространстве H = H h. Теория 
устойчивости схем (1) разработана в [1]—[3]. Цепь теории — найти необхо­
димые и достаточные условия устойчивости и априорные оценки без пред­
положений о структуре А и В. Схема (1) называется устойчивой в пространстве 
HD со скалярным произведением (у, v^D—{pyt о), где D *= D ^  О,
если для решения задачи (1) и любых у0£Н

(2 )  Ф У ш + и  Уп+1) <  Ф У п ,  Уп)И и л и  Ц л +iIId *= Ы в -

Т еорем а 1. Пусть А и В не зависят от п ,А * = А > 0 и В“1 существует. 
Тогда для устойчивости схемы (1) в НА, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось операторное неравенство В0—11еЯ>0.5Ы.

2. Устойчивость в случае несамосопряженных онераторов А в В. Требуется 
указать свойства операторов А и В схемы (1), устойчивой в каком-либо прост-
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ранстве В D. Показано, например, что при А *~ —А, В *= В > 0 или Л*=Л>О, 
Б* В схема (1) не является устойчивой ни в одной из норм HD (абсолютно 
неустойчива).

Т еорем а 2 ([4]). Пусть А*=А, В*=В и хотя бы один из операторов А или 
В положителен. Если схема (1) устойчива в каком-либо пространстве HD, 
то выполняется операторное неравенство В^>{х(2)А.

Требование самосопряженности А и В существенно (имеется пример ус­
тойчивой схемы с А*—А>  0, ие удовлетворяющей условию Вэ*(х/2)Ау

Т еорем а 3 (А. В. Гулин). Пусть B~D+xAC, D* = D > 0, существуют 
операторы С-1, В ~ \ Тогда устойчивость (1) в HD эквивалентна выполнению 
операторного неравенства Afi+xA*((lC—0.5E)D~1\A 2*0, где A0—Re А = 
0.5(А*+А), Е  — единичный оператор. Если А * = —А, А "1 существует, то 
условие DC+C*£>>D необходимо и достаточно для устойчивости в Нв .

Результаты теории могут быть изпользованы, например, для исследования 
устойчивости двухпараметрического семейства схем

=  0, \Рг+<*гйхН  =  0сО
(обозначения см. [1]), аппроксимирующих систему уравнений акустики dujdt+ 
дР}дх=0, (l/cl) dPjdt+dujdx=0. Найдены операторы D и С, при которых 
B=D+xAC; условие устойчивости DC+С*D =»D приводит к неулучшаемым 
условиям для <т1, сг2:

>  1» I +4y2(ffx—0.5)(о-8—0.5) >  0, у — xcjh.

Устойчивость трехслойных схем с несамосопряженпыми операторами исс­
ледована в [4].

4. Итерационные методы. Общая теория итерационных методов для реше­
ния линейного операторного уравнения А и = / А: Н-+Н в гильбертовом прост­
ранстве Н  изложена в [1], [3]. Двухслойный (одношаговый) итерационный 
метод записывается в канонической форме

(3) в yk" ~ y‘ +Ayk= / ,  t =  о,1,2 , vy.e-ff; в -.н -н .

Если А * = А >0, В*= В > 0 и заданы yl t y2 нз условий у^В с А с у ^В ,  то 
существует набор оптимальных параметров т*, х\ , ..., т* при котором метод 
вычислительно устойчив и число итераций, гарантирующих точность е>0, 
есть л > л 0(е), и0(е)=1п(2/е)/2|, £=ух/у2- Оператор В выбирается из условия 
максимума £ и минимума числа операций при определении уп+г из (3). Выбирая 
матрицу В в виде произведения нижней н верхней треугольных матриц (см. [1])

В  =  (J E -Ь ( o R i ^ E - f - R i~ { -  jR.% —  A i t  JR.% ~  R i,
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получаем универсальный попеременно-треугольный метод (ПТМ) (А. А. Са­
марский, 1964; см. [1D- Так как В* = В > 0, то для ПТМ можно использовать 
оптимальный чебышевский набор {т£}. Если предположить, что А ^б Е , 
RxR%*z(Aj$)At <5, А >0, то выбирая со— 2/Y&A и параметры {т*}, получим

п0(е) ^ О
где rf—8/Л. В частности,

п0(е) 0,28 In—Ifh£

в случае разностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона в единичном 
^-мерном Q » 2 ) кубе на кубической сетке с шагом И.

А. Б. Кучеровым н Е. С. Николаевым в [5], [6] предложена модификация 
ПТМ:

Д-СЛ+Ю/УЛ-ЧЛ+ЮД*), D * = D >  0; Д? = Д2, R1+ R i =  A.

Если A ^ 8 j ) t <5>-0, RiD -1 R2*z(Aj4)А, то при са= 2ЦдА и {гк=т*} оценка 
для «0 (е) остается в силе. В качестве D = (d^  можно взять диагональную 
матрицу, выбирая dl} нз условия максимума ri=6JA. Модифицированный 
ПТМ оказался весьма эффективным при решении разностной задачи Дирихле 
в произвольной области для уравнения div(/c grad u)= f с сильно меня­
ющимся коэффициентом к=к{х)\ так, в случае уравнения Пуассона число ите­
раций практически совпадает с числом итераций для той же задачи в квадрате, 
сторона которого равна диаметру области. Для третьей краевой задачи и для 
уравнения со смешанными производными в прямоугольнике число итераций 
H,(e)«((l/|/A)ln2)/e.

5. Разностные методы для задач с негладкими решениями. Производные 
решений эллиптических задач могут быть иеограничены в окрестностях точек 
смены типа краевых условий, разрыва краевых значений и правой части, в 
угловых точках линии разрыва коэффициентов, в многоугольнике в окрест­
ностях вершин углов и т.д. Это приводит к понижению погрешности аппрокси­
мации и точности схемы. Возникают две проблемы: 1) исследование извест­
ных разностных схем для указанных задач; 2) разработка новых более эффек­
тивных методов решения.

Лаасопен в [7] показал, что разностная задача Дирихле для уравнения 
Лапласа в плоской области с углом vn при v >  1 в случае пятиточечной схемы 
и непрерывной граничной функции имеет погрешность 0(hz/v~2ejrVv~s)> где 
h — шаг сетки, г — расстояние до вершины угла, e=const >0 — любое число, 
и 0{hlh~2sjr^v~t) в случае разрывной граничной функции.

Цикл работ по исследованию классических схем для отыскания негладких 
решений выполнен В. Б. Андреевым и Е. Ю. Архиповой в [8], [9]. В [8] изучена 
задача Дирихле для уравнения Лапласа в полуплоскости у >0 с граничным
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условием i/=signx, имеющим разрыв в начале координат, и показано, что 
в случае пятиточечной схемы ее погрешность есть 0{hjr), если разрыв не в 
узле сетки, и 0(h2jr2), если разрыв попадает в узел сетки. Указан способ по­
вышения точности путем сглаживания (немонотонного) граничной функции. 
Для смешанной задачи Неймана—Дирихле получена оценка погрешности 
0{hii~r) и указан способ исправления краевых условий, при котором погреш­
ность есть 0(k2jrm).

Разработка новых более эффективных методов отыскания негладких решений 
идет по трем направлениям: I) использование обычных схем с выбором в ок­
рестности особых точек специальных полярных сеток с измельчением (по 
степенному закону) шага по радиусу (Е. А. Волков [10]); 2) выделение осо­
бенности и использование метода конечных элементов, что приводит к не­
локальным сеточным аппроксимациям (Фикс и Стренг, [11]); 3) построение 
на обычных шаблонах разностных схем, несущих особенность (И. В. Фрязинов 
[12]). В [12] уравнение Лапласа Аи=0, и — и{х1} Xg) аппроксимируется раз­
ностной схемой с переменными коэффициентами al t a2,
причем и а2 отличны от 1, а <р — от нуля лишь в конечной окрестности 
особой точки. Главная часть разложения функции и в окрестности особой 
точки удовлетворяет разностному уравнению. Эта схема дает хорошую точ­
ность как в малой окрестности особой точки, гак и вце нее. Аналогично строят­
ся схемы для уравнения Пуассона в многоугольнике.

6. Векторные схемы ([13], [14]). Изучение И. В. Фрязиновым краевых задач 
для эллиптических уравнений общего вида в областях произвольной формы, 
а также экономичных схем для многомерных параболических уравнений при­
вело к понятию векторной разностной схемы и существенно расширило класс 
разностных схем. Это расширение связано с построением схем в пространстве 
сеточных функций более сложной структуры, являющемся прямой суммой 
нескольких сеточных пространств. Пусть заданы сетки *v£s>, зависящие от А, 
и соответствующие пространства Я р  сеточных функций y(s), s = l , 2 , т.  
Пусть Hh = Я р  ф Я р © • ■ ■ 0  Щт) — прямая сумма пространств Н р  и вектор 
у = (У1*, / 2\  ..., / т)) £ Hh с компонентами £ Н Р ; s = 1, 2}..., т.

Под векторной разностной схемой будем понимать операторное или опера­
торно-разностное (разностное по аргументу tn~nx , и—О, I , ...) уравнение 
с операторами в Hh (см, [14]). Формальный прием построения векторных 
схем состоит в следующем. Задаче для исходного уравнения ставится в соот­
ветствие эквивалентная корректная задача для системы дифференциальных 
уравнений: единственным ее решением является вектор-функция, все ком­
поненты которой совпадают с решением исходной задачи. Аппроксимируя 
каждое из уравнений этой системы на соответствующей сетке w£s), приходим 
к векторной схеме. Если векторная схема корректна, то каждая ее компонента 
приближает соответствующую компоненту эквивалентной системы, а значит
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и исходной задачи. Семейство векторных схем существенно более широкое, 
чем семейство различных аппроксимаций исходной задачи для одного урав­
нения на одной сетке. Большое число векторных схем для эллиптических 
и параболических уравнений построено И. В. Фрязиновым. Сюда относятся, 
в частности, экономичные аддитивные схемы, обладающие аппроксимацией 
в суммарном смысле [1], для решения многомерных уравнений параболи­
ческого типа.

В случае нерегулярных сеток разностные схемы для эллиптического урав­
нения f V

Lu =  2 ^  fa~  (*) = - f  (*). *£(*!> *2),

обычно строятся методом конечных элементов. Однако эти схемы (особенно 
простейшие из лих) можно, как показано И. В, Фрязиновым, получить мето­
дом баланса (интегроинтерполяционным методом [1]). Они являются век­
торными схемами.

7. Вариационно-разностные схемы для уравнений газодинамики и магнитной 
гидродинамики (МГД). Для этих уравнений хорошей точностью обладают 
полностью консервативные схемы [15], для которых на сетке выполняется 
не только закон сохранения полной энергии, но и уравнения баланса внут­
ренней и кинетической энергии, а также энергии электромапгитного поля. 
Для вывода иолы остью консервативных разностных схем в переменных Ла­
гранжа эффективным оказался вариационный подход, основанный на полу- 
дискретном аналоге принципа наименьшего действия Гамильтона—Остро- 
градского [16], [17]. Получающиеся при этом вариациоино-разносшые схемы 
(ВРС) имеют второй порядок аппроксимации на гладких решениях, обладают 
полной консервативностью, легко алгоритмизируются. ВРС имеют ковариант- 
ную форму записи, так что при переходе от одной системы координат к другой 
изменяется только вид выражения объема лагранжевой ячейки как функции 
координат ее верпгиц. Это обеспечивает возможность расчета течений в сис­
темах координат, автоматически подстаривающихся к рассчитываемому по­
току, ВРС позволяют ввести искусственную вязкость в ковариантной форме, 
не зависящей пи от числа измерений, ни от системы координат [18]. Для 
других часто встречающихся многомерных уравнений математической физики 
(теплопроводности, диффузии магнитного поля и т. д.) также могут быть 
получены разностные схемы, имеющие ковариантную форму записи, обла­
дающие вторым порядком аппроксимации и сохраняющие свойство самосоп­
ряженности и знакоопределенности.

ВРС для многомерных МГД уравнений с теплопроводностью позволяет 
решить ряд модельных и прикладных задач в различных системах координат: 
о развитии неустойчивости Рэлея -Тейлора в несжимаемой жидкости [19], 
о магнитной кумуляции [20], о симметрии сферических мишеией при сжатии 
их лазерным излучением [21] и др.
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