
Ордена Ленина 

ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ 

имени М .В  Келдыша, 

А к а д е м и и  Н а у к  С С С Р

А.А. Самарский

НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕОРИИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

Препринт № 8 7  з а  1 9 7 8  г.

Москва.



3

Рассматриваются вопросы, относящиеся к следундас разделам 

теории разностных методов: I) теория устойчивости, 2) ктарациои- 
нае метода решения сеточных уравнений, 3) методы ксстрооши раз

ностных схем» 4) векторные охемы на нерегулярных сетках, 5) рев

ностные метода, для задач с негладкими решениями, 6) вариационно- 

разностные схемы дал. уравнений газовой динамики и магнитной гид

родинамики. Излагаются результаты, полеченные в последние г-ода 

автором и его сотрудникам.

I. Основная теорема об устойчивости ( [l] ~[3] ). Разносетал 

схема рассматривается вне связи с каким-либо дифферешдиальнчм 
уравнением и определяется как операторное или операторно-разност

ное (разностное по дискретному аргументу n=Ofi ;t...i t'>o)
уравнения с онераторншш коэффициентами, заданные в .линейном 

нормированном пространстве И^ , зависящем от параметра к, 
-вектора, с нормой /А,/ > О , Никаких аредашоженкй о отруютуре 

операторов схемы не делается.

Будем рассматривать двухслойную операторно-разностную схему

В + A y  «О, = . задан у о (I)

с линейными операторами А  = А д  ^  и 3 ~ В^ ,г, , дейст

вующими в шльбертовом пространстве со скалярным пр&йзве-

дением ( > ) . Операторы Д и В зависят, вообще говоря, от 

/г> г- (эту завиошость, для упрощения зашей, не будем указн- 

вать явно) и от Ь « Л Т .

Теория устсйч&вооти разностных схем разработаю в [l] ,[й]. 

Целью теории является формулировка необходимых и достаточных



условий устойчивости в терминах общих свойств операторов Д и 

В без каких-либо предположений ® их структуре, а также получе

ние априорных оценок для решения задачи (I) , Пуоть

- некоторый оператор, заданный в Я . Через будем обозначать 

пространство, состоящее из элементов у е// (индеко !ъ 
будем в дальнейшем опускать) со скалярным произведением 

: * ( Я у , 1Г ) и нормой II У f & j j T p , •
С-.-лча (I) называется устойчивой (по начальнш данным) в прост

ранстве , если существует такой оператор М М>008>:Н-~Н, 
что для решения задачи (I) при любых * Н справедливы не

равенства

I f c J ,  <  1 У ь 1 л  > * - « , * > ■ ■ ■  ■ к>

Приведем основную теорему об устойчивости.

Теорема I. Нуоть А ш В  не зависят от 1̂п *П Т , А ш А >0 
и оператор 8  существует. Тогда дан устойчивости схемы (I) 
в пространстве необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

операторное неравенство

В0 *  Re. В  ^  otS 't 'A  (3)

или

В ^
в случае действительного пространства // . Здесь оператор 6

нэсамосопряжен.

Любая многослойная операторно-разностная схема может быть за

писана в канонической форме (I) , где А и В операторные 

матрицы порядка р -1  , где р  - число слоев схемы. Поэтому

теорема I имеет общй характер.

2. Устойчивость двухслойных схем в случае несамосопряженных 

операторов. В последние года (в основном А.В.гулшшм) получен*;



существенные результаты, относящиеся к устойчивости схем (I) с 

несамосойряженшми операторами. В частности, выяснялись условия, 
необходимые для устойчивости по начальным данным. В наиболее 
общей постановке задача состоит в том, чтобы указать свойства 

операторов А ж 8 схемы (I), устойчивой в каком-либо прост

ранстве .Показано, например, что схема (I) не является

устойчивой ни в одной из норм //ф (абсолютно неустойчива) .если

А* А } 5 = 8* > о или /4=  А*> о 3 В* *г~ ё .
В случае самосопряженных операторов А и В верна

Теорема 2. Пусть А ж В самооопряженные операторы и хотя бы 
один из операторов, А или В  » положителен. Вели схема (I) 

устойчива в каком-либо пространстве , то выполнено опера
торное неравенство (3),  т.е. в  9- g  Z" А .

Требование самосопряженности обоих операторов А и В в 

условии теоремы 2 является существенным, так как имеется пример 

устойчивой схемы с самосопряженным шыгажителыша оператором А 
не удовлетворяющей условии (3).

А.БЛУлиным исследована устойчивость- схемы (I) в ^  дли 

случая нееамосопрякенннх операторов А ж В в предположении, 
что они связаны соотноиенжем

В - Я - И г Л С ,  , (4)

где О к С -операторы, заданные в Я  .
Теорема 3. Цусть существует оператор 2)=%*> О и обрати

мый оператор С и выполнено (4). Тогда устойчивость схемы
(I) в Нл эквивалентна выполнении операторного неравенства

К + v A * ( ( С (5)

где А ^ХеА -С рС А  1~А)3 £ - единичный оператор.
Условие (5) существенно упрощается в случае нососгаметричес-
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кого оператора А , когда А * = - A Q .
Теорема 4. Пуоть имеет место формула (4). Если А -  косо

симметричный оператор, А *= - А  , то для устойчивости схе
мы (I) в достаточно потребовать выполнения операторного 

неравенства

>*

Если А существует, то (6) и необходимо для устойчивости 

в •
3. В качестве примера приложения: теоремы 4 рассмотрим двухдара-

метрнческое семейство разностных схем.

( к . к * . u ( x . , i j ,

л - « г . . * >

ашроксширующую систему уравнений акустика

•га , _  о , « £  * « < £ • .  о .

При соответствующих граничных условиях охема (7) мажет быть 

записана в каноническом виде (I) , где у есть вектор, { и>р\> 
а операторы у4 й 8  являются операторными матрицами второго 

порядка:

щшчеы Аа  -оператор левой разностной производной, (А/& р)> ~ 
ш р__ . . Таким образом, оператор А является кососимметричео-• л '.jir
щш ж догао питаться применить теорему 4. Удалось найти операто-



ры D и С и представить оператор В в виде (4). Условие 

устойчивости (61 приводит к следующим ограничениям ш'парапет» 

ра ^  и ^  схемы:

°> f -  y *  * &

Следует отметить, что условия (8) неулучиашш, так как они сов

падают с необходимыми условиями устойчивости, полученными мето

дом гармоник.

4. Устойчивость по правой части. Рассмотрим шсвму

5  +  4 у ^  fn , Я 8  0̂ . . . } задав ^  е , (9)

где = У*̂л) - заданная функция со значениями в И  . В

силу принципа суперпозиции, схема (9), устойчивая по начальник 

данным в смысле (2), устойчива тапке и по правой части при ус

ловии согласования норм для ж • Нри определении усло
виях верно и обратное утверждение (см. £з],[4] ). Пусть |(. 

некоторая норма в И  ж > О ~ постоянная» не зависящая от 

А, п,Г . Схема (9) называется равномерно устойчивой по на

чальным данным, если при любых и для всех

n ~ j  ' ДЛЯ реШ9ШЯ задачи (I) справедлива, оценка

*  l a )  s  ^  ■/# / а ;
в [ з ]  доказана

Теорема 5. Если охема (9) равномерно устойчива по начальным 

данным и оператор А * существует» то дня решения задачи £9) 

справедлива оценка

ше % - ( Ъ - Ы 7 г -
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Таким образом условия устойчивости, сформулированные в п.1 и 

п.2 обеспечивают также устойчивость по правой части.

5. Устойчивость трехслойной схемы. Рассмотрим операторно-раз

ностную схему, а&шсанную в каноническом виде (см. [l] )

(10)

где

А } 8 > %: Н ~ * ~ Н  - линейные операторы.

Случай самосопряженных операторов А и Ч .рассмотрен в

[I] , где показано, что условия устойчивости имеют вид линейных 

операторных неравенств

80 - & В  ш 1 ( 6 + В * ) * 0  , А > 0 , £ - £  А > О.

Нарушения самосопряженности привода? к существенно более сложным 

условиям устойчивости (см. [2] , [3]). Будем рассматривать для 

простоты схему

Ъ  *  * А ? - °  «и

Теорема 6. Если А*яА , * Q 5(R*+ »
&л ~ 0 ,5  ( & - &  )  , причем то

схема (I) устойчива при условии

А > о >  К0 - $ А > т : а К * А К л ■

Теорема 7. Пусть А -кососимметричный оператор, А**- А , 

перестановочный с оператором A R  * R A  . Тогда схема

(II) устойчива при условии

1г г Ц ( А - 2 К ) р 11г £  Цу К * -  4 t & .
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шя устойчивости трехсяойной'схемы (10). Так показано, что если

Отсюда, в частносте, следует абсолютная неустойчивость схем

6. Итерационные метода решения сеточных уравнений. В последние 

года были получены существенные результаты г- теории итерационных 

методов решения систем линейных алгебраических уравнений. Выце

дим два результата: I) построение набора оптимальных ктерацион - 

них чебшевских параметров» для которого процесс итераций выч®> 

литальнс устойчив, 2) разработка униьерсальнох’о поперекеняо-тре- 

угольного итерационного метода. Изложение общих фактов теории 

итерационных методов дано в [3 ] . Пусть И - конечномерное 
линейное пространство со скалярным произведением (•> )5 А ъ &t... 
линейные операторы, заданные в И , А,  6 : И Н . Требует

ся решить уравнение

схема (10) при R&aO устойчива в какой-дзоо нсрмз. то все 

собственные значения оператора тВ '"А лежат ж. ышяоч от я 
превосходят по модулю единицу. Аналогично, если схема

и я но

устойчива в какой-либо норме, тов все собственные значения )\ 
оператора s -Ч  действительны, и удовлнтворяют керавелствам
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, A : H-*~ H".

Двухслойный (одношаговый) итерационный метод записывается в 

той же канонической форме,- что и двухслойная операторно-разност

ная схема

V  - у* U
> (12)

'Ы
-х

где -итерация номера ^  > О -параметры, в : И-*- И ,

существует. При /5 = £* - метод (12) явный, при ВФЕ -неявный. 

Будем предполагать, что выполнены условия А » А > 0 , В = В> О,
1* # % A > О , Требуется найти параметры } тг
•gr из условия минимума числа итераций л, я «.(6) дм  люба- 

то В ^ О  , при котором

I u i#  * £ I I Ч Л > Н -  « .

Эта задача сводятся к классической задаче о нахождении полинога 

ft, *-ой степени, наименее уклоняющегося от нуля на отрезке 
£ ^  Р8шеетем является полином Чебышева. Для числа

итераций получается оценка

j  f  
% >  £■ * где ?

а для параметров *5^ верш формул»

%ШЩ  J Д ' £ 1  ’ ' « >

где 6^ - кЬрень полинома Чебышева п  -ой степени

* £ а-* Л "  >Ъ', ~ одао

та чисел i ) i 9Sr, >2k-i, Сценка (13) с %*АВ~*А верпа при



любом способе нумерации множества -  [ $ п }  > если

выполнено А~ А , 8= В*> о . Однако, итерационный процесс m i  
при "естественных" способах выбора ; &л (0 * Л&,-4~ или

0л ( к ) ~ £ п - ( Ж - 1)  ,  6=1, 2, . . .  , п. вычислительно неустой

чив, т.е. не 'сходится при вычислениях с конечным теслом знаков. 

Вычислительный процесс можно сделать устойчивым, если перенуме

ровать соответствующим образом маожестао * Такие

.устойчивые наборы чисел в » - К  и тем самым парамет- 

ров,на$цены в I97I-I973 гг.: а) для & С/3> 0 ~Цеже
число)в работах [ $  ] я [ 1 ] , б) для произвольного п  -
в работах [ 6 ]  , l ? l  Hf s J  . Алгоритм получения "устой

чивого набора" параметров £  j  на языке "АЛГОЛ" дан в [6] 

(см.также [3] ).

Построение устойчивого чебышевского итерационного метода (12), 

(13) , (14) (иногда называют его методом Ричардсона) делает

возможным его применение для решения разностных эллиптических 

задач. Отношение определяющее, согласно' (13)скорость

сходимости итераций зависит от выбора оператора S  « Оче

видно, что В следует выбирать из условия минимума итераций

(максимума ^ ) и минимума операций для нахождения новой

итерации (экономичности В ).

Дня метода Зейделя и верхней релаксации оператор В не яв

ляется самосопряженным и потому душ ускорения сходимости путем 

выбора параметров / нельзя пользоваться общей теорией.

7. Попеременно-треугольный итерационный метод (ВТМ). 

Самосопряженным является оператор В , представленный,в виде 

произведения "треугольных" (имеющих треугольные матрицы) опера

торов, сопряженных друг другу.

B=(etoaRl )(Bf-<oRz ) , ^  ^  , ы > о .  (15)

Дга определения Ч в этом случае надо решить последовательно
fb+L



две системы с шине! ( E t u ) ^ )  в верхней (£><У̂)треугольными 

матрицами. Итерационный метод (12) с факторизованным оператором

& вида (15) будем называть попеременно-треугольным методом 

(ПТМ), предполагая всегда, что используется набор чебышевских 
параметров К !  (см. [ з ] ) .  ПТМ» очевидно, явля

ется универсальным, так в е к  любой оператор А - А  можно предста

вить в виде суммы треугольных операторов и

" ;рема 8. Если выполнены условия А “А >0 ж А »  ,
b ^ s f A j x )  , то для ПТМ с параметрами f и 

<л) * чиолб я̂ОДкй .

п  %> j  » ; , г д е  *1. -  J- •
В случае разностнойзадачи Дирихле для уравнения Пуассона, в 

единичном р  гйвщом 'йубв, на кубичной сетке с шагом к, число 

итераций п 0С & )*о ,М & ь \ / f k  при любом Z (т.е. 

число итераций не зависит от размернооти). В работах А.Б.Кучеро- 

ва я Е„С,Николаева [ $  ] и [ю ] предложена следующая модификация 
НМ: . . .

Теорема 8 сохраняет «илу, если выполнены условия

д » 4  \  А -
В качестве матрицы $  я  (d Cj ) можно взять диагональную матри

цу» выбирая o(>ij , так, чтобы отношение ^ было макси

мальным. Модифицированный ЛТМ оказался весьма эффективном при 

решении разностной задачи Дирихле доя уравнения Пуассона в про

извольной области и дал уравнения oil гг  ( J c ^ a d  ге) - —-fcx.)
(о сильно меняющимся коэффициентом fc ) в прямоугольнике. Так, 

в случае' произвольной области число итераций практически совпа

дает с числом итераций дая той хе задачи в квадрате, сторона

12
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которого равна диаметру области.

Заметим, что I) ПТМ экономичнее метода переменных: направлений 

даже в случае простейшей трехмерной задачи Дирихле для уравнения 

Лапласа в кубе, 2) для третьей краевой задачи в прямоугольнике

гачная оценка имеет место и для разностной задачи Дирихле в 

прямоугольнике в случае уравнения со смешанными производными»

4)возможно использование факторизованного оператора В дая ПТМ 

в трехслойном (двухвдговом) итерационном методе; с обычными дву

мя оптимальными параметрами, выбираемыми по заданным £  -Л :

число итераций в. этом случае немного больше, чем для двухслойной,

бинация ПТМ-и метода сопряженных градиентов; скорость сходимости 

мало отличается от обычного ПТМ, однако, она более сильно зави

сит от выбора начального приближения; зависимость от изменения 

параметра в некоторых пределах выражена слабо.

8. Разностные метода аппроксимации уравнений математической 

физики. В последние года большое внимание уделяется построению 

разностных схем дая уравнений обычного вида в областях сложной 

формы при различных:, типах краевых условий в случае нерегулярных 

сеток. К разностным, схемам предъявляются различные требования. 

Схемы долины, хорошо моделировать в пространстве сеточных функ

ций основные функциональнее свойства исходных уравнений, напри

мер, свойства эллиптичности шш параболичности, 2) быть устойчи

выми и обладать достаточной точностью на допустимых (как прави

ло,не слишком мелких) сетках, 3) быть экономичными по числу опе

раций, которые нужны дая решения (прямым или итеращсннш мето

дом) сеточных уравнений.

Для построения разностных схем попользуются интегроинтерполя- 

ционный метод или метод баланса, вариационные и проекционные

модифицированный ГИЛ дает Пс(£) = ,3) анало-

схеьш (12) с чебышевскими параметрами



14

метода, в том числе метод конечных элементов*

Само поняете разностной схема подверглось пересмотру. Наряду 

с обычными схемами весьма важным оказался класс аддитивных схем, 

представляющих собой систему разностаж схем (двухслойнш: шш 

трехслойных) обачного тага и. ашфоксимирупцих исходное уравнение 

в суммарном смнсле . Введение понятия суммарной ашронси-

мацз* существенно раашрило класс разностных охем и. позволило, 

в ч̂омзости, построить большое число экономичных алгоритмов для 

решения линейнюс и нелинейных шогомернш: задач. В [f$J рассмат
ривались аддагавнке вконошчяне схема с уравнениям’на графах для 

параболических уравнений ж зфаевых условий третьего рода, для не

которого класса о криволинейными границами.

9. Векторнне схеш. Изучение И»В;Фрязиновнм разностных крае-

:вых задач дая эдтогаическш: уравнений общего вида в областях

произвольней форш, а также экономичных схем для многомерных

пара/бшагаееша уравнений привело к понятию векторной разностной

охеш (он* [/#] « [ /$ ] )  ж существенно расширило класс разностных
схем. Это расширение связано с построением схем в пространстве

сеточных фукшдай более сложной структура, являющемся прямой сум-

той нескольких сеточных пространств. Пусть заданы сетки ,
Lзависящие от Л , и соответствующие пространства nh, се

точных функций- - - . , m » Пусть * Ф ®

ф  ... . ф  Hi -прямая сумма m  пространств НТ  и
s /ii (W) > 1/ .. С&У

вектор ^ К с компонентами у  '& ,

■ ■ • » •

Под векторной разноотной схемой будем понимать операторное- 

разностное (разностное по аргументу С>, i ,..., t“> О )

уравнение с операторами ъ .
Формальный преем построения векторных схем состоит в следую

щем». Задача для исходного уравнения ставится в соответствие



эквивалентная корректная задача для системы диффсренндачьных 

уравнений: единственным ее решением является вектор-функция, все 

компоненты которой совпадают с решением исходной задачи. Аппрок

симируя каждое из уравнений этой системы на соответствующей сет-
(S)

ке а). приходам к векторной схеме. Если векторная схема коп- А.
ректна, то каадая ее компонента приближает соответствующую коп- 
ноненту эквивалентной системы, и значит и исходной задачи» Семей

стве векторных схем существенно более широкое, чем семейство раз
личных аппроксимаций для одного уравнения иа одной сетке 

.10. Пример (И.В.Фрязинов). В олучае нерегулярных сеток да 

эллиптического уравнения

схемы строятся методой конечных элементов» Однако эти схема 

(особенно простейшие из них легко получить методом баланса (пт 
интегроинтерполяпионннм методом )»

Покроем область Л), треугольниками, их версииь: образуют сет

ку 60 ( х  €■ и) ) . в каждом треугольнике на середине одной из
А# I —. /  /

его сторон возьмем точку ( ^  s cxĴ  t ж. _ потоковая
течка), проведем из нее отрезки £*  ( x ' j  > Сх?) , парал
лельные двум другим сторонам. (•Х/)}Зл(х ‘)$&тют<.> треугольника.
Отрезки s£i<x!) ,  разбивают область J2 на

ячейки И (х) , J36 (см.фиг.Х). Запишем для ячейки /4л) урав
нение баланса; при этом производные в выражении для потока через 
отрезок SjОХ.') границы Н(х) внразш через производные в направ
лениях £  *сх? ) , s l  a x 'у и заменим разностными отаошенаяш

^ хтД t .А ^
от функции ^  по ot  и £% ( м J о Козффвдиенты кя-
чиоляем в точке < х / . В результате приходим к сеточному аналогу 
среднего потока через отрезки граница ячейка. Заменяя п о т о к е  в  

уравнении баланса их сеточными гл&яогаш приходил к разностной

15



схеме. Она совпадает с провтейшей схемой метода конечных элемен

тов точности 0 (к ) в при постоянных коэффициентах и пра

вых частях.

Указанный выше прием построения схем распространяется на сет

ку о достаточно произвольными ячейками. Пуоть область покрыта 

ячейками Н (X )  - выпуклыми многоугольниками, X  - некото

рая дачка ("средняя точ̂а") внутри ячейки _И (Х ) , л  - вер-

дава ячейки ■ HQQ, X *  . Соединим
отрезками соседние уат X  • Область р’азбиваетея на ячейки Ис*>) 
хде <Х € < %  . В точках пересечения соответствунщюс от

резков Sex') и S ix/) ячеек Н(х) и HQC) определены вдоль S&?) 
и S(aс') два направления (см.фиг.2). Запишем уравнение баланса 
дай ячейки ./fee) , Производные в выражениях потока выразим 

через производные по направлениям £(х') и S(<x.‘) , и заменю,! 

эта производные по направлениям разностными отношешями от сеточ

ных функций 'ff-C'X-) > «*€ СО̂ и Y {%-) )  . Коэффи
циента в выражении для потока вычишшем в точке х ! . Заменяя 
штоки в уравнении баланса их сеточными аналогами» приходим к 

уравнеетю

А  у ,  У )  * - > « 6 •

Аналогично иолучш оеточное уравнение, выражающее балано для 

ячейки Н ( X )
А ( Х - , у > У )  * - Ф ( Х ) >

Пару этаж уравнений запишем в виде
Д^*~ 7", Зс-р?Д/.€ ^  > у  Y J  (16)

и рассматриваем как векторную схему в пространстве

* к  ( й к )  » эде - простран
ство -сеточных функций, заданиях: на С0^ f (■& & ) ~ прострал-
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Введен в скалярное произведете и норму:

( f , » )  - Z .  Н ю  + 2 .  Y (X )  V M  H 0 0  ,

самосопряженным, если отрицательно определен ж самосопряжен от™

со скоростью oai.
Таким образом, провтейние схемы метода конечных элементов и 

векторные схемы на нерегулярных сетках могут йетъ получены мето

дом баланса.

II. Разностные метода для задач с веигадаш решешяш» 

Точность решения, полученного разностным методом, в значвтеяь- 

ной степени зависит от гладкости иокомого решения: в некоторых 

пределах, чем больше гладкость, тем вше точность, йри оценке 

точности разностной схемы обычно предполагается, что точное ре

шение исходного дифференциального уравнения: обладает определен

ной гладкостью, тогда разностная схема имеет точность соответст

вующего порядка. Однако, часто встречаются задачи, решения ко

торых имеют весью ограниченную гладкость из-за особенностей в 

пфтгщгтлнх точках у самого решения или у его производных. Про-

Оюрата» А в 3tL



изводаые решения эллиптических задач могут быть неограничены в 

о!фестности точек смены типа краерых условий; разрыва краевых 

значений и правой части? в угловых точках линии разрыва коэффици

ентов, в многоугольнике в окрестностях вершин углов и т.д. Эго 

приводит к понижению погрешности аппроксимации и точности.

Возникают две проблемы:. I) исследования известных разностных 

схем для указанных задач, 2) разработка новых более эффективных 

штогг"-' решения.

Одними из первых работ, посвященных исследованию классических 

разностных схем для уравнения Лапласа в областях с негладкой гра
ницей, быт работа Лаасонена [ н  ]  , в которой рассматрива

лась задача Дирихле для уравнения Лапласа в плоской области с 

углом . Вило показано, что при У >1 пятитсчечная схема

имеет погрешность

где к. -шаг сетки, % -расстояние до вершины утла, S=consi: > О 
-любое число» если граничные условии непрерывны, и погрешность

если граничное условие в вершине угла имеет разрыв первого рода.

Цикл работ по исследованию классических разностных схем дам 

отыскания негладких решений краевых задач для уравнения Пуассона, 

выполняли В.Б. Андреев, Е.Ю.Архипова и С.А.Кряквина [ /2  ]  -  ,
в («г] рассмотрена задача Дирихле для уравнения Лапласа

в полуплоскости у  > О с граничным условием ll= S ig n  -х> ~
=» * х <  Оi  шет?ш  разрыв в начале координат. Показано, что

погрешность разностной задачи Дирихле в случае пятиточечной схемы

18
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есть величина , если разрыв не попадает в узел

сетки, и 0 ( к гЛ ‘)  , если разрыв попадает в узел сетки. Пер

вая оценка улучшает результат Лаасонена (при ), сни

мая & > 0 . Вторая оценка дает существенно большую информацию

о погрешности схемы, так как из нее оледует, что при 1 = 0 ( 1)  
погрешность схемы есть 0  ( к  )  , как ж в случае гладких реше-
ш!й zt я * (рс) исходной задачи.. Эти оценки имеют меото и для 

девятиточечной схемы повышенного порядка точности. В случае не- 

попадения точки разрыва в узел сетки точность схемы можно повы

сить путем поправления граничной функции в одном узле. Для девя

титочечной схемы граничную функцию можно исправить таким образом, 

чтобы погрешность схемы била 0 ( А ‘Л ‘)  . При этом сглаживая

ние граничной функции будет немонотонным. В окрестности точки 

разрыва сходимость отсутствует, однако, разность медду сеточным 

решением ж точным решением U = и(<х) не превосходит 3 % и 
достаточно быстро убывает по мере удаления от точки разрыва. По

вышение точности схемы путем сглаживания граничной функции при

водит к уменьшению погрешности схемы и в окрестности точки раз

рыва.

В работе [ /3  ]  изучается смешанная задача для уравнения Лапла
са в полуплоскости у > О , когда на положительной полуоси О-Х 

(<Х>0)  задано граничное условие второго рода, а на отрицательной 
полуоси ОХ ( ж  О) - условие первого рода. Показано, что 

5-точечная схема имеет точность O ( V v t )  вне зависимости 

от положения точки ( Ot i f )  ■ на сетке. При специальном расположе
нии точки смены типа граничного условия относительно узлов сетки 

погрешность есть . Проведено улучшение схемы

путем замены в отдельных точках граничных условий первого или 

второго рода на граничное условие третьего рода со опециальным 

"коэффициентом теплообмена" при любом расположении ( 0, 0)  на сет-



ке; при этом погрешность пятиточечной схеш будет

и девя*гаточечной о а У ъ ’у * ) . Дня смешанных задач внут-
<3& *

ри угла ~гГ я плоскости с разрезом подучены оценки

О а * / г ‘л )  - 0 ( L v ‘A « )  соответственно.

Все указанные выше оценки точны.

В работе [ /4  ]  исследованы так называемые "задачи

о скважинах" т.е. задачи об отыскании решения уравнения Лапласа 

на плоскости с круговым вырезом, на котором заданы граничные 

условия первого, второго или третьего рода. В случае граничных 

условий второго рода указанная задача эквивалентна задаче об 

отыскании фундаментального решения, которая исследована многими 

авторами { d ie  Gi&(U dnet ty/hipiiiy S iokt} Соболев С.Л., 
a n d  SkA^&b и др.). Дня двух других задач построены схемы ви

да

и Ях + <*,/)- О,
где -  сеточный аналог дельта-функцга; t i 0 , напримеру
в случае граничных условий первого рода, есть значение искомого 

решения на внутреннем контуре (на скважине), ~

- -|- —  С ]  ( L  -  шаг сетки, -радиус скважины,

С - постоянная Эйлера с̂. )  • Для погрешности та

кой схемы верна оценка О ( * / % * ) .  '

12. Новые разностные методы для задач с негладкими решениями.

Разработка новых более эффективных численных методов отыска

ния негладких решений идет по трем направлениям: I) использова

ние обычных схем с выбором в.окрестности особых точек специаль

ных полярных сеток, шаг которых по радиусу уменьшается по сте

пенному закону при уменьшении % ; эти схеш имеют точность
о № )  • СЕД .Волков f<5] ), 2) выделение особенности



кальным сеточным аппроксимациям (см.например, Фико и Стренг [ /б]) 
3) построение на обычных сеточных шаблонах разностных схем, точ

ных на функциях, несущих особенность (И.В.Фрязинов £/■/] ).

И.В.Фрязинов в [ # ]  уравнение Лапласа AU = 0  } и(&±
в квадрате аппроксимирует разностной схемой

(“* = - 9>С*Л >'х л )  (17)

с переменными коэффициентами Q&(‘x t> xn ), причем
<Х1 ж 0,£ отличны от I, a' <f - от нуля лишь в конечной ок

рестности особой точки. Главная часть разложения функции

окрестности особой точки удовлетворяет разностному урав

нению. Эта охема дает хорошую точность как в окрестности особой 

точки, так и вне ее. Рассмотрим в качестве примера смешанную 

задачу

Л и *  о ,  ~ ± < x t < 1 , о  < х г < 1  f 

% (JC, о) =* V  , 0<хх$ £ } > - i * u x<o

>})(*,»-2̂ ), Г \  (~1$<ХЛ$Х , Л2 - ° )  ,

где У -  постоянные, функция , с̂огласована с )) , 

таз; что ( 0,0) есть еданственнач: особая точка, в окреотности 

которой имеет место разлокение

Основную ошибку в решение задачи по классической схеме

у  if _ » О вносит погрешность функции s<h£.
д&л x t <f *

7 . Перейдем к выводу схемы (17) с переменными
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коэффициентами а  я. c l :

(а* H L , f  ( Ы Ь . ) * , ' ~ r  . , ъ > °

(а ' ^ Х , тЫ л̂ ' ^ ) " ^  - t ^ o . x * (И)

y f ,  c $ x , $ d ,  % * o y y ^ C x 1 tz i ) ,  ( ^ ^ y e P x ^ M x ^ i ,^=0).

Коэффициенты Л , Q* и правую часть * f подберем так, чтобы
. О /% ̂  ^

б конечной окрестности точки (0,0) фувшщя & +Ljt Sen -g- 
удовлетворяла бы уравнениям (18) , пргаега at - Qz = i » У “О 

вне конечной окрестности точки (с, о) . Зри этрм должно быть:
1) > <?£ £С# > О , С, -постоянная, ®е зависящая от X. .

2) погрешность аппроксимации С?А ' i^ S u t . била бы мала

( <Zf j <2g — »» дри оо). Сказывается, чето этим

условиям можно удовлетворить и яоэффигреяган s<?.£ ж  функция

(f определяются через интеграла от фриящй г
/ПЧГ°/ „ Й (й "*/ 'о с с я , где г -^ йсл. X. . Хдк, например

M ^ L 4 4 / S 1 - Ф « -

Аналогачно вычисляются ’ ir & J lfa o f «° *

Интегралы от ™У<ЪХ1 > гг> %х ,, > ^  v Утзсь  легко вычис

ляются. Укажем вывод схемы (18) » Средни® лоток от функции
—  & ¥$. и>
tL s V  + Lf  *Ъ S i n .  X  есть
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XZtk+a,$

С другой стороны

Исключая из этих соотношений постоянную 0^ , находим, что 
+ X ^o,st k _  . Аналогично

определяется поток СЩ)о,  ~СаЛ \ 6+0,5-
через отрезок (Сл л) ^  > • Подставляя эти

потоки в уравнение баланса для' ячейки

C^di-c,s < x t < t+0'S » \ ^ <  к о ,  o<xA < l , L o

приходим к схеме (18)

Если взять в схеме (18) коэффициенты' О.  ̂и <2^ отличными от

I лишь в точках С ' К ° )  > Со Л )  , то ошибка на решенииi/s, if 3J& . 3<f м
ТА. п *t sCn. £  + & Sc/г понижается до 3% вместо 1%
для классической схемы при Л = ̂  . Подобные же схемы построе

ны и исследованы для уравнения A U = -f в многоугольнике[/•?■].
13. Нелинейные задачи. Принцип полной консервативности. При 

построении разностных схем заданного качества для линейных урав

нена! математической физики можно опираться на теорию разност

ных схем. Так, например, при написании схем для нестационарных 

задач можно в качестве исходного взять семейство устойчивых схем 

и в зтом семействе искать схему требуемого качества. Для нелиней

ных задач эффективней общей тео$жш разностных схем нет.

I c(jc& .
‘r?s,ay.tVqr



Более того, системы нелинейных дифференщыльншс уравнений » 

частных производных, например, газодинамики, магнитной гидродина

мики (МГД) и тем более магнитной радиационной газодинамики 

(МРГД) настолько сложны, что сами по себе не поддаются детально

му теоретическому исследованию в целом (за исключением, бить мо

жет, некоторых простейших'случаев). Однако, ряд свойств сиспмин 

можно понять, если рассматривать отдельные уравнения и их линей

ные модели» Можно выделить отдельны̂ части (блоки, модули) исход

ной задачи. Так, например, задачу МГД можно разбить на ряд моду

лей: I) уравнения движения и неразрывности при заданной темпера

туре и электромагнитных полях, 2) уравнение для внутренней энер

гии (температуры) при заданной скорости и плотности, 3) уравне

ния Максвелла при заданных плотности и температуре. Очевидно, 

следует требовать, чтобы вычислительные алгоритмы отражали модуль

ную структуру исходной задачи. Предварительное изучение алгорит

мов для каждого из указанных модулей позволяет строить эффектив

ный алгоритм для всей задачи. Пригодность алгоритма для частных 

случаев, очевидно, является необходимым условием его применимо

сти' вообще. Это один из подходов к построению разностных схем

- использование блочной структуры исходной задачи. Важное значе

ние для нелинейных задач приобретает формулировка, общих принципов 

и эвристических приемов для получения разностных схем хорошего 

качества. При этом линейные задачи играют роль моделей для нели

нейных задач, что позволяет установить срязь и между соответству

ющими разностными схемами. Например, естественно требовать, что

бы линеаризованные разностные схемы для уравнений газовой динами- 

ни хорошо аппроксимировали уравнения акустики - линейную модель 

дифференциальных уравнений газодинамики.

Такими общими принципами оказались принципы однородности, кон

сервативности [ 1 ] и полной консервативности [яо} разностных охем.
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Требование консервативности является необходимым условием сходи

мости для линейных задач математической физики в классе разрыв

ных коэффициентов (для задач с негладкими решениями).

Принцип полной консервативности для задач газодинамики и МГД- 

-задач сформулирован в [£о] -[«2/J , где указаны простые правила 
получения полностью консервативных схем (П.К.С.). Применение 

этих правил позволило получить в П.К.С. для кинетического

уравнения Ландау. Практика показала высокую эффективность П.К.С., 

правильно передающих основные характеристики сплошной среды даже 

на грубых сетках. Отметим, что некоторые трудности возникли при 

написании П.К.С. для уравнений газодинамики в переменных Эйлера.

При переходе к многомерным задачам газодинамики воз

никли технические трудности, связанные с написанием П.К.С. Одна

ко, развитый в последние годы в [£3 J - [ 2 S ]  вариационный под

ход к написанию разностных схем, являющийся полудискретным ана

логом принципа наименьшего действия Гамильтона-Остроградского } 

позволял преодолеть эти трудности и упростить проце

дуру получения П.К.С.

14. Применение принципа наименьшего действия для получения П.К.С.

Существование законов сохранения тех или иных физических ве

личин естественно связано с возможностью описания физической сис

темы на основе вариационных принципов, например, принципа наи

меньшего действия. Пусть дана механическая система, характеризу

емая обобщенными координатами ^  , -6 « i ,  Z t..., Ж  . Функция 

Лагранжа L системы равна L ~ K ~ n  , где /С ~ кинетичес

кая энергия, f ]  - потенциальная энергия. Приравнивая нулю $$*0— 
первую вариации функционала действия

§ »  J  L
получаем систему уравнений Лагранжа
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Эти уравнения ковариантны относительно точечного преобразования 

координат ^ , , т.е. преобразования вида

, где -новые коорданаты. (Ковариантность, 

как известно означает, что форма загаси уравнения не меняется 

дри таком преобразовании)..

Для описания гидродинамических, течений в лаграгасевнх коорди

натах может быть использован принцип нашейьшего действия в фор

ме Гамильтона-Остроградского как непосредственное обобщение его 

на случай системы с бесконечным числом степеней свободы̂3 0J .

Поясним это на примере адиабатического течения сжимаемого га

за. Пусть £1. - область на плоскости , где <*л>с4г
-лагранжевы координаты; пусть

-эйлерова координаты частиц среды, V  =C&i > - вектор

скорости, р  ~ плотность, 8 - удельная внутренняя энергия, 
Лагранжиан объема -Я. имеет вид

£ ( 4 )  ~ J ] (  X  ~ 6)  5
где d l x&CXi* х г  ^ л ) > о  -  якобиан перехода от эй
леровых переменных к лагранже вым. В силу принципа наименьшего 

действия движение среды должно происходить так, чтобы функционал 

действия

■ s d ) = f s e  ( i ' ) M '
достигал экстремального значения. Варьирование функционала £  
проводится при дополнительных.условиях неразрывности и адиабагич-

НССТИ _  _  /. , .

Jу% =  $ 0 Ы ± > е * л )
$ £  =

Приравнивая- 8 $ ^  О , получаем уравнения движения.

Чтобы получить соответствующую разностную схему} введем в об-
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ласти сзтку с шагом п 1 и .Пусть

-множество ячеек этой сетки, - множество узлов. Отне

сем 7" L^-j » ^ )  к '£>" С^ з̂,)к узлам сетки, остальные величи

ны - к центрам ячеек. Лагранжиан J C t )  аппроксимируем следую

щим выражением

где

4 - . ^  '«-.ft

{- ■ -площадь лагранжевой ячейки, а \ "~̂Г означает
f 8Le

некоторое среднее значение кинетическом энергии по соседним с 

центром ( s % )  ячейки узлам сетки (обычно исполь

зуется среднее значение по четырем узлам). Выражение для 

тактически инвариантно относительно выбора системы координат 

"Метрика" пространства входит только через конкретное выражение 

для объема ячейки ^  • . Вариация функционала действия
/**
^  » J- й̂тг вычиоляегоя при дополнительных

условиях,*5 которыми являются разноотше аналога закона сохранения 

массы и условия адиабатичнооти.

В результате получаетоя диф̂оронциально-разностная схема (раз

ностная по о( и ) второго порядка аппроксимации; она об

ладает свойством полной консервативности. В самом ттеле3 вид урав

нения энергии получается непосредственно из интеграла адиабатич- 

носги, а все законы сохранения являются следствием групповых 

свойств функционалов оС и ьГ, (теорема Э.Нетер), которые 

не содержат явной зависимости от времени и пространственных коор

динат.

Заменяя производные по времени разностными отношениями и беря 

правые часта, как обычно, с весами, получим при определенных зна

чениях весовых множителей полностью консервативные разностные



схемы. Изложенный подход без каких-либо изменений переносится ка 

случай любого числа пространственных* переменных, независимо от 

выбора системы координат.

Для МГД-течечия идеально проводящего сжимаемого газа в магнит

ном поле изложенный выше гамильтонов формализм сохраняет силу, 

при этом меняется выражение для лагранжиана; к В добавляется 
энергия магнитного поля: и, кроме того, добавляется еще одна 

связь - вмороженности магнитного поля в идеально прово

дящую среду.

Качество разностной схемы для расчета разрывных решений газо

динамики и магнитной гидродинамики зависит от выбора искусствен

ной вязкости (диссипатора) ; обычно требуется, чтобы введение 
вязкости не нарушало консервативности схемы и приводило к разма

зыванию фронта ударной, волны на небольшое (~  3 ) число ячеек 
сетки, оставляя при этом профили в окрестности фроита по возмож
ности монотонными, В дополнение к этому будем требовать, чтобы 

при введении искусственной вязкости собственные колебания лине

аризованных разностных уравнений затухали, оставаясь подобными 

самим себе или, другими словами, введение искусственной.вязкости 

не должно приводить к расщеплению собственных функций линеаризо

ванных операторов (принцип спектрального согласования). Т&кое 

требование определяет линейную часть искусственной вязкости един

ственным образом.Коэффициент вязкости , как функцию ячейки сетки, 

можно выбирать из условия наибыстрейшего затухания самой высоко

частотной компоненты спектра собственных колебании какой-либо 

парциальной механической системы ( системы ячеек сетки), включаю

щих рассматриваемую ячейку. Искусственные диссшаторн для много

мерных МГД-уравнений, полученные на основе прдащра спектрально

го согласования, оказываются зависящими от значений термодинами

ческих величи* рассматриваемом МГД-течешш, от конфигурации
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расчетных сеток, а также от Величины магнитного поля. Они имеют 

коварианфную форму зашей, не зависящую ни от числа измерений, 

ни от системы координат. Вводятся эффективное давление 

эффективная напряженность магнитного деля Н , равные

р * ~ р  + ср, > Н * ~  Н + Q  •>

где fy -газодинамическая составляющая искусственного диссипа- 

тсра; 0. - вектор магнитной составляющей диссипатора. Они

вычисляются пс формулам

c± i s  , .

29

V  ^  d-e

где С -адиабатическая скорость звука, 3£ - размерный коэффици

ент, равный Х £, , - макешальная частота собст-
" £J 4 

венных колебаний какой-либо механической системы, включающей

ячейку С Ч j )  . V - объем ячейки.
Таким образом, вариационно-разностные схемы для многомерных 

задач газодинамики и магнитной газодинамики:

- имеют второй аппроксимации на гладких решениях, 

г обладают свойством полной консервативности,

- имеют ковариантнур форму записи, что упрощает создание мно

гоцелевых пакетов прикладных программ, а также обеспечи

вает возможность расчета в системах координат, автомати

чески подстраивающихся к расчитываемому потоку,

- легко алгоритмизируются,

- акустическое приближение для этих схем описывает акустичес

кое приближение дифференциальной модели сплошной среды со 

вторым порядком точности; соответствующие линеаризованные 

операторы обладают свойством самосопряженности и неотркца-



тельности, что делает возможным использование эффективных итера
ционных алгоритмов решения неявных уравнений (а также обеспечить 
устойчивость путем введения неявности с определенным весом).

Вариационный подход можно использовать также и при построении 

численных методов для уравнений теплопроводности или диффузии, 

описывающих большое число физических процессов. Один из наиболее 

простых вариантов вариационного метода состоит в том, что урав

нение заменяется системой + е&тучТ-О, W ■+ Ое

Первое уравнение трактуется как параметрически меняющаяся во вре

мени связь, а второе уравнение является следствием требования 

стационарности некоторого функционала

= ~ ~  'u d t .v  w  J

г б-
Где Q. -область, Г  - ее границе. Отправляясь отсюда, можно 

получить разностную схему второго порядка аппроксимации на кри

волинейных сетках, оператор которой является самосопряженным и 

знакоопределешым, если исходный дифференциальный оператор 

L и  -  cClrr ( i : , обладая этими свойствами в Сг -t Г _ 
Вариационный способ определения потоков фактически обеспечивает 

сходимость итерационного процесса их нахождения и консерватив

ность схемы на любой итерации. 4

Вариационно-разностные схемы дня многомерных задач магнитной 

гидродинамики использовались для решения ряда модельных и прик

ладных задач о развитии неустой чивости Релея-Тейяора в несжима

емой жидкости [26] , о магнитной кумуляции [2?-] , о симметрии 
сферических мишеней при сжатии их лазерным излучением [*2&] , о 
транспортировке плазменного сгустка в магнитном соленоиде (*?#]»
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