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A B S T R A C T

T he  d iffe rence  schem es for m agneto-hydrodynam ic 

equa tion  a re  ob ta ined  from v a r ia t io n a l p r in c ip le . T he  flu id  

v e lo s ity  and  m agne tic  fie ld  v e c to r  w ere  a llow ed  to th ree  

com ponen ts . T he  d iffe rence  e q u a tio n s  a re  of the se co nd  

o rd e r approx im atio n  and  fu lly  co n se rv a tiv . T he  s p e c ia l k ind  

of a r tific ia l v is c o s ity  is  con s tru c te d  b y  im p os ing  the  cond i

tion  o f s p e c tra l co rre la tio n . T he  algorithm  of c a lc u la tio n  of 

the a r tific ia l v is c o s ity  coe ffic ien t is  g iven  in  the  p ap e r . T he 

exam ple  of the  n um e rica l c a lc u la tio n  of m agne tohydrodynam ic  

a lfven  w ave  is  p re sen ted .

АННОТАЦИЯ

В работе из вариационного принципа получены дифференциально-разност

ные и разностные схемы для уравнений магнитной гидродинамики с тремя 

компонентами скоростей и магнитного полй. Рассмотрены случаи плоской и 

осевой симметрии. Полученные дифференциально-разностные и разностные 

уравнения имеют второй порядок аппроксимации и обладают свойством пол

ной консервативности. Исследованы свойства разностных уравнений акустики. 

Из условия спектральной согласованности получен вид искусственной вязкос

ти, зависящий от напряженности и ориентации магнитного поля и приведен 

алгоритм вычисления величины соответствующего коэффициента.

В качестве примера приведен численный расчет вращательной магнит

но-гидродинамической волны.
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Введение

Во многих задачах магнитной гидродинамики, допускающих двумерную 

^остановку, т.е. такую постановку, когда ноля всех физических величин зави

сят от двух пространственных координат и времени, необходимо учитывать 

•со три компоненты у векторов скорости и магнитного поля.

Одной нз простейших задач такого рода является задача о распростра

нит! простой альфвеновской (вран-.ательиой) волны. В простой альфвеновской 

)ОЛНО [12] , составляющая магнитного тюля, лежащая в плоскости порнонди- 

[улярной направлению ее распространения, поворачивается на некоторый угол, 

ютаваясь постоянней по величине. Соответствующим образом вращается и 

ижтор тангенциальной составляющей скорости.

В отличие от задачи о простой волне, полностью исследуемой аналити

ческими методами, подавляющее большинство других задач магнитной гидро

динамики требуют для своего решения привлечения эффективных современных 

дасленных методов.

От разностных схем МГД, моделируюших многомерные МГД течения, 

естественно требовать, чтобы они помимо хороших асимптотических свойств, 

юуславливаемых формальным порядком аппроксимации, хорошо передавали бы 

особенности рассматриваемой задачи и на грубых сетксх. Опыт практических 

мечетов показывает, что для того, чтобы это условие выполнялось, необхо— 

1имо, чтобы разностные аппроксимации различных уравнений, описывающих 

иоделируемую среду, были бы в определенном смысле взаимно согласованны- 

ли, или, другими словами, необходимо, чтобы разностные схемы были бы 

годностью консервативными [в] .

Методом построения разносткь х схем, обладающих указанными свойст- 

шми, является вариационный [ О  • М  . М  ■
Вариационный подход к построению разностных схем двумерной гидроди- 

тмики был использован в работе , в которой были получены полностью 

:онсервативные схемы, обладающие вторым порядком алпроксп майте. Во всех 

яучаях, рассмотренных в М  , поля скоростей обладали только двумя ком-



лонентамн, а магнитныо поля лежали либо в плоскости течения, либо перпен

дикулярно ей.

Эффективность численных методов решения магннтогидродинамических 

задач определяется не только качеством самих разностных уравнений, но и 

в большой степени зависит от выбора подходящих искусственных диссипато- 

ров (псевдовязкости) И  . Для двумерных разностных схем МГД, получен

ных в [5] , искусственные диссипаторы были построены в работе из ус

ловия согласования со спектральными свойствами соответствующих разност

ных акустических операторов .

случай наличия у векторов магнитного поля и скоростей всех трех составля

ющих.

В качестве примера приведены результаты численного расчета враща

тельной магнитогидродинамической волны.

Авторы благодарят В.Ф. Тишкина, В.А. Гасилова и Р.А. Волкову за по

мощь при проведении численного расчета и оформление этой работы.

Настоящая работа обобщает результаты, полученные



§ 1. Дифференциальные уравнения магнитной гидродинамики.

Рассмотрим трехмерное магнитогидродинамическое течение бесконечно- 

проводной иедиссипативной жидкости. Пусть G'о - область в пространстве 

лагранжевых переменных

- декартовы координату частиц среды в момент времени 

"Ь . Будем предполагать, что якобиан перехода от эйлеровых переменных 

к лагранжевым

ждс>у»до >  0

всюду в области Gr0 : Обозначим через ? « С и д о Ц )  вектор скорос

ти, а через вектор напряженности магнитного по

ля, "вмороженного*’ в среду. Лагранжиан среды может быть записан в сле

дующей форме [б] :

где §  и £  соответственно плотность и удельная внутренняя энергия 

жидкости.

Условие сохранения массы в лагранжевых координатах имеет вид

( 1 .2 )
2>С<*,р,у) ^ о С

Получим условие постоянства магнитного потока через произвольную 'жид- 

кую" поверхность 21 (условие вмороженноети магнитного поля):

tffCiifOAjL — 4/̂ *Н г<Ззс cTy+H et^y^z -ьН^ J z  J x  (1,3)

z  z
Здесь -I*- - внешняя к 21 нормаль. Используя свойотва функциональных

определителей, можно показать справедливость соотношений £ l 4^ :



J y J z  =  <3flcIaC
3)Сл5р )  * D (.ps]p D C 6 i°0

Л^Лтг —  DCZ)pQ jo i.J r  -f- J& 3 y 4- Jg Jc c
D C a .p )  1 D C ^ f f )  J 0 BCgToO

Подставляя выражения (1 .4 ) в (1 .3 ) получим следующие эквивалентные

(1 .3) условия вморожеиности:

и Т>С£Ю . H.rDCa,x) , ^ ЪСЗД) _  ж - 
ж ж « , р )  +  *  W ^ f y  z Ъ С ^ 5  ^

Н х ^  + Ц у Ж г &  +  Ч Х Ж * Ж  (1 .5)

DCfrV  D C M >  Ж $ » Ю  ? 8  

Н .  1 > с а д  - д ж ъ ю  +  TtT Ж * > Ю ^  у .

Соотношения 0 .5 )  представляют собой значения потока магнитного поля 

через жидкие плошадки , <3р»«1у и с оответствен н с

Предположим теперь, что все величины, характеризующие течение, завися 

от двух пространственных координат я  и у  . Другими словами

S^ a z — О , где ^  произвольная функция. Тогда, можно ог 

ШЧИТЬСЯ двумя лагранжевыми переменными Й  и ^  , считая, что:

=  0 ’  =  СОЙ& Ь (1-6)
3jJ

Без ограничения общности можно считать, что О *  представляет собо 

цилиндр Gr0 =■ -£<3r(c**J?0x $ , у €=. С 0Э1Д ^ и что § 2 -а 1

В этих предположениях лагранжиан среды (1 .1 ), условие сохранени! 

массы (1 .2 ) и условия вморожеиности магнитного поля принимают соотв< 

твенно вид:

7



Ъ Сзс.ааО  _  Б (а с ,* 0
Якобиан перехода DCoCjp ,^ - ~  Щ о ф )  ’
Остановимся более подробно на формулах (1.5*). Из соотношений (1 .3 ) - 

(1.5*) нетрудно получить формулы, определяющие Н в любой момент 

времени по координатам частиц среды

~  f ?  <§ м ч- «££®  кА +  1-ЗБай (1 .6)
а л  ^  З ( з щ

Дифференцируя (1 .6 ) по времени приводим к ураинолиям индукции маг

нитного поля в лагранжевых переменных

"г\ ЛН   _  ц  сШ  . Ш  $  4_ 3 ?  ж  . .
j t  ~  d-t з а  ^  (1-7)

где Т) =  . После подстановки сюда оначений потоков (.1.5),
Т> Col, |2>5 

(1 .7 ) преобразуется к виду:

D  Ж  + (Н  v « p f  d - 7')
d t  o t  ’

здесь ^ х ,в  =?= "f B .Cl .̂bO, , , О )  > ^<ХЙ ;~ V
otP> ^  ^ ( а . й ’ Ж З  J P

Умножая (1.7)н<3 И, после несложных преобразований можно получить уравне- 

нИ6 для изменения магнитной энергии единицы объема

i  f o S " ' )  = , _  J f J B  +. S .  ( f t - % p v  =
d'fe.v 831У S a id t  4oi

i - t + $  t f  
83L d t  ™  431 a * .  s<x 4ur a p

(1.8)

Перейдем к выводу динамических уравнений МГД. Примем за независимые 

вариации S '? === и пойдем вариацию функциом.-i :п дей

ствия 5 —  • Связь между и вариыг.'.ми
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остальных величин, входящих в (1 .7 ), находится из условий (1 .2 #) и (1.6*), 

а также из условия изоэнтропнйиости течения =  —'р  , где

г =  V q  . Последнее позволяет выразить через

< 5 6 =  й р  = *  =  - £ .  ГТ)(бж>У) . Т)Сх&У)1 (1 .9)

а>е 6 г  S o b x ^ p ) +Ш Щ J
Приравнивая нулю первую вариацию , находим динамические

уравнения в виде:

(1.20)

к [ (Р * 1 . ) ^ ]+ 1р[(р+1 1) Ш + Й 4 1 я + 1 ^  

к  " - # • + § ^ л“

^ = -  З р [ ( Н ^ * М ^ + № +3| ^

Уравнения (1 .20)-можно записать в векторной форме:

Таким образом уравнения (1 .20 ), (1 .2 '), (1 .6) совместно с уравне

нием состояния и кинематическими соотношениями

образуют полную систему уравнений МГД. Для случая
d t

осевой симметрии вывод уравнений проводится аналогично. В приложении 

приводится система МГД уравнений, записанная в единообразной для цилин

дрических и декартовых координат форме, в обозначениях, принятых в рабо- 

те [ 5 ] . Там же приведены интегральные законы изменения внутренней, 

кинетической, магнитной и полной энергии для области б /С . Qr

§ 2. ДиАФеренпиально-разностные и разностные уравнения МГД 

Пусть представляет1 собой квадрат, на котором введена

прямоугольная сетка с шагами Ъ.<* и Ъ- ̂

Пусть множество ячеек этой сетки, Т£3^ множество внутренних

узлов. Отнесем 7  5“V  к узлам разностной сетки, остальные вели
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чины - к центрам ячеек. (В том числе и якобиан перехода от эйлеровых 

переменных к лагранжевым).

Лагранжиан 5 ?  аппроксимируем разностным выражением

с точностью

opeta *еиг,ар° 4 тЧбЭД
где Щ !| ) =  {C ij)5(i+ lJ,j),(i-Hj+ iO j C ij+ 1>3 , а ё> ij - представ

ляет собой объем лагранжевой ячейки

( 2 ‘ 2 )

при этом ^ / ь * ; ц =  хШ^&||+У8 j+1fe+ ° ^ +1Ф  • ° гметим' 4X0

в случае симметрий плоского слоя значение объема и плошади ячейки сов» 

падают.

Закон сохранения массы (1 .2#) н условия вмороженноети (1 .6 ) с

точностью о с ь $ + ф  заменяются разностными соотношения

ми.

g S = * n .  (2 .з )

Л ж £>= <|>к ос.*
(2 .4 )

H jf  S  *== ^ .к У к

(2 .5 )
§ 2 =  c o a s t

. к е Д Ц ф  (2 -6>

Повторяющейся индекс К  в (2 .4 ) - (2 .6 ) означает суммирование по 

шаблону Щ в р  I §6* . представляет собой магнитные потоки из 

ячейки к К  . -ому узлу

1 2 ' 7 ’

Используя соотношения (1 .9 ) и (2 .3 ) можно получить закон изменения 

удельной внутренней энергии ячейки С ip
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(2-8)* '  T cenr,(ij>

Условия вмороженности магнитного поля (2 .4 )- (2.6) после.их диф

ференцирования по времени приводят к разностным уравнениям индукции:

« ч г , < р  (2-9>

Из (2 .9 ) нетрудно вывести закон изменения магнитной энергии разностной 

ячейки в виде:

—  - Ж  ( 2 . 1 0 )
сИЛ 8л у 8л Ж. 4-п

Непосредственной проверкой можно убедиться, что уравнения (2 .8 )- (2 .10 ) 

аппроксимируют соответствующие дифференциальные уравнения с точностью'

Варьирование функционала действия при ограничениях (2.3)-

-(2 .6 ) приводит к динамическим уравнениям МГД

К diL __ Гр+jlfN Наск̂ с_==0
d t  8 а  Л  Э х  ̂  4  ц  U

$л chr Гр4- ^  i •НукФ*— п
Ж  ~~ З У  ^ -----------  ( 2 Д 1 )

К  Л  +
Дх, 4 ^

ф  е « ъ ИГа ф  =

к е И Г а  ф  Н. —  2 Z 1 9 " *

Уравнения (2 .11 ) справедливы для внутренних узлов разностной сетки и 

обладают вторым порядком аппроксимации по Ь ^ с  и Ъ .р  .

Можно показать, что полученная система разностных уравнений МГД 

обладает свойством полной консервативности и . м  •

П. 2. Переход к разностным уравнениям осуществляется заменой про

изводных по t- разностными отношениями. Приведем полностью кон-
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серватиЕшую систему разностных уравнений МГД, которая получается цен

трированием но времени правых частей соответствующих дифференциа.’гьнс-

р&аностных уравнений:

г (л ~S / n i  -|j.Co.S) д. К

<2Д2)

8з| JK \2 y/  4л (2 .13 )

u C0.5-> fc

М Ж - ь =  ~  •

^ 3L Tc.elffg.Cy) (2 .14 )I

Л { ц . ---- ( 2 i5 )

= .  s . a :
h J  =  $ Ay *

n /fh -г- М / >rrn+' агп -го

к  *  ^  ( 2 . 1 6 )h;s-=«„*:+* С5";=$;=С)

(0.5)
x e H £ ,< jj>  (2Д 7 )

r t = T  

^ Л^ = 1 П  , - р и - р С ^ б * ^

Здесь как обычно i t =  У  > -f= 4* + f *  . При ^ =0.5 сис

тема (1 .12 )—(2 .19 ) обладает порядком аппроксимации О Ch?« +><*+*») 

Разностное уравнение для изменения магнитной энергии выглядит следую

щим образом:

(2 .2 0 )
8зи ь 8л ̂

(2 .18 )

(2 .19 )
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П.З, Для того, чтобы поставить магните гидродинамическую зада

чу, необходимо задать начальные и граничные условия. В качестве началь

ных условий следует задать векторное поле скоростей v g ^ u ^ - v r j x  

скалярные поля термодинамических величин и и векторное

поле напряженности магнитного поля Н  и —  (К х  ij эН.у« j H z j j )  „

Компоненты этих полей не являются независимыми. Так магнитное по

ле должно быть соленоидальным, т.е. его дивергенция должна быть равной 

нулю, что накладывает определенную связь на компоненты Н ж и Ну . 
Условие ооленшдальности можно записать в следующем виде:

■||
Вследствии того, что не зависит от времени, магнитное поле, буду

чи соленоидальным в начальный момент, будет оставаться таковым все 

время. Если рассматривается несжимаемая жидкость, то в начальный момен 

следует задавать скорости такими, чтобы их дивергенция равнялась нулю. 

Моделирование посредством уравнений (2 .12 )- (2 .19 ) течения несжимае

мой жидкости может производится аналогично тому, как это описано~в"'[_2^. 

Задание граничных условий при учете всех трех. компонент скоростей и 

магнитного поля ничем не отличается от описанного в работе .

§ 3. Линеаризованные уравнения. МГД акустика.

Известно, что уравнения МГД допускают существование разрывных 

решений, в том числе и ударных волн [12] . Для того, чтобы оказалось 

возможным проведение сквозных расчетов МГД течений (выделения разры

ва) необходимо в разностные уравнения вводить искусственную вязкость 

[8] . Метод получения используемой в настоящей работе псевдовязкости 

существенно опирается на свойства линеаризованных уравнений МГД. Поэто

му, прежде чем перейти к искусственным диссигпаторам, кратко остановим

ся иа акустических уравнениях МГД. Следует также отметить, что изучение
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свойств разностных уравнений МГД акустики представляет и самостоятель

ный интерес.

П.1. Пусть среда находится в состоянии равновесия

V a O  , | S 0

в которые внесены малые возмущения г , так что

- возмущенные значения 1? . В  дальнейшем 'волной' будем от

мечать возмущение соответствующих величии. Определим лагранжиан ма

лых возмущений как главную часть в разложении лагранжиана (11) по 

степени ?  —

=■ / г .  зв« « г  .
(3 .1 )

й • - 2D

здесь С обозначает местную абиабатическую скорость звука.

с= (зр\ Зависимости 1). , Н , р от *? опре-

делаются из соотношений (1 .1 ), (1 .2 ’ ) и (1 .6 ):

(3 .2 )

f - е Ч —  (д., (зз1

8  =  _  S . D  +. м  4)

Принимая за независимые вариации =г ЪХ}
запишем условие стационарности функционала действия & — J
4fp приводит к уравнениям, описывающим эволюцию малых возм^шений.

(3 .5 )
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В качестве граничных условий с;;ед\ет положить §Д,. = 0  на свобод- 
*  Зй.

ной границе и .Г£ =  О  на жесткой стенке.

Перепишем (3 .5) в операторной форме:

(3 .6)

где
А :

А х х  А ху Аас* 

А у х  Ajjsr A yz 

A ^ Jc  A z y A z *

. Нетрудно показать'справедливость соотно-

( Д ? , Л )  =  ^ [ ж г( А х Л + - ^ аа ,+ А * < 2 , )  + 

уа (Ауа £*+АуД +АУД )̂ +- 2* (A ^ + A kA + ^ O ]^

=  (Д,А5а)

( A l}f  )

Здесь П — потенциальная энергия среды. Зти соотношения устанавливают са

мосопряженность и неотрицательную определенность оператора А. В сипу это

го оператор А обладает счетным множеством собственных функций, а его 

собственные значения действительны и неотрицательны .

П.2. Действуя также, как и в дифференциальном случае, можно полу

чить дифференциально-разностные уравнения динамики малых возмущений в 

акустическом приближении. Эти уравнения могут быть записаны в следующем 

виде:



здесь

O/v - £  _  /w

p = - c ? = - % s s

H =  — +  ^-K ? «  (3 .8 )

o OCk

tceliT jC ip

Уравнения (3 .7 ) аппроксимируют дифференциальные уравнения (3 .5 ) с  точно

стью О С Ь ^+ Й ь ) •

Заметим, что (3 .7 ) связывает значения 1C и * ~^и и " 'I  со
^  J J «

значениями 1?^ на девятиточечном шаблоне (после подстановки в них

р  , К  ). Поэтому для каждого узла ( 1} ) уравнения (3 .7) могут

быть записаны в матричной форме

2И А ^ к = о  (з .9 )

МвШэ(|р

^ 5 ^ e tGJ^(kbpj<4i*^C i*y4),(iiA  (H,j-hVK])> CH,j- О,( Ь j-O j
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где H i i

к »

о
о

о

К

о

о
м.**

а А-и (при фиксированных ( |i )) представляет собой квадратную мат-
д к

рицу размером 3x3. Выражению для _п_ Jj приведены в приложении 4. 

Приведем дифференциально-разностные уравнения к операторному виду.
^  Г* Г* Ч

Введем блок-вектор с компонентами Г ij =  X  jj э ^ )

Tg —  t • •• — {^OO»- • * 'J ^NOJ - • '5^нч1

Тогда (3 .7 ) записываются в операторной форме

й у  -h W f = о (3 .10)

Оператор "L^ представляется блок-матрицей, имеющей структуру, анало

гичную структуре девятиточечных разностных операторов с той лишь раз

ницей, что места соответствующих коэффициентов занимают матрицы A.:- s
К ~  У

а -М - блочно-диагональный оператор с элементами Jyi. . Очевид

но %  самосопряженный и положительноопределенный оператор. Можно 

показать, что оператор T*i, является самосопряженным и неотрицатель

ным. Обозвачим через собственные числа Тли (они вещественны и
к " _

неотрицательны) в порядке возрастания. Представляя возмущение у  ,

операторакак разложение но базису собственных функций в ,

( j / у * Ц н к) — т = Т к е « » получим
го уравнения (ЗЛО)  следующую распавшуюся систему уравнений:

,  К = 0 , . . , Н * К

и
вместо операторно-

(3 .11)

В заключении отметим, что разностные акустические уравнения получа

ются путем замены производных по времени в (3 .7 ) конечными разностями 

и соответствующим временным центрированием. Операторная форма записи 

разностных уравнений будет иметь вид:
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М.

-*■ Л-И -V п.

Т - Y

*■ I

Сбо)

о

(3 .12)

*£п.

~Ф =■ ^Т оо  j  « - • эТ щ ]

1®*  ̂ 1Оператор Lx^ имеет структуру аналогичную ^"к

где

■г®)

U h.

Можно показать, 

самосопряжен ичто в случае полностью консервативных уравнений 

неотрицателен. JB)
Подобные свойства оператора мк позволяют представить линейные 

колебания дискретной среды в виде набора линейных, невзаимодействующих 

между собой разностных осцилляторов.

-цт/Л-И
, I *  ..-15 

*K»v

4 “ О
(3.13)

А .к> 0 _ |К  =  о а ..._,ЯИ.

где "Ф  и трг коэффициенты разложения ~Ф , "ЦТ по собственным
Л * X J jcgt>

функциям Ц ^  , а - собственные значения «к. •

Представление (3 .13 ) особенно удобно для исследований устойчивости 

разностных уравнений (3 .12 ), nocwnwy для устойчивости (3 .12 ) необходимо 

и достаточно , чтобы выполнялись условия устойчивости для разностного 

осциллятора (3 .13 ) с А. == ЛШЯС А.*. . Анализ устойчивости уравнения 

(3 .13 ) достаточно подробно приведен в работе [б^ . Следует отметить, что 

учет всех трех компонент скоростей и магнитного поля не оказывает замет

ного влияния на условия устойчивости разностных уравнений, приведенные 

в [б] .

§ 4. Искусственные диссипаторы для разностных схем МГД.

П.4. Будем вводить искусственные диссипаторы в разностные уравнения 

таким образом, чтобы они не приводили к расщеплению собственных колеба

ний. Иначе, говоря, потребуем чтобы собственные колебания оставались себе
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подобными в процессе затухания \з\ .

Для этого добавим в (3 .11 ) дисси.патор в видё , где ‘ЭЕ

некоторый коэффициент, величина которого будет определена в дальнейшем. 

Затем в уравнениях

Y . +  М т « + г т 1 ) = °  <4.1)

сделаем обратный переход, при котором (3 .11 ) привелись бы к акустическим 

уравнениям (3 .7 ). В результате получим следующие модифицированные дина

мические уравнения акустики:

и  « К  _ / r« +Q + M ± j S > ' )
J d t  4 *  A 8ot

H . sbj? ~  ^ p + Q  4-S^u± ..S lO  j  Ш ут

d i  i x

t e  m ,( tp

представляют собой искусственные диссипаторы, обладающие вышеуказанны

ми свойствами. Восстановим динамические уравнения МГД, линеаризацией 

которых на постоянном фоне могут быть получены уравнения (4 .2 ). Они за

писываются следующим образом.
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и  ^  - ( р ^ + М л Ж ^  f  1 к = Ш ? ^ о

М .— ___Г р -fQ. |иСК-*-£6Н)1 Эё>к ]{yK-tQHsk$ _ о  <4-5 )
L 8л. -ы ау 1л.

K d 5£ 4-
d-t 4 .x

КеИГгП р

здесь

а ----" т  з г

d t

(4.6)

Для того, чтобы введение искусственных диссилаторов ке привело к 

дисбалансу в полной энергии, их необходимо учесть в уравнениях измене

ния внутренней и магнитной энергии. Будем считать, что изменение кине

тической энергии, вызванное наличием 0- и ОН- в динамических 

уравнениях, компенсируется изменением лишь удельной внутренней энергии 

среды. Таким образом, диссипация не' затрагивает магнитную энергию, и, 

магнитные потоки ^2^ сохраняются, как и прежде. После соответству

ющих изменений, уравнение для внутренней энергии приводится к виду

ftL<d±2 —  . ( р  + Ц + Ш Ш )  ^  +  (ffiJhs!?* (4.7)
dt \х !л J  dt 4 31

кеЛЩ Су)

Непосредственной проверкой легко убедиться в консервативности динамичес 

ких уравнений.

П.2. Искусственные диссипаторы для разностных уравнений могут 

быть построены по аналогии [б] . Динамические уравнения записываются 

следующим образом:
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где

,3 5 »  . a s .

1631 Зу
н ^  =  ( ^ ( Г ) ^  +

ЧС0.5>

__ С Н х ^QHx^ic д <

4-л

К т г .
ЛЛЧ ал 34, . Cdf^+fflftSftab,
\ Г + Ч 1 а *  + 16л

СНаг -*■ ОТСу Ъ *  ж < 

---- 4 я ------ $

Л JO.S)

' ~  4 т  *

(4.8)

=

* е В Д )

»” - & йв[ ( е 'Ь # ”]
-*■ л ( ф
ОН =  -  ае

Уравнение для удельной внутренней энергии приобретет вид:

= - ( f ' + f + e " ) i l + ^ ( « 0

П.З. В работе И  величину коэффициента псевдовязкости предложено 

находить из условия наибыстрейшего затухания самого высокочастотного 

собственного колебания дискретной механической системы, определяемой 

линеаризованными уравнениями (3.3 3 ). Нетрудно показать £б J  , что мак-
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симальная скорость диссипации самой высокочастотной гармоники достига

ется при ас. =  2 /ух  , где - максимальное собственное

число оператора

При практических расчетах воет кает необходимость в каком-либо 

достаточно просто реализуемом способе оценки X  • В работе £б]

А предлагается оценивать по максимальным частотам некоторых пар

циальных механических систем [13] , включающих ту расчетную ячейку, 

для которой ищется величина коэффициента 86 .

Рассмотрим простейшую парциальную механическую систему, состоя- 
, • • .

шую из одного узла ( 1J ) - остальные узлы разностной сетки при этом 

считаются жестко закрепленными - и оценим ее максимальную собственную 

частоту.

Лагранжиан, описывающий колебания узла ( 1} ) относительно жест

ко закрепленных соседей имеет вид:

Zz. ^ О 0 п

-4—  . , г г~2

■Zlif

.Поскольку свободным является только узел ( ^  ), то

Sc - I -  а з *  £

55* °+ щУ°
Нх. (4 .12 )

r>j

н ■гг*
_ _ ГК» «г. rvк  ^  

" р  

к
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le ~

■Zr ' I*. 4.+«s .

fc= 1,8,3,4

£2.K
5ц  OIC

M
колебания узла ( I] ) описываются системой уравнений

sL( 3jb\ 
d U « £ J

a t  {dvj

d L faK ift
dt v atfo'

m
Saco

Шч

о

as:Ж—  =  о

Подставляя (4 .12 ) в (4 .1 1 )и"расписывая (4 .13 ) получим:

f *1 rw

г -

асо 0
• • 0

-<•f Уо

ge V. J
и

О

где

Q-xfc

IIо
-<

а згг а з*

<Xxot &п

(4 .13 )

(4 .14 )



/  у L S «  tyo % о  4 а .  & к З а ,
15 =  1

+

*4*

4

< « * = - > < % = %
1Q=s1

J a " S 7 ^ «

где
ca=  c2-t- ^v-ц ^  -r -j

^ *
Максимальное собственное число Л . у , соответствукнг.ее квадрату 

максимальной собственной частоты системы (4 .14 ) оценим по теореме 

Гершгорина М

=  ‘ЗП£Шж£(|азга 1 “t̂ bacyl + 10-асхОз ОД-лея + I +&Я;А>

С ia xx|-+|p.j^+lawbO^
«*

а коэффициент псевдовяэкости "<£. для ячейки с номером ( 1| ) опре

делим следующим образом:
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^ V  Xjf +  Л-Uij +Xjj+i

Рассмотрим движение идеального бесконечно проводяи/.его газа, когда 

все величины зависят от .переменных Ю , "Ь . Пусть в начальный 

момент g = = g e=3» слдб-ь, £ » £ o = C J0 a _ e t  3 1 £ = 0  

Начальные значения компонент скоростей "U" , ~ЧГ выберем следую

щим ' образом:

тг =

ж ”® -°C i+ c o 6 ^ ) ,

О

прн

при

при

при

при

при

ас< О

ос о

04= X 4 i

(6.1)

Начальное магнитное поле зададим выражениями:

H - R .ssH .aco

О  .

к 0йпзео
Z.

О ,

при

при

при

х ̂~о
о  

о с > е  (5-2)



It,

Пусть
ж .
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- К . при

К о  СОЙ при

Н о при

V i a \%0

ОС £-0

х

Как нетрудно видеть, в системе отсчета, движущейся относительно лабора

торной системы со скоростью "^О С Н ^5 < < Ч » о . Ю  , где

аА =  Нас о/у'ЁЩ' выполнены соотношения

u j  =  яг2^ ж а  =  c o n s t

т  —  — 2 —

(5 .3 )

Заданные таким образом начальные условия определяют хорошо иавео- 

тное | l 2̂ J стационарное движение газа, которое называется вращательной 

или альфвеновской простой волной. В такой волне касательные составляю

щие векторов V  и поворачиваются, не изменяя свои величины.

Можно показать, что в раесиатриваемом .случае все фазы волны перемеща

ются с постоянной скоростью и профиль волны не деформируется. Заметим, 

что при простая альфвеновская волна переходит во вращатель

ный разрыв.

Рисунки 3-6 иллюстрируют результаты численного расчета простой 

альфвеновской волны. На рисунках приводятся графики зависимостей вели

чин к *  . Н у  . тг . -\1Г от эйлеровой координаты ЗС. в раз

личные моменты времени. Расчет проводился для следующих значений па

раметров

Р .-  0 .01 . Н * - 2  , «  - 1 .



Приложение

1. Дифференциальные уравнения МГД. Введем общие для декартовых 

и цилиндрических координат обозначения:

i' == , V  —  ? Н  —

Пусть 1= =  ЗС , JU —  ̂  . * > = £  длядекартовых и ,

| Ц = £  , для цилиндрических координат. Пусть

, |U== , «? = 5  f o f iO
Якобиан перехода

Т) =  -g,M Ь щ А  ̂  j  B L t g )v ъ Ъс̂ ф) t DC<x,po

( € = i  при ? = ( a }y ,Z )  , г  = 2 при ^ = ( 1 1 а2 ^ )  )

Кинематические соотношения

с Ц  =  т ц } ^ Е = т х .и ,  
a t  * ’  a t  F5 5 a t

Выражения для потоков магнитного поля:
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Из этих соотношений легко определить И



т>1ц—

B H 5 =  ( $ H 3 ^ + ^ + § c f ) s «

Лагранжиан системы записывается в виде

Динамические уравнения МГД:

, D [ $ . _  й й -ч ] +  tw.{f+i)+ g *  d < m > -

a  , з _ Ф жД Ь б
а *  4з1 “  а р  4л

Уравнения индукции магнитного поля 

» Й ' — H* f

] > $ ■ — Н $  +  * „ $ 4 - 5 ^

x> ^ = - h ^ d  +



Закон изменения энергии магнитного поля

-L bf = _ |f 4т +— ($ВД  ч-^Й4) + d се-1)dt 8з1 Si 3t 4-л V Р5 3d. 4и'§
2. Интегральные законы сохранения. Рассмотрим некую область 

С~г С  Сз- . Выпишем соответственные законы изменения массы, удельной 

внутренней, магнитной, кинетической и полной энергии для &■'

= а г / ^ р = °

<£' &

+
d ' &'

/ I  ( % I  + ^ | ) J“dP + / ’^ f M s b(e-Odc(dp
d' I s'

У / чъ Щ 5 ± & ^ _

&

— ^  (/p+|^ )§ 21(v-R.) J s  ^®  GkpiHp+
r' r1

~^1;С§рй̂+$«а1р) “M 1 
&*

29
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3. Дифференциально-разностные уравнения МГД.

Динамические уравнения:

V  - t t g g  + ф ^ 1 ? с

Т  =  -Н [Д ^  +

+  ft SK5CH ) -ь5Фк Ц *
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Уравнения для удельной внутренней энергии и энергии магнитного поля со

ответственно записываются в виде

la d S  —  _ p J V "  
cFt *■ сН .

gLvS. =  —1L 4т +  -f
Ai. 831 w i S t  4j\ 4"3« d tdt 831

6. Матрицы А.Ц Рассмотрим узел ( ^  ) - рис. 2. Будем ис

пользовать локальную индексацию для записи А.” . Введем следующие
4

вспомаготельные выражения:

( К ,П

с £  р  _  Н а / я > *  а й к . $ *  а & Л

43 , 8 X 0  °  8 3 c j

Й о 14-х J

Г***
^ Z Z

+  t i S _ o l  

4з\ J

i .  i l i o
S ic  4"3\

drag-:

а »  -
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