
НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ П ЛАСТИН И ОБОЛОЧЕК 

И МЕТОД СУММАРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ

Д. Г. ГОРДЕЗИАНИ, Л. А. САМАРСКИЙ

Обсуждается применимость методов суммарной аппроксимации (MCA) 
для динамических задач термоупругости пластин и оболочек, описанных 
теорией И. II. Векуа [1—3]. Изучаются вопросы сходимости и точности 
построенных моделей MCA.

Введение
Для анализа напряженно-деформированного состояния пластип и обо

лочек сведение трехмерных задач к двумерным с использованием различных 
гипотез и допущений является весьма,.распространенным способом решения 
поставленных задач, имеющим длинную историю [4, 51. Такое сведение выз
вано, в частности, тем, что для некоторых двумерных задач сравнительно 
легко можно применять различные хорошо разработанные аналитические 
методы. Хотя современные ЭВМ и открывают, возможности прямого числен-- 
ного решения трехмерных задач, однако соответствующие алгоритмы яв
ляются весьма трудоемкими. Поэтому проблема понижения размерности 
и5 моделирования трехмерных задач двумерными и даже одномерными яв
ляется и сейчас важной проблемой не только в теории оболочек, но и вообще 
В вычислительной и прикладной математике.

Существует много методов сведения трехмерных задач теории упругости 
к двумерным при условии малости одной из геометрических характеристик 
тела по сравнению с другими характеристиками и тем самым множество ва
риантов теории пластин и оболочек (см. [3, 4]), обладающих теми или 
иными качествами.

Так как на ЭВМ можно численно решать сложные двумерные задачи, то 
имеется возможность рассчитывать сложные двумерные модели пластин и 
оболочек, достаточно полно учитывающие реальные свойства тела.

К таким моделям относится и теория И. Н. Векуа [1, 2]. Указанная тео
рия обладает следующими качествами: в ней до некоторой степени сохра
нена сравнительная простота, присущая классической модели; ее система 
дифференциальных уравнений полностью согласована с физическими крае
выми условиями; по ней весьма просто можно строить уточненные двумерные 
модели исходной трехмерной задачи.

Для построения двумерной модели пластин и оболочек используется раз
ложение искомых полей смещений и напряжений в отрезок ряда Фурье — 
Лежандра вдоль толщины оболочки. При таком построении все положитель
ные качества трехмерной задачи — самосопряженность оператора, коэрци- 
тивность — сохраняются L6, 7]. Последние свойства позволяют изучать 
поставленные начально-граничные задачи и исследовать вопросы устойчи
вости, сходимости и выбора подходящего метода решения (прямого или ите
рационного) построенных дискретных аналогов (см. [8] ).

Итак, пусть трехмерная задача сведена к задаче для системы двумерных 
дифференциальных уравнений. После этого естественно возникает проблема 
численного решения полученных задач для широкого класса областей и ис
ходных данных.

Одним из методов построения экономичных приближенных алгоритмов 
для нестационарных задач математической физики является метод суммар-
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ной аппроксимации (MCA) [9—12], опирающийся на представление исходного 
сложного оператора в виде конечной суммы более простых операторов 
(принцип аддитивности) [10]. MCA сводит решение исходной задачи со слож
ным оператором к цепочке задач с простым оператором. В частных случаях 
MCA сводит решение многомерной задачи к решению конечного числа одно
мерных задач.

Указанный выше метод является общим методом моделирования сложных 
задач конечным числом более простых задач. Поэтому целесообразно дать 
формулировки для абстрактных уравнений в общих функциональных про
странствах и после этого показать их применение в рассматриваемых кон
кретных случаях.

В данной работе рассматриваются динамические задачи теории термо
упругости для пластин и оболочек, описываемых теорией Векуа (для просто
ты изложения рассматриваются призматические оболочки, однако все ре
зультаты верны для произвольных оболочек, описываемых теорией [1 —3]). 
Поскольку эти задачи сводятся к абстрактным задачам Коши для уравнений 
первого и второго порядков, то значительное место занимают вопросы моде
лирования абстрактных задач Коши на основе MCA. Приводятся некоторые: 
новые типы моделей («локально-одномерных моделей», ЛОМ), исследуется 
точность ранее известных ЛОМ.

В разделе 1 дается описание метода Векуа для задач термоупругой ди
намики пластин и оболочек и формулируется адекватная абстрактная задача 
Коши для системы двух уравнений.

В разделе 2 описаны различные известные и новые модели MCA для аб
страктной задачи Коши первого порядка. Приводятся оценки точности, об
суждаются вопросы сходимости.

В разделе 3 рассматриваются вопросы моделирования' для абстрактной 
задачи Коши второго порядка. Приводятся дискретные аналоги моделей 
MCA и исследуются вопросы их сходимости, точности, устойчивости.

Некоторые алгоритмы, построенные по нижеизложенным моделям МСАТ 
были реализованы на ЭВМ БЭСМ-6 в Институте прикладной математики 
Тбилисского Государственного Университета.

1. В дальнейшем в разделе 1 используется принятое в тензорном анализе 
правило суммирования — латинские буквы пробегают значения 1 , 2, 3; 
греческие — 1,2 (см., например, [3]). Также принимается

. — dv — ' _  dvti
д х ■ ’ J дх  ̂ ’ * d x ’ ,

Как известно, уравнения теплового и силового баланса равновесия деформи
руемого тела D, отнесенного к некоторой декартовой системе координат 
(0; Хх, хг, х3), задаются следующей системой [13]:

где q = (g1, q2, q3) — вектор плотности тепла, Т — температура; и = 
= (ии и2, и3) — вектор перемещений, Р = (jP*1, Рн, Р щ), Р ц — компоненты тен
зора напряжения, / — количество тепла, производимого в единице объема

1 . О системе дифференциальных уравнений 
термоупругой динамики пластан и оболочек

(1.1)

(1 .2)
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тела за единицу времени; Ф  — вектор объемной силы, 1/с — коэффициент 
температуропроводности, р — плотность тела (р = const),

qi = P ij = 2 neij + Ш ц -  ЗаТ (X + a/,|i) T8iJt (1.3)
— коэффициент теплопроводности, ev — компонепты тензора деформа

ции, 0 — первый инвариант; X,  ̂— коэффициенты Ламе, аг — средний.ко
эффициент линейного теплового расширения; 6^ — символ Кронекера;

dui
дх.%

(1.4)

Следуя [1, 21, нетрудно получить уравнения термоупругой динамики пла
стин и оболочек. В [14] опи впервые были применены для расчета термо
упругих колебаний нетонких оболочек.

Рассмотрим пластину постоянной толщины 2h, занимающую область D, 
с срединной поверхностью £2, границу которой обозначим через пусть 
S + и S~ — лицевые поверхности пластины, а Г — боковая граница D:

D = {х/х = (#!, х2, £3), х' = (xt, х2) GE Q, —h ^  хь й},
Г = {xlx = (xt, х2, х3), з£ е  у, — h < хь <  Н),
S± = {xlx = (хг, х2, ж3), х' e Q , х3 — ±:h}.

Предположим, что в системе (1.1) — (1.4) х = (ж1, хъ) 6= D и t ЕЕ [О, £*J.
Пусть Р к (г) — полином Лежандра степени к. Умножим обе части равенств 

(1.1) — (1.2) на множитель (к + 0,5) (x3/h) и затем проинтегрируем их
по Хз на отрезке I— Следуя [2], получим

к к 
да3- й~1 к- 3 дТ

— (2& + 1) Fg3 + g3 + •••] — с dt = /*,
к ft+i ft+3

q* = ХтТ>а; q3 — (2/c + 1) [Г + Г+  .

у* = f _  (& -f- 0,5) ft-1 [g+3 — (—l)feg_3];
Л (k = 0, 1 ,. . JV);

q±s =  qz (x\ ± h), x Q.
(1.5)

D i(P * )- p - ^ - F  (A = 0 , l , . . . , n

?c ■
DjU =

u,a, если ; = a,
к

— ujh, если / = 3,
ft fe—l fe-з ft
u == (2k -f- 1) (u 4“ и -j~ . . .) (it
ft ?с . &. ft .
p = (P4, рг\ pvi),
Jc к k - \ fe
Р ц = M #  + 2\xeij -  3ar (x + M-) Т&Ф

0, если к <C 0).

ft
da

0 = + -jr-11%, u$ = (2k + 1 ) ( и + и + ...),
fc+i fc+3

ft ft ft /ft i k '
** = 0,5 (ыв>э + up, *), e*3 = 0,5 (w3, a + —  и«'

ft 7c 
еР>B = и37Л, 
ft

F = Ф  + (2& + l ) ^ ! ? 4- — (— 1)& P “>;j

(1.6)

(1.7)
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Р +, Р _ — напряжения, приложенные к лицевым поверхностям £+, S~ со
ответственно. Здесь предполагается, что на 5+ и S~ задаются условия тепло
обмена , (f = а* (Т — Ф), Ф — температура окружающей среды, а* — 
= const 0. Всюду функции с индексом к имеют следующий смысл:

* V 1и = (к + 0,5) h 1  ̂ а (х', #3) Р к {xzjh) dxs.
—h

2. Таким образом, для расчета термоупругой динамики деформируемого 
тела имеем систему уравнений (1.5) — (1.7) в Q X [0, 2*1 = Qt*. Методика 
получения краевых условий на у аналогична процессу получения системы
(1.5) — (1.7). Различного вида краевые условия для этой систем*.! могут быть 
индуцированы исходными краевыми условиями на Г первых трех типов для 
температуры (или их комбинацией), а для уравнений упругости могут быть 
заданы перемещения или напряжения, или их комбинация.

При t — 0 заданы начальные условия:

Г (*', 0) = F0, х'е^а, ■ (1 .8)
/с  ̂ ^
и\(х', 0) = u0, ut (xr, 0)= цх, r 'e f l . .  . . . (1.9)

9 , . •} . .

Систему (1.5) — (1.7) с соответствующими краевыми условиями и началь
ными условиями (1.8) и (1.9) запишем в операторной форме

+ В  (<) V = / (t), ' . . (1.10)

^ -  + A(t)u + lv = P(t) (1.11)

с начальными условиями
1 • ^г; (0) г;0; ’ задано, (1 -12)

s и (0) = м0, ut' (0) = их, Uq-, их заданы, (1.13)
где области определения операторов А, В  будут в дальнейшем уточнены.
' При различных N в (1.10) — (1.11) А и В  будут иметь различный вид, но 

всегда они остаются операторами эдлиптического типа (см., например, [3, 6]). 
В частных случаях, например при N = 0,

В  = Д, А -  L,

где А = У 1 , L  — двумерный оператор плоской теории упругости, I —■Ли.) dxtа—1 а
линейный оператор, содержащий дифференцирование, по хл (а = 1 , 2); при

0 1
N = 1 (1.10) разбивается на два уравнения относительно Т и 2YДля первого

х
уравнения эллиптической частью вновь остается Д, а для Т получаем опера
тор Д — const-Е (Е — единичный оператор); А будет оператором системы 
из шести уравнений с шестью неизвестными, которая разбивается на две 
самостоятельные подсистемы из трех уравнений с тремя неизвестными, при
чем каждая подсистема представляет оператор плоской теории упругости 
с добавлением операторов дифференцирования первого порядка по ха (а =
— 1 , 2) и единичных операторов.

Нетрудно просмотреть при любом N вид операторов А, В, I и убедиться 
в том, что в качестве основного оператора всегда присутствуют операторы L 
(плоской теории упругости) и Д.
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Таким образом, уравнения, возникающие при моделировании трехмер
ных уравнений методом И. Н. Векуа, можно представить в виде задачи 
(1.10) — (1.11) при любом N. Вопрос о численпом решении сводится к по
строению приближенных методов для системы (1.10) —,(1.11).

3. Вид операторов А и В  естественно подсказывает целесообразность при
менения MCA. Действительно, как это было показано в п. 2,

А = Ai -j- А̂ , Аа = —— (а = 1,2), (1.14)дх\
L  — Lx + Ь2,

З3 32
('' +  !̂х) дх^ +  и-) д х гдхЛ , Z/2 —

& д х 22 ’ 0

З2 , „ & 3®
0, 11 д х ? (Л, +  -|х)Эа̂  , ( +  Н-) дххдхг

(1.15)
и т. д.; для произвольного N можно найти аналогичные разбиения.

Следуя [9—12, 251, решение системы (1,5) — (1.7) можно аппроксими
ровать цепочкой уравнений с операторами Alt А2, L±, L 2 «локально-одномер
ной» моделью (ЛОМ) и далее строить дискретные аналоги.

В дальнейшем для общности рассуждений будем предполагать, что

а  = в=
a = i  а=1

где условно назовем А и В  сложными или «многомерными», а А& и ВЛ просты
ми, иногда «одномерными».

Такая общая формулировка MCA для системы (1.10) — (1.13) при р — 3 
охватывает непосредственно и систему трехмерной термоупругости. Таким 
образом, при различных р получаем различные модели MCA, пригодные для 
решения как задач теории оболочек, так и задач теории упругости.

Так как уравнение (1.10) самостоятельно, а уравнение (1.11) зависит от 
его решения, лишь как от уже известной функции, то это позволяет рассмат
ривать вопросы моделирования задачи (1.10) — (1.13) как две самостоя
тельные задачи: (1.10) — (1.12) и (1.11), (1.13)

2. Некоторые одномерные модели уравнения (1.10)
1 . Пусть V и Н  — гильбертовы пространства, причем V С  Н, V всюду 

плотно в В . Через ((.,)) и (.̂ .), || • || и [ • j обозначим соответственно скаляр
ные произведения и нормы в V и Й. Отождествим Н  со своим сопряженным, 
тогда

У с Я с Г .  (2.1).
Рассмотрим конечное t* и зададимся билинейной формой Ъ (t; u, z;), удовлет
воряющей следующим условиям:

1 ) функция t b  (t; и, и) измерима, t GE (0, f*); она непрерывна на 7 и 
существует такая констапта М , что
| Ъ (t; и, v) | <  М  || и || Ц.г; || V и, v е  V  и почти для всех t ЕЗ [0,

2) существует такая константа v , что
Ъ (t; м, и) > v 1| и [|2 V и £  V почти всюду на [0, t*].
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Из приведенных условий следует, что билинейной форме соответствует ли
нейный оператор В  и

Ъ (£; и, у) = (Ви , v), Ви F '.
Отсюда следует коэрцитивность оператора 

Введем обозначения:
U ■= L 2 (0, £*; У), = L 2 (0, t*\ Н), в которых L 2 (0, г*; X ) обозначает

пространство функций со значениями из X , суммируемых с квадратом на
(О, <*).

Как известно (см., например, [15]), если выполнены условия (2.1), 1), 2), 
то существует единственное решение и (t) GE U абстрактной задачи Коши

+ В (t)u(t) = f(t), / е Ж ,  / задано,
и (0 )  — м®, щ  з а д а н о , щ  €ЕЕ JT, t  €ЕЕ (0 ,  £ * ) .  (2 *2 )

Перейдем к построению ЛОМ для задачи (2,2), предполагая, что оператор 
В (t) является суммой конечного числа операторов Д* (f):

В  (t) = з  В . (<), D (В .) = F a, П  = F. (2.3)
“=1 сс=1

Представим и правую часть в виде суммы

М * ) е ж -  ( 2 .4 )a=l
Будем предполагать, что удовлетворяют условиям (2.1), 1), 2) с по

стоянными Ма, va, а = 1 ,2, . . ., р.
На отрезке [0, 2*1 введем сетки
а>г = {t | t — tj — j т, j = 0,1 , . . ., К  = &*/т]} с шагом т,

Г ( a \ ’ р
G)T'  =  =  =  /  +  2  % > 0 ,  t j , o = t j ,  2 ^ = 1 ,

\  s = l  /  a = i

7 = 0, 1 , . . . ,
В [9, 10, 12] для задачи (2.2) — (2.4) были предложены и изучены сле

дующие модели:
dv

“Ь  -®а ( 0  V ol ( t )  =  /а (? ), t  £Е  Д а =  (£ j, а_ 1? а]> 1 <  <  ,Р> ^2 5 )

(̂ ;, a-i) = â-i (tj, a-l)> a = 1, 2, . . . , (0) = U (0) = Uo, 7^0,
И

i v n
V  ̂ (fy> £j+l]i 1

(b) = z;a-i(̂ +1)) 2 < a< p , I?! (tj) = v(tj), />0, (2.6)
V (tj+1) = vv (fj+1), (0) = И0.
Справедлива следующая
Т е о р е м а  2.1 (ср. [10—12,16Т). При т -*■ 0 функции va (t), a < 1 ,2 ,,..

. . ., J9, сходятся к и (t) в Ж  сильно и в (0, t*; Н) слабо; va (t) сходится 6 
Н сильно к и (г) для всех t ЕЕ Ю, £*]; если выполнены некоторые условия глад
кости и (£), то

II v p  ( t )  — и  ( t ) J| .= О (г) при < е  ш,. (2.7)
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Если оке операторы {Z?a} попарно перестановочны (ВЛВ$ — В^Ва, а, р = 
= 1 ,2, . . ., р), то

V ( I) =  и  (t)  V *  е  Шх. ( 2 .8 )

Это ЛОМ первого порядка точности. Модели такой же точности можно
строить и другим способом (см. [16, 17]), например

dv
Т]а Ь В а (t) Va. (£) =  / а (t), t  (ЕЕ. (t j , fj+i], а =  lj 2, , р,
v* (Ь) = V fo)» / >  V* (0) — “о. а -  1,2, , . р. (2.9)

Решением задачи при t — t;+1 является функция
• р

V (W  = S  (fj+i),
<х=1

где (t) = va<i+1> (t) — решение уравнения (2.9) при t <EE (tj, t i+1). Началь
ное значение v (tj) определится из решения той же задачи на предыдущем 
слое, т. е. при t ЕЕ (tj-x,  tj\.

Эта модель имеет точность О (т) и удобна при построении расчетных схем 
для параболического уравнения с краевыми условиями второго или третьего 
рода в случае произвольной области. Для ЛОМ (2.9) справедлива теорема, 
аналогичная теореме 2.1; при этом оценка (2.7) имеет место, если

< М , а, 0 = 1, 2,...,  р V e [ 0 tf*J,

где М  — const 0 не зависит от т.
Для получения моделей и, следовательно, аддитивных схем второго по

рядка точности по т можно воспользоваться идеей симметризации [101, на
основе которой в [20] построены аддитивные схемы О (т2):

dv
\- В а (t) (?) =  /а (£), а — 1, 2, . . .  , 772, t  €Е (tj, tj+1],

г>а ( t j)  —  Уа-1 ( У ,  2 <  а <  т ,  vx ( t j )  =  V ( t j ) ,  j  >  0, (2.10)
i\  (0 )  =  ко, v ( t j+1) =  up (t}+1) ,  j  =  0 , 1 ,  . . . ,

причем
m m

= 2  /«' = /(<)• (2-11)а=1 а== 1
, Укажем две симметризованные ЛОМ
т  = 2р, В а' = V2 Ва, 1 <  а <  р, В *' = V2 B 2V+i_a, р -f 1 <  а <  2р;
/а = 1/г /а? 1 ^  06 ^  р, /а — Va /гр+i-ai Р “Ь 1 ^  ос 2р; (2.12)
т  = 2р — 1, £«' = V2 Я*, 1 <  а < р — 1, В р' = Вр, = г/2 Я2р-«,
р + 1 < а < 2 р - 1  (2.13)

и аналогично вычисляются /а'.
Укажем третью симметризованную модель:

dva
% -jf- + ва'иа = /«', feA«, a = 1, 2, . . . , Ш, m = 2p — 1,

(ij.a-i) = »и-1 (tj,*-1), 2 <  a <  m, vt (tj) = v (tj). (2.14)
Bg! и fa! определяются согласно (2.11).
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Для ЛОМ (2.12) — (2.14) справедлива теорема 2.1. Одинаково, если пред
положить, что решение исходной задачи (2.2) — (2.4) обладает некоторой 
гладкостью, то можно показать, что имеет место

|Т е о р е м а 2.2. Если для всех t 6Е [0, f*] выполнены условия
#вЯэ-^-иф|<ЛГ, \ВаВ£Вуи(Щ*СМ,

где а, Р, у = 1,2, . . ., р, М — const 0 не зависят от т, то решение задачи
(2.12) и задач (2.13), (2.14) сходится к решению и (?) задачи (2.2) со скоростью
О (т2):

II Vm (t) — и (t) jj = О (т2) Vt (В (Or.. (2.15)
Существует еще одна модель О (т2) (соответствующие ей схемы уступают

схемам для (2.12) — (2.14) по экономичности):
v (̂ j+i) = (£j+i) + vp* (̂ j+i))> (2.16)

где УрХ) (fj+1) и y(p2) (ij+1) — решения задачи
dv(!)

+  B a V ^  =  f o e ,  1 <  «  <  P ,  t  £  ( t j ,  t j + i l , V (a }  ( t j )  =  V (a%  (*j+i)>

2 < a < jo, = v(tj), (2.17)
dv*a>
—̂  h Bgiui.} = /a, 1-^a-^p, t£E{tj,tj+j_],  ̂(tj) = УаЛ (̂ j+l)j

2 < a < p f i/ц]{tj) = v(tj),
где v (tj) определяется согласно (2.17) в результате решения этой задачи на 
отрезке tj].

При р = 2 эта модель идейно связана со способом построения разностных 
схем О (т2) из [22].

Таким образом, мы исследовали модели О (т) и О (т2) для абстрактной за
дачи Коши первого порядка. Эти модели послужили основой для построе
ния экономичных аддитивных разностных схем для уравнения теплопровод
ности (1 .10) в произвольной области.

Исследованию различных интересных аспектов моделирования задач 
Коши по времени посвящены работы различных авторов (см. библиографию 
в 18, 23]).

3. MCA для уравнения второго порядка
Рассмотрим пространства V и В  такие же, что и в разделе 2, и пусть
3.1. a (t\ и, v) — семейство билинейных непрерывных форм на V, 

Ум, v ЕЕ V функция t —» a (t; и, v) один раз непрерывно дифференцируемая на 
[0, £*], t* <  оо;

3.2. а (t; и, v) — а (t; v; и), Ум, D £  F,
а (t; м, и) v || м []2; Ум £Е V; V = const 0;
3.3. А (£) GE £ (V, V') — оператор, определяемый через а (t; м, v).
Наша задача — моделировать уравнение
^ ■ + А  (г) «(*) = /(«), *е(0,«*), (3.1)

с данными Коши
и(0) = мо, ^-(0)=«1, (3.2)



Некоторые задачи термоупругости пластин и оболочек 181

где

Л (*)-  2  л. (О; M*)e%<y«,vay, (a =  i (з.з)
<х=1

/ W = 3 / « W ;  W < ) s « ,  (o = i (3.4)а=1
и Аа удовлетворяют условиям, аналогичным 3.1—3.3 с соответствующими 
константами.

Согласно [15J при / ЕЕ Ж, и0 ЕЕ V, щ ЕЕ Н  существует единственное ре
шение задачи (3.1) — (3.2) и (t) е= F  и ^-(1)е=Ж.

Дискретные и непрерывные задачи, построенные на основе MCA для за
дачи (3.1) — (3.4), были предложены и изучены в [8, 16, 17f, 25, 26]. Напишем 
сначала две естественные ЛОМ для задачи (3.1) — (3-4):

d̂ v%  -др + АЛ (t) иЛ (0 = / (t), t ЕЕ Аа, а = 1,2, . . . ,р ,

Ẑx (£j, Ct-l) = â-l (̂ j, a-l)> ~1. {t}, Ot-i) = J. (tj, a-l)> 2 ^  a ̂  p,
(3.5)

«г* w> dt 

df diVi (*,-)■ =  vp (^), (f j) =  -^ r  (£j) при a =  1, / =  1, 2 ,

(0) - (0) =  uv

Решением задачи является функция
V  (t ) =  V ip) ( t ) .

Вторая ЛОМ имеет вид
cftv„
~dW ^  ̂  Ua ̂  = ^

v* (tj) = и^г (*j+1), (Ь) = ^-JT~ (tj+i)’ 2 <  a <  p, (3.6)

(*j) = <̂i)» to) = &)» yi (°) =
dvL(0) = % , i;(£) = i;p(f), -*e(*j,fj+i).dt

Обоснование этих моделей возможно лишь для специального класса за
дач (V = Vx, a = 1,2, . . р). При достаточной гладкости решения одномер
ных задач и исходной задачи можно показать, что (3.5) и (3.6) имеют точность 
О (т). Непосредственное построение аддитивных схем по моделям (3.5) и
(3.6) не является очевидным.

В [6, 10] были изучены ЛОМ О (т) точности; их решения сходятся при 
т —> 0 для весьма широкого класса задач.
Итак, рассмотрим ЛОМ

d2va (t)
— ------h Ах (t) va (t ) =  f a (t), t EE (tj, tj+1];

to dv (3-7)
Va (t) =  4 J> (tj), - j f - ( t j )  =  - J P  (tj+1), 2 <  a <  p;

v i ( t j ) =  v[3) (tj), ..(tj) = . ^ - ( t j ) ,  a = 1 ; '
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4  (О) =  м0, =

где vâ  (t) — решение этой задачи при t GE (tj-i, tj].
Справедлива следующая
Т е о р е м а  3.1 (см. 110, 16]). Если для АЛ и /а (а — 1,2, . . р) выпол

нены условия 3.1—3.3, (3.3) и (3.4), то при х 0 решение задачи (3.7) схо
дится слабо к. решению задачи (3.1) — (3.4):

»«(*)->• в (*) « Ь~(0,г»;К«), (t) в L„(0,t*-,H),
. ’ (*) « v„ « я ;

если же
d2 . *-rĵ -Aau{t) М, М  = const > 0 не зависит от г,

то имеет место оценка 

II vp(t) — u(t)\\ + г ( 0 — тг'(?)| = ^ (т)> T £®t-dt к ' dt

Построенные по (3.7) дискретные схемы имеют точность О (т). В [21, 26г 
27] была предложена модель

Tlâ a" (t) + Аа (t) va (t) = U it), t e  (tj, tj*i), 1 <  a <  p-f
(tj) =  V (tj), va' (tj) = v' (tj), a = 1,2, . . ., (3.8)

V (0) — Щ, v' (0) =  0, V (t) = S  (0-0t=l
Функция v (t) и является решением.

При V — Va. (a = 1,2, . . ., p) можно показать, что
II v (г) -  и (t) II =  О (Vs), (3.9)

т. е. ЛОМ (3.8) имеет второй порядок точности. Построенные на основе (3.8) 
аддитивные разностные схемы имеют точность О (г2) в общем случае.

Приведем еще две ЛОМ, с помощью которых можно объяснить некоторые 
свойства локально одномерных схем из [251:

va” + Aava = fa(t), f e ( f _ a - I , f  l < a < p ,
j + —  —

t̂t (t. а-l) = Vql'* (t. tt-l);

Va(t a_i) = .
~~P~

v'n0)(t a-i), a<P,  /> 1.
p

*-i), a > p ,J+_

(3.10)

Wa = “ 0, V a ' г) = *), l < a < p ,

где v' = dvldt, a (t) — решение той же задачи на интервале t
Ez(t a - J ,  В = 1, 2, . . p, p — любое число.

j-i+ — j+ — v p
Решением задачи (3.10) является функция vx (t).
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Для второй ЛОМ имеем
V<x Ч~ AaVa.  =  /а ( t  CEE . а - 1 1 t  а - 1  ]; 1  ^  Ct ^  /),' J+ — J+1+ —

a-i) 
J+ —

«-1)1 a<P. 

i>3(f.,a_i), a>|3,
(3.11)

l v'b{3) (t а- i ) ,  < x < £ ,  / > 1 ,

fa'(* - 0 =  ’’ P
J+v  V(*., “-1)» a > P ’J+lr

l>! (0) = 0, I7e t) = ya_x t) ,

Ux (0) =  и' (0), V* (™ ^i т), 2 < a < p ?

Vx (t )  — решение задачи.
Для (3.10) верна теорема 3.1, а для (3.11) — оценка
II v± (t) — и (t) || = О (т2), t e a , ,
Рассмотрим теперь аддитивные разностные схемы, построенные на основе 

моделей (3.9) — (3.11). Аппроксимируя каждое из уравнений (3.9) номе
ра а обычной трехслойной схемой и учитывая, что

У а = У' — У, Уа = 2/Г\ У3а 1 = У’~1 = У, 
иолучим аддитивную схему для задачи (3.2) — (3.4):

( Д  +  к . т аД . )  +  Ау =  q>„, а  =  1 , 2 ( 3 . 1 2 )

яде Ла — регуляризатор (см. [8]), фа — аппроксимация /а, ка = 1/Ла*
р .
2  Г[а = 1, Г[а 0. Решение у}+1 на новом слое по аналогии с (3.9) определяется

а=1
по формуле

=  S  ГUyi\ ( 3 .1 3 )
а =1

Нетрудно получить условие устойчивости схемы (3.12), (3.13) (см. 121, 261)," 
предполагая, что линейный оператор Ах: Н  -*■ Н ,Н  — гильбертово простран
ство и

0, Ла = Ла* >  0, (а,Р = 1,2,...,р). (3.14)
Из (3.12) после элементарных преобразований найдем

У U %у = Уъ = (Ут  — 2Уj + УЬ1)/т2’
А = 2  А а.) Аа. = (Е  4" 'Па̂ 2-йа.) 1 Аа, ф = 2  *Ра> (3.15)

11=1 а = 1

"фа = (£■ + Т^Л а)'1 фа-
В  силу общей теории устойчивости схема (3.15) устойчива при Ла = сга-4а» 
«ели Е  т2/4 А или
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Отсюда видно, что условие устойчивости выполнено при любых т (схема аб
солютно устойчива), если выбрать аа равными

Таким образом, схема (3.12) — (3.13) устойчива и сходится со скоростью 
О (т2).

З а м е ч а н и е  1. Для определения у1+1 из (3.12) — (3.13) иди из (3.15) 
можно применить алгоритм

р
y-tt = — S  w* + (Е  + Ла'ЛНа) = Аау, а = 1, 2,. . . ,  р. (3.17)

З а м е ч а н и е  2. Чтобы освободиться от требования коммутативности 
Я аАр = следует заменить в (3.15) А оператором

А = %  А*, АЛ = (Е~\~ TlaTai?a) 1 Аа (Е  + TfeT2i?a)_1. (3.18)
а=1

Это новый тип схемы, не сводимый к факторизованной схеме. Для определе
ния у,+1 применим алгоритм

У U = “  3  ИЪ + Ф> В аШа- = 2/, = Я + На**#*,a=i
a = l ,2 , . . . ,p .  (3.19)

Схема y-lt Ay = tp с оператором (3.18) устойчива, если
Ra > tfaАл и aaT]a >  p/4, a = 1, 2, . . p, (3.20)

например при г|а = t/p, ca = p2/4.
Это видно из неравенства

T'BZ'AbBZ1 <  JL  <  1/о.ъ.

Обратимся теперь к схеме из [25], для которой непрерывной производя
щей моделью может служить либо (3.10), либо (3.11). В [25] показано, что 
при р'=  2 зта схема имеет первый порядок точности. Покажем, что при 
AtAz = A2A i и постоянных А = Ал 0 схема из [25] имеет точность 
О (т2).

Запишем эту схему в виде
#а (У1 + У>~1) - 2yi~'h — 0. 5т2фГ72, B i + УИЫ) — 2у3 = ~  % \х\

(3.21)
Я 2 (y j+1 +  У3) —  2 ^ + ’/* =  ~  г 2(р{+1/\ B L (j/j+V* -j- Jfi+V«) —  2y?+1 =  t V i +\-

7 =  2 , 3 , . . . , # - 1 .

• y° = Uoi i. /?i, - ■
= u0 + -J- ̂  ~  Atu0 + t2 -- (Лгг + ф))(=о,

где ‘В л = Е  — атМа, а = 1,2, а = 1/4.

(3.22)
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Складывая попарно уравнения (3.21) и (3.22) и исключая затем (уз+1'г + 
+  yi~1/2) й (у]+1 + у>), получаем

В ХВ% (t/j+i + 2tf + yh l) -  4^= т2Ф>, Ф ;‘ = -j-By (ФГ 1/2 + 4~ih) + срЛ
B % B 2  (?/j+3/2 +  2 ^ ’+1/г +  2/j-1 /s) —  4yj+V* —  Т аФ j+Va,

"Ф^+'/г _  B 2 (cpt;' 4 -  cpf1) 4 -  cp f1/2.

Получены уравпения, содержащие значения либо на целых шагах, либо 
лишь на полуцелых шагах. Определенная таким образом схема имеет по t 
аппроксимацию О (т3) и устойчива по правой части и по начальным данным 
при любых х. Отсюда следует сходимость схемы (3.21) — (3.22) со ско
ростью О (т2).

Аналогичное утверждение справедливо и для схемы прй р = 3, непре
рывной производящей моделью для которой является (3.10) и (3.11).

В заключение отметим, что, используя представления (1.14) и (1.15)* 
нетрудно построить конкретные модели и аддитивные схемы для задачи 
(1 .10) — (1 .11).

Изложенные,выше рассуждения справедливы и для некоторых нелиней
ных задач (см., например, [9, 16, 24]).
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