
ОРДЕНА ЛЕНИНА 

ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ 

АКАДЕМИИ НАУК СССР

В.М. Головизнин, А. А. Самарский, А .П. Фаворский.

ОБ АППРОКСИМАЦИИ ВАРИАЦИОННО Р АЗНОСТНЫ Х 
УРАВНЕНИЙ ГИДРОДИНАМИКИ

Препринт № 34  за 1 9 7 7

Москва



УДК 517.949.8

• АННОТАЦИЯ

В работе показано, что разностные схемы двумерной гидроди­

намики, получаемые из вариационного принципа 9 имеет второй поря­

док аппроксимаций на гладких решениях* Рассмотрены случаи декар­

товых и цилиндрических координат»
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ВВДПДШЕ

В работе [ 1 1 на основе вариационного принципа получены 

дифференциально-разностные (дифференциальные по времени, разно­

стные по пространству) и разностные уравнения, приближенно опи­

сывавшие динамику жидкости в двухмерных декартовых и цилиндри­

ческих координатах* Тан же показано, что получаемые вариационным 

способом дифференциально-разностные аналоги уравнений гидродина­

мики оказываются полностью консервативными ["2 ~[[4\

Оцнако в (Til остался открытым вопрос, с каким порядком 

точности полученные вариационно-разностные уравнении аппроксими­

руют дифференциальные уравнения гидродинамики* Трудность заклнь 

чается в том, что расчеты по вариационно-разностным схемам про­

водятся в лагранжевых нерешенных, т*е» расчетные сетки жестко 

связаны с частицами жщщрсти, и с течением времени могут сильно 

искажаться»

В настоящей работе на примере двухмерных плоских и цилиндри­

ческих координат показано, что вариационные дифференциально-раз-* 

ностные схемы гидродинамики имеют второй порядок аппроксимации 

по шагам пространственной сетки«

Полностью консервативные вариационно-разностные схемы имеют 

второй порядок аппроксимации также и по времени.

Авторы признательны В®А*Шзилову, Т.К.Коршия я В.Ф.Тшшшу 

за плодотворные обсуждения и ряд конструктивных замечаний»
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§ I. Исходные уравнения

Дифференциальные уравнения механики сплошных сред допускают 

различные формы записи* Естественно, что все эти формы эквива­

лентны* Однако-разностные аналоги этих уравнений* вообще говоря9 

могут и не быть эквивалентными друг другу.

Цэлью настоящего параграфа является получение такого пред­

ставления дифференциальных уравнений гидродинамики, которое 

аппроксимировалось бы с максимальным порядком вариациснно-раз- 

ностными уравнениями, подученными в работе [1~\ *

Известно, что дифференциальные уравнения гидродинамики мо­

гут быть получены из вариационного принципа £ X * Цуоть -

область, занимаемая средой в лагранжевых переменных 0 ^  j3> .

Под ^  и JU будем понимать X и У соответственно 

в случае декартовых координат, и &  и ^  - в случае
*

щлиндрических координат* Тогда фун&цконал действия для жидкой 

среды при отсутствии диссипативных процессов запишется в виде:

S =
-to

(С  L
\\ £ 4 0 C o 4 j O  
£

~ и гL i л

? V" _ проекциигде X  , - лагранжиан, g  - плотность, 

вектора скорости на оси ^  и JIA соответственно,

£ - удельная внутренняя энергия, время, выра­

жение

е
f lC f  fr/tQ - J L

Ф С о Ч / )  €

!| 91е 9rjU
Qd- ®о(.



представляет собой якобиан перехода от лагранжевых координат 

<*,«/* к эйлеровым *?; % ё. - целочисленный параметр:

^ / I - Д®* декартовых координат

L 2 - для цилиндрических координат

Варьирование функционала (I) при соблюдении закона сохра­

нения массы:

I  (А)
е

и условия адиабатичности .

21) = - Р  (?)
0 1  h

гае ; В  - давление* - энтропия приво­

дит к выражению:

Р

Q

®С f  t г„уи3 i. MJ. Д  **
4СЙО г 11 J

Требование равенства нулю вариации S'S дает динамические 

уравнения гидродинамики в лагранжэвых переменных:

i  r  t b C ' f i j 1* } h l  .+ ^ ени . ( p Q B v  ^ ецт  Г п § р > \ -е ,  м

-А- о  №  н- L  £■ ( 2  -  L  2- ( A M -  V < ?  ( б )



Условие (3) о учетом (2) может быть записано в следующей диффе­

ренциальной форме г

c i b{t&„H)d£ -_P<L f-L (у)

Система гидродинамических уравнений (2), (5)-(7) замыкается 

кинематическими уравнениями;

d ?  _  /у , djd . -  |/~
Г" —  М. ) jjh

cct

и уравнением состояния Р = Р ( е , 0

. § 2« Ахшроксишшя лаггаюкиана и уиааюшю

нешзшвносзд

ПУСТЬ Q ( ^ )  - область; занимаемая жидкой средой б

плоскости эйлеровых перешнных ’f y j b t  в момент времени 

Без ограничения общности полагая область £ 4 0  односвязной 

обозначим через ~F непрерывное» взаимнооднозначное преобра­

зование* переводящее в область &  s имеющую форму

единичного квадрата в плоскости оЦ * Предположим также»

что якобиан преобразования 7  всвду больше нуля (  Ш з & \ о
V  0СЛ, Д) ;

Связывая координаты Cs, с частицами жидкости, примем их

за лагранзшвы координаты среды*

Введем в области ( г  регулярную прямоугольную сетку 

C O : ( t = l 7...?Af) J-4.,*», И ]  с шагами A v L -^ / C h h L ) I

AJ> = 4-/С М ~^) • Скорости и координаты жидкости (Зудем

относить к узлам сетки. СО и обозначать ^  t ,* )



U  о,j Ь • Термодинамические величины отнесем к центрам

ячеек г ^ //2 ̂ / г ) £о*иг ^ и  ) « В дальнейшем ради

простоты записи дробные иццекоы будем иногда заменять целыми по

прайму: P ^ / / z , 0 0  R j  ■

Ашхроксзмируем функщошл (I) разностным но пространству

выражением: -
a m  H -i

8

(3)

Полагая

i. АС?»./*
£ 2Кс С*%уЧг

±
е.

—  \  \
0d- ' Od- /Uiz.pKL

/ И \  . ( Ш .  >
N  0J> \  g jb

где
й. I  £ £

+ + 0 ( A(ki A y j

tw,>i -+ ~ fgf,j ~Tc.j+ р м А и  йг)
^ j 2 >  ^

/ % H \  ~  * A*ij

\  <dck 'M z ^ V l $-AoL

£ 1  V  =

' ' S X \  =

Ы
*4i

s<\ tHi+ г ( л Л л  &z)  
tLAJ> ^
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подучим:

- С 4 г  -л )1 -»Ш ̂ Р ‘У> и

Квадрата скоростей в центрах ячеек аппроксимируем также 

со вторым порядком:

< и % . ~  ^

Тогда очевидно» что и (Э) аппроксимирует функционал (I) 

также со вторым порядком

S  -  V  f fc ^ A fi1)- ;
Вводя обозначение;

\ £ i = i  { ( ^ * Г  ^ ц ) { / !/,ьг~с/и* ц ') ~ % v 7

Можно представить (9) в виде: § о
АН  №~i - 1 //У- ■ л-Т/г * ,

S M {2  ZtMi [1
м  - ь  Н  '

■ м  (а'}

совпадавшем с принятым в работе [ l  1 *

Ур :шнекие неразрывности (2), отнесенное к центру ячейки, 

запишет-ж в виде:

* ш и о \
ĵ /z £)Coi, J O  А 'щ '^ г
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Принимая во внимание (10), (II)» находим * что; 

й

\
pi. ^ >Jk) - о ^ у  ~ i -+<?" . -  QCA^tdJ**)

0 c * J О  Г4г *

т.isв что разностное уравнение f l l :

' ~  Й} A & A j *  -  Mb))

аппроксимирует уравнение неразрывности (2) со вторым порядком*

§ 3. Д^̂ нщадай=шяр^д^даиши«

Адшшксдгмядия по шзоотранотвеншм переменным.

< ( 0 J . \  =  ) и
Полагая, что '/9<2 'pviA-'fa

зледовательно:

d  £ №2, j-W - р . /„/V
— г-— “—  —  -'/г 13 J

d r i M ' i + n -  J '

1риравняем нулю первую вариацию функционала (9) при условии 

соблюдения закона сохранения тассы (12^). Эго даог нам диффе­

ренциально-разностные аналоги динамических уравнений (5), (6) 

г виде £ I 3 :

ИJ4
e iU q  _

cUt

I
- z p  . -  Л) (15)

М-1 ыdlt,i -
1

- z
r.17K

P *\£»4~k - с



п,к=а 
1 &

. п,К ^

Эри уравнения могут быть представлены в следующей разверну­

той записи:
r  I

Л
4-п-Ъ, J-*>й^  ..

“ Г  4j't^Lsjk . J

. р ( У Ч ЕТА М * ,j)  +р.и </*4itA.j' 
1 ‘- - Ы  I  Z 1 J 2> '  N " 1 .....

■сАм,,Н7А^ ~ В .ф
A J b AJb

L_

d /
"  g  j ̂ (А *л 1А у  ,А,ит/*Ц) j

\
/ c ^ ^ c i l a ! ^  c A ' j ^ j ~ y -/- -̂ j-i 

' ’ *  il

/<" Л
U. J J
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Непосредственной проверкой легко установить* что уравне­

ния (13 \  (14 !) ашзроксишруют уравнения (5), (6) со вторым до- 

рядком относительно A  oL и A •

Как показано в [  I 'J * из равенства (3 ) вытекает закон 

изменения удельной внутренней энергии в виде:

т .. еЩ ы  -  __р  . d  У с ,] А ,-\
" V  d ir  Ы 7 ±  С1 6  У
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Принимая во внимание (10) и (II), непосредственной провер­

кой также можно убедиться в том, что уравнение (15) аппроксими­

рует уравнение (7) со вторым порядком точности*

Уравнения (13), (14) консервативны Г3} * £ll • Сиогеш. урав­

нений (12)-(15) полностью консервативна [2 ^ , [il • "

В работе fl] принятое несколько отличное от (II) выраже­

ние для объема в цилиндрическом случае» а именно;

Ч,' = i  ( Ь*,* бц+ОДЭД < *•&-*<*,) t
+  j wС + Д ] +, ( R + з ( Rbbjf Ri,j+f

"* *1-^ 4 j +/ ( Rbj~R-ai,])+ ? t',j -

—  S~ ^ij * ) + ^«4,j+T ̂ ' j Y  " &,j«) ̂

* *

Оцнако, можно показать, что у;. = У ц + ш А а £ ч)

так что все выводы о порядке аппроксишции оотаются в силе и 

в этом случае*

€»

§4. Ашгрокоишпдя kL  втмени

Заменим область изменения переменной дискретным набо­

ром точек[ ( Н  = & Л У.. ., О  * Величины U / { Ь V ) ?
У) о Ч Г> п J л

fijj *7 Ьсп  ̂ }J 07Дем относить к моменту времени Тц .
Заменяя в уравнениях (13)-(15), производные по ~Ь разностями 

и учитывая уравнение неразрывности (I2J и„уда8нение состояния,
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получим замкнутую сист е щ  разностных уравнений в виде [ i ]

А (?') f r\ \ r \ *
=  0  a s )

к.9е~&

W

9 U ,  \ *  fc)

V£j

~c4 6»;

^ 4 — ---afc)j “ /

£0

(u)

Здесь 'б,, - ttHi~i.li 5 ij-j =P(&j>£i)‘j)-) J-=G '/'f (£->?)/v

при G]i =  ~ &  5" «

«w

■ t o * ; = J  
c „  "

m m ! f ,  ( ш  y =
*>]**9t?»K ’ = 1л% '
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г - г  Дй50
г̂де Vt'jj означает» что все входящие в выражения (и) 9 

(17) сомножители берутся с весом уравнения (18)-(23) пол­

ностью консервативны» Очевидно, что при ^  - и*5 систеш, раз­

ностных уравнений (18)- (23) имеет второй порядок аппроксимации 

по временному шагу . При ^  4- 0*5 имеет место первый по-

.рядск*
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