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A B S T R A C T

i p '*
She difference equations of two-dimensional magnetohydrodynamios .
аг.ё obtained-c from the variational principle. She dissipative
;prooesses are not taken into account* Ihe cases of plane and
cylindrioal coordinates are considered. The olDtainfed equations
are fully conservative and have the second order approximation*

' АННОТАЦИЯ

* *
В работе, на основе вариационных принципов, получена диф­

ференциально-разно стные и разностные уравнения двумерной магнит­

ной гадррдинамики без учета диссипативных процессов. Рассмотрены i ■
случаи плоских и цилиндрических координат. Показано, что получен­

ные уравнения имеют второй порядок аппроксимации и обладают свойс|г-
- ' * ■ ■ I
всм полной консервативности. . -



ОГЛАВЛЕНИЕ

. ' стр.

Введение .......... 5

§ I, Дифференциальные МГД уравнения, определяющие их

лагранжианы и дополнительные условия......7

§ 2. Об аппрокоимации кинетичеокой я внутренней

энергии. Разнооаные уравнения газодинамики ...... . -is

§ 3# Аппроксимация магнитной энергии и условий

' вмсроженности магнитного поля ............ . 25

§ 4. Дифференциально-разностные уравнения магнитной

гидродинамики и некоторые'tpc свойства ............  36

§ 5* Об аппроксимации Дифференциально-разностных ,

уравнении магнитной гидродинамики *......... 43

§ 6. Разностные уравнения магнитной гидродинамики..

Аппроксимация по времени ....... .......... ......  50

§ 7. 0 граничных условиях ............ . 57
• • ■ •
Приложения .........................*.... *......  61

Ли®ература\./. ........................ ........... . 67

4



5

Введение

. г
В настоящей работе, на основе вариашояного принципа ££] 

строятся дискретные модели бесконечнопроводящей оплошной среды, 

погруженной в магнитном поле.

Основная идея вариационного принципа построения дискретных 

моделей сплошных сред заключается в том, что выражение для лагран­

жиана и ряда других величин и условий, полностью определяющих вое
• * ■* » 

свойства изучаемой ореды СП , заменяются какими-либо конечно­
разностными аппрокоимадияш. Условие стационарности определяемого 

разностным лагранжианом действия [7] » при соответствующих огра­

ничениях также носящих разностный характер, приводит к системе 

дифференциально-разностных уравнений (дифференциальных по време­

ни, разностных по пространству), приближенно, описывающих свойства 

моделируемой среды.

Как показано в [I] , [2] , при таком подходе к моделированию:

чисто гидродинамических течений гарантируется выполнение ооновных . 
- . * ■ • 

законов сохранения (массы, энергии, импульса). Кроме того, ап­

проксимации динамических уравнений, уравнения неразрывности, урав­

нений изменения полной и удельной внутренней энергии получаются 

взаимнссогдасованнши, т.е. получающаяся система дифференциально-* 

разностных уравнений автоматически оказывается полностью консер­

вативной [I] • ' .

В настоящей работе получена дифференциально-разностные урав­

нения магнитной гидродинамики в случае двух пространственных пе­

ременных, в декартовых и цилиндрических координатах, при наличии 

вмороженных: магнитных полей, лежащих в плоскости течения либо nepf 

пендикулярних к ней. Показано, что.полученные дифференциально-раз-■ I



ностные уравнения аппроксимируют дифференциальные МГД уравнения 

со вторым порядком точности и обладают свойством полной консерва­

тивности* Переход к разностным уравнениям осуществлен посредством
*

замены производных по времени соответствующими разностйми. Для 

полученных систем разностных уравнений найдены условия* при кото- 
% ' ■ * _ 

рых они также являются полностью консервативными. Показано, что 

консервативные- разностные схемы при выборе давления на полуслов 

по времени имеют второй порядок аппроксимации также по времени» 

Для полученных‘уравнений рассмотрены некоторые широко распростра­

ненные граничные условия*

В конце • работы, в приложении, ..приведены полные оистемы МГД
■ * ■ ■ 

уравнений в дифференциальной, дифференциально-разностной и раз­

ностной форме, для всех рассматриваемых в работе случаев*

Авторы выражают глубокую признательность В,Ф*Тишкину и В.А. 

Гаоилову за всестороннее обсуждение, конструктивные замечания и 

помощь при оформлении этой работы. .
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§ I. Дифференциальные I'M уравнения, определяющие их 

лагранжианы и дополнительные условия*_________

■ ч

Известно, что дифференциальные уравнения МГД могут быть по­

лучены из вариационного принципа [7] . При этом поведение сплош­

ной среды, законы изменения полной внутренней и магнитной энергии 

устанавливаются по виду лагранжиана о учетом дополнительных- усло­

вий: уравнения неразрывности, условий вмороженности магнитного по­

ля и т.д. В этом параграфе вариационным способом выводятся одно­

мерные и двумерные дифференциальные уравнения, магнитной гидроди-
■ * 

намики.для бесконечнопроводящей среды в лагранжевых переменных,

. для де картовых { г *  (а б ) } и цилиндриче ских i /t —  (R Д?)} 

координат. Уравнения получены в виде, удобном для исследования 

аппроксимации. Рассмотрены случаи, когда вектор напряженности маг­

нитного поля Я имеет одну составляющую, перпендикулярную плос­

кости течения {  Н=С0(О3Нг̂ или Н=-С0,\ц,0)} , а также 

случаи, когда магнитное поле имеет две компоненты, лежащие в плос-
■ • I ^

кости течения Н =  (Йл,Н̂|0) юш н -С М Х ч  . Рас­

смотрены также интегральные законы изменения импульсов потенциаль̂ 

ной, кинетической и полной энергии среды.

ПЛ. Рассмотрим одномерное течение бесконечнопроводящей сре­

ды. Пусть ОС - лагранжева церемонная, а ^ обозначает X  в случае 

декартовых координат и Б в случае цилиндрических. Вектор нал-* 

ряженности магнитного поля Н будем предполагать имеющим одну ком-1- 

поненту И 7 перпендикулярную направлению § : ну или

в декартовых и Н =  Ц̂ в цилиндрических координатах. Тогда лаг-' 

ранжиан-среды имеет вид;

-■V*.



З&есь и далее используются следующие обозначения: ̂  -плотность,U -  

компонента скорости,6 -удельная внутреняя анергия,Ь-целочисленный 

параметр р —  (1 , "5 =  ос. '

- ia, f—
Условия сохранения массы и магнитного потока определяются следую-

(I.S

“й - 5 6 *  <1-3>

Варьирование функционала действия 
- " i£&

с учетом соотношений.(1*2),(1.3) и.условий адиабатичности приводит

к динамическому уравнению

«•*>
где р—^ (̂)-Д£№лениё, а Ц&Ь -субстанциональная производная.

■ Условие адиабатичности и закон сохранения массы (1*2) дают 

уравнение изменения удельной внутренней энергии:

С1<5)!
Дифференцирование по.врамёни приводит к уравнению индукции магнит-

<ь6,
■ t >

Из (1,6) следует уравнение' изменения иагадиной энергии

..". " i U C  £ )  fc8»u . (i*7)
П*2* .Перейдем к двумерным течениям* Пусть -область

в плоскости лагранжевш: переменных <t4jb , занятая 'бесконечно̂ 

проводящей средой: -эйлеровы координаты, совпадающие с а,

'jj я в случае декартовых и цилиндрических координат соо­

тветственно, Пусть магнитное поле представлено одной компонентой 

Ц , перпендикулярной плоскости течения: Будем предполагать, что

в каждый момент времени всюду- а ^ q
г ЪСоi(f£ ^
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где Л
А Ж Е » _  
I  DO-.p^

(Х .9 )

9
JL i,

ш ад 
ad Зр.

it Ш
ал- 0jb

•якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагра'нжевши.

Уравнение неразрывности в лагранжевых перецанньж записывается 

ВМЦе (1'Г>

Или бесконечно проводящей среды выполнено условие постоянства маг­

нитного потока через любсйпзшдкий" контур - условие вмороженности 

магнитного поля:

н Ш= *** (1,10)

Выражения, соответствующие кинетической анергии среды внут­

ренней удельной анергии -Е«йм магнитной энергии- Ей для области 

d(c<s(S) определяются обычным образом: .

ббф> •

(1Д1)

C l .1 2 )

£Со(<̂й
Тогда функционал дейоявия по Гашшьтсну есть

5 =  dt —j\ Eka,vaM ce-«jayb

Сиз)

(i.it)



10. f ш% ш ' в ' '
Примем вариации координат га независимые. Связь $$$>)*

с 6Н u Sj находится из условия (1*9) и (I.ID)

. S H  _  _ц f . Д>Г1.й1 Q.m")

3 > С « ,(»  I  JXfipi 3>oifiJ

Поскольку диссипативные процессы предполагаются отсутствующими 

для определещя % &  имеем соотношение '

. /
или используя CJ.9)

Подставляя- (1.9 M I . I D  ) и (I.X5) в варежешф для .

JJJ 6 *  Dfe.ftSl r t k t  dt ere' 4oTO

(I.15)

находим:

* * G s $ H « 3 $ j * + y S

Яредполагая, что вариации обращаются в нуль на
границе области ёС%|Ь) у интегрированием по частям выражение
нке
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для преобразуется к виду: 

L

Требование равенства нулю вариации ч& приводит к динамичес­

ким уравнениям МГД в лагранжевых переменных'.

l £ ^ d r _ l  
г ъы М . I

U0(I.I7)

(1.Ю)

С помощью несложных преобразований (1.Г70 и (1.18) можно предста­

вить следующей С"якобиановой") форме:

(1.17 )

(X. 18 )

Из условий (Г.9) и (1.10) нетрудно получить законы изменения уде­

льной внутроя-̂й энергии 6. и уравнение индукции магнитного



. !2 

поля в лагранжевых переменных

l p T Q f o  &  _  _-т> JL Г Т &Щ  
Г  'Ш & 3 £  -  ' J t U  rafe!^,)dt ‘ Jtl* DGvf>J (1.19'

M  —  - H i  „  
Ш  a t L  D & p . (I.2G)

Из (1.20) автоматически следует закон изменения энергии магнитного 

поля в виде

a t L t W ^ l  W  1>Ц(Ъи 4.3 Ш /S) (1.21)

Система уравнении замыкается уравнением состояния Т~”|̂-е>У и

кинематическими соотношениями: . 1

iA~h

П.З. Для случая, рассмотренного в п.2, получим интегральные
■ 1 ./ 

законы’ сохранения. Интегрируя уравнение (Г.9) по области (до|!>)

Ц£-Щ$ j a w

где масса , жидкости заключенная в Отсюда следует интег­

ральная форма закона.сохранения массы -

(т-22)
(S ■ *

Законы изменения импульсов по 'Щ и ju для среды, заключенной 

в Й получаются интегрированием динамических уравнений (X.I7), 

(1:28) с учетом (1.22) и имеют соответственно вид:

А 
drfc



(1-г4>
с ! ' г* ■ • .

где Г7 ■ обозначает ограничивающий ■ О* контур. Ниже приве-
- . \

деньг уравнения изменения потенциальной, кинетической и полной 

энергии жидкости в &! соответственно. Эти уравнения могут бы̂ь 

легко получены интегрированием соответствующих дифференциальных 

уравнений .
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(1. 26)

(1-27)

где внешняя нормаль для границы обла-
W1 • .

сти Г , .
1 . н*

П.4. Пусть теперь вектор магнитного поля п лежит в

плоскости течения и имеет компоненты з СН-5=~И* ,11^=3iy ,)

. дня декартовых и

для цилиндрических координат. Полная магнитная энергия для об­

ласти *  а р .  в этом случае запишется как ■ .

<1-28>
*

Условие постоянства магнитного потока через произвольную жидкую 

линию приводит к соотношениям tl3 : ‘
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^ * С*1 аз ~ ~  с" (1.29)

(1.зо)

Из которых легко определить Vf̂  и через начальные значения

ПОТОКОВ С4 и Сг

М Щ -  ^-'4  <1-г9':

^  ЬЩ,~ Clfe^'?F> . а -30' ’
соотношения (1.29) и (1,30) позволяют найти овязь между вариация­

ми Зб Hjj я &§) :

1Щ д 1 $н * = - н ^ГШвд+сгз1* _с ■ *
е^Щр5 ? * U j j S p f  г5«* . \вр (1-29 )

А.̂ М '̂оНщ =  -Нм̂Г 1Ш !^1+с г̂ ~с 19̂ Я 
I  K ot,p  Г “ L № |p J  • <& (1>зс* )

Представим функционал действия ^  в виде ^Н+ Г̂кЗ~"̂

ГД6 £-) '£*/-

S r̂ •” J С “■ ' J
г-v

Подставляя в выражение для значение ^ г из (1.28^

1 гаходш, что .
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' >

И с п о л ь з у е м  соотношения (1.29* ) и Ц.ЗО"), произведем в (I.3I) 

интегрирование по частям, полагая значения %§ и на границе, 

р а в н ы м и  нулю. Тогда при учете результатов П. 2 дая Б^из усло- 

вия.равенства нулю вариации 6 $  приходам к динамическим уравне­

ниям в переменных лагранжа для рассматриваемого случая

'3_ Н̂Са _  3- Н^с-1
3ot ^31 .

-  К  a t  € ) $ - р г Ш ] =  <>.зз.

г. ЗьЧаЕг -
т5Г ^  4 $

Или в *-якобиан овойи форме:

А' гАЗ-
4<?ЖЙ аи . т^ГШЖ—  - .  . .  .  ,

Е 'bCpij^St L'b’Co^p'i’ 4з£3)Цр>3 Л'Ь,5X.itф

-  f ' № | - ^ # A = o  
е $§£><*-• *• 3)Co»,fbS ** y c « ip  **ь&(р и.зз')



из (1.29^ ) и Ц.ЗС7 ) после- дифференцирования по времени получа­

ем, уравнения индукции магнитного поля:

1в .

35)

j t  ~  ^ t U  m$>r3
из которых легко находят ся уравнение для изменения энергии маг­

нитного поля t

<^Г 4^1^ I 'M— f c i  rnx^.fO) . .
a f c k i  3> C<K,J» 8д J 831 d l l  E J>(w,jS)il 4 ?  ■4-jT (1-36)

, t

Лд L ЬЦр) Щ 5 ]  \ni Ж ч ф

Отметим, что полученную систему МГД уравнений можно преобразовав

к более простому виду, используя выражения для и

{см. (I.29),(1.30)1 : .

-Лй.4 «

fo . (1.32 )
а <di 4- 5- &£s _ <L 11&
t и  90 т ^31

v a^ j Y * & L  У ft, 4  soft:* V (1.33 )

1 ‘ "5^  3(5р)

м $ Ш 4г‘й“с̂

« ^ й -4 )

(1.35 )

(1.36 )

Из уравнений (1.32 )-(1.36 ) аналогично п.З можно получить интег-



ралыше законы сохранения импульсов, потенциальной» кинетической 

и полной энергий, отнесенных к области <?Ь,р>)С , которые и

выписаны ниже соответственно в виде:

JL
Jt

4

cik

d1 . 1 e'

(//Н& С г - §*  cd]Aa- 
б ,

+Л £  ( Cs ̂ ^  
г'

1фЩ№.
+  /7Ы$\ А  L fflkftJbL

J M &

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

s>

(I.4I)
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§ 2. Об аппроксимации кинетической и внутренней энергии.

‘ . Разностные уравнения' газовой динамики_______

' Как уже отмечалось в § I, функционал действия S среды с вмо­
роженным магнитным полем можно представить в виде

. S = S ris+ & H <2Л>

где £>Г№ - определяется только газоданамическими характеристика­

ми среды (кинетической и внутренней энергией)

Г̂АЗ~ < 1 (2,2) 
в 4. ■

а ^  - определяется энергией магнитного поля

pf
tC-b̂ cit (2.3)

Поскольку » то процесс получения динами-̂

ческих уравнений МГД может быть разбит на две .относительно незавиг
, . ■ v

симые стадии. Первая из низе будет заключаться в нахождении чисто 

газодинамических уравнений без учета вли&нйя магнитного поля, во 

второй же стадии условие Ц н- о  определит пондеромоторные си̂- 

т, обусловленные наличием К . л '.

В этом параграфе, на основе ашгроксимащи только и 

уравнения неразрывности представлены разностные уравнения газовой1 

динамики в декартовых и цилиндрических координатах. Это позволит 

в последующих параграфах сосредоточить основное внимание на члена# 

зависящих только от К . .
П.Г. Пусть область представляем собой

единичный квадрат на плоскости Яагранжевых переменны?: ( ct, ).

•t*



Введем на равномерную прямоугольную сетку:

ie4j2.!*,vN j bfc —  ̂ /N-1

|b;=s4bp)i 4=  ̂>2>*«3JM > hjb—  1/M -1
Обозначим через 78 множество ячеек определенной такйм образок 

сетки, а ад множество внутренних узлов. Отнесем "кинематические11 

величины к узлам разностной сетки гс и обозначив

их * Здесь как и.ранее предполагается, что̂,|л соот­

ветствуют в декартовых координатах и ̂ ,2. - в цилиндрических. 

IL и̂ЯУ проекции скорости на "g и Ц направления соответственно# 

Термодинамические величины будем относить к центрам

ячеек ( к сетке то ) и об означат ь -р̂»=-р (cCKVl) « *•».}

Аппроксимируем лагранжиан $£ разностным по ’пространству . 

выражением

< - >
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где

bUfltol в  
if ;;

'!

OsjO
(2.6)

< u?\-= 0.25 (U^ + ' U U h+ 'U-5*>'>

( е ’

(2.7)

Очевидно, что при аппрокоимацяи 

го порядка выполнено равенство

7 т* с ® * о а & н р
Введем обозначения .

-  < ( ^  +€?.; N

точностью до второ-

(г,а)

.1



5sup

fi« = “f'j +  P'j4̂)
(2.9)

непосредственным вычислением можно убедиться, что '

ч к ф ц * : 0^

Тоща выражение

1 = 1  
bjk» «-

V  %
На<* Р(]|ь

(2.10)

алпроксширует со вторым порядком по \ л( у ш Ш ) ,
VE 35 Coi, fSTJ

и "Kf,. Отметим, что для декартовых координат Tj* совпадает со

значением объема лагранжевой ячейки, а в цилиндрическом случае
.  ̂ i 

аппроксимирует объем ячейки с точностью О0ч*+Ъ.̂ } •

’ Таким образом, с точностью разностный. лагратзгаг.

<2 ^  можно представить в форме [I] :



(2.12)

аппроксимирует с точностью О (Кнепрерывное условие неразрыв­

ности (1.9), взятое в центре ячейки Ор * если пбд , имеющей 

смысл массы лагранкевой ячейки? пошамать n

П. 2. Приравнивая нулю первую вариацию функционала действия

0 учетом разностного аналога уравнения неразрывнос­
ти (2.12) й следующего термодинамического равенства (следствия 

изоэнтропичности)

(М .\ =  - ±  =  -Т>,
■ээд si *i (2ЛЗ)

Нетрудно показать, что разностное соотношение

пслучим динамические уравнения гидродинамики .в дифференциально­

разностной форме м*. .

^ М.*.* “Р П , .

^ Ж ~  (2Л4)
. J ' ■

J z * tytj (2.15)

> 6 p  €.S• ' 

где ==

В уравнениях (2.14),(2.15) дважды: повторяющийся индекс К * озна­

чает суммирование по шаблону В Д ={С,Р>̂ Р> Ото}

принадлежащему кг .

Нетрудно показать, что уравнения (2.14), (2Д5) аппроксимиру-
• . 

ют'со вторым порядком непрерывные уравнения (I.P7), (1.18) щи-от-
’ ■ j

сутствии магнитного ПОЛЯ.
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/V
По виду разностного лагранжиана » с Учетом (2.13),

(2.14), (2.15) однозначно определяется дифференциально-разностное 

уравнение изменения удельной внутренней энергии:

(2.16)

где подмножество узлов сетки t5 , совпадащее с {(ij\

>0]+'O }

Непосредственной проверкой, убеждаемся, что (2,16) аппрокси- • ■ • 
мирует уравнение' (1.19) со вторим порядком точности. .

Система дифференциально-разностных уравнений (2.13)-(2.16) 

обладает свойством полной консервативности [4] , [Y] .

Отметим, что уравнения (2.14) и (2.15) сцраведливы только 

для внутренних узлов разностной сетки. Уравнения для граничных 

узлов определяются из конкретного вида граничных условий и  •.

Переход к разностным уравнениям осуществляется посредством 

замены производных по времени соответствующими разностями. Б ре­

зультате получается 5-и параметрическая система алгебраических 

уравнений (I ) .

к, f 2.17)

kj яг*0 ir1** /яг (яиЛ
Mt? "Vfl _  £_■ /ЗЪЛ — П ь̂-иг/лч.

0 0

кевд

<

( 2 .1 9 )
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—  Km $ .
1n-5ti=  'U-ii . (2.21)

4 .  • •
*Л\+' ii4 д6*>
Уз ' h  =  'gj; (2-22)

. *

 ̂ , tip е й  СЯ.23)

где величина типа , как обычно обозначает

Если" же величина J является произведением сомножителей (на­

пример, ), то выражение типа ^  озна­

чает, что все сомножители берутся с весом Ч Ш - Ф  ij*T I »  

Как показано в £1] система разностных уравнений ( I ) при 

=  ё 5 —  =  €>-:= 0 ,5“ ( 6^ произвольна)' обладает свойс­

твом ттояно® консервативности. Очевидно, что полностью консерватив­

ная система (I) при &|“ 0«5 аппроксимирует соответствую­

щую систему дифференциальных уравнений со вторым порядком относи­

тельно шага по времени Z .
■ • ■ * ' * ■ *
В заключении этого пункта отметим, что при использовании си­

стемы ( I ) для расчета течений с ударными волнами необходимо вве­

дение какбй-либо искусственной вязкости Сы . Для ооблкщения кон­
* .

сервативно'сти вместо давления 'pq в уравнениях следует брать мо­

дифицированное давление *р«, + V

Так, в работе [5] предложен каякретный вид искусственной вяз­

кости согласованный, со спектральными свойствами разностных уравне­

ний. Такой вид искусственной вязкости хорошо зарекомендовал себя 

в практических расчетах Се] * Следует отметить, что принцип поотро 

ения искусственных диссипативных процессов предложенный в мо­

жет1 быть обойден и на случай течений цри наличии магнитного поля. 

П.З. Можно показать, что при использовании в(Юъмеето'Щ ка­
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кого-либо другого выражения Vjj , такого, что 'Vj==Vjj+Otf^h^ 

ситема (I) остается полностью консервативной* Порядок аппроксима­

ции при этом так же, оотается прежним* Таким образом уравнения 

(2*17)-(2*23) можно трактовать как семейство схем, зависящих от 

формы представления "Vij .

От дифференциально-разностных уравнений естественно требо­

вать, чтобы состояние равновесия среды {p^ssccn&t, ̂ ■U.̂ zOBlbt} 

сохранялось с течением времени при произвольной конфигурации'рас­

четной сетки, • Разностные уравнения,.удовлетворяющие указанному 

требованию назовем сбалансированными. По вицу разностных уравне­

ний можно установить,что для сбалансированности необхадимо и дос­

таточно выполнение следующих условий:

Z  *
* е Щ

. Непосредственной проверкой можно убедиться, что при

а также при точном значении-объема, использованного б [i] систе­

ма (I) с баланс ирЬ̂нна* . .

Однако для • V f  заданного выражением

условие (2*24) не выполнены, т.е, на некоторых сетках будет на­

рушаться состояние равновесия* .
• , ► ■ . 1 i

Для того, чтобы разностные схемы могли достаточно иочно. пе­

редавать характер решения дифференциальных уравнении на грубых сет­

ках, они должны быть сбалансированны.

З̂с— П . (2 24)



§ 3. Аппроксимация магнитной энергии и условий

вмороженности магнитного поля _____ '

Б этом параграфе проводится аппроксимация по пространствен­

ным переменным части лагранжиана , определяемой энергией маг­

нитного поля. Получены также взаимно согласованные аппроксимации 

условий вмороженности, уравнений индукции и изменения энергии маг­

нитного поля в декартовых и цилиндрических координатах, яри нали­

чии как одной, так и двух компонент магнитного поля. Аппроксима­

ция проведена с точностью до второго порядка.

П.1 .  ̂=Ои^о) ; Пусть К обозначает компоненту магнитного 

вектора Й и.равняется Ка в случае декартовых и Ну в слу­

чае цилиндрических координат. Пусть Hj значения магнитного по­

ля в центрах лагранжевых ячеек tip

Kij=\r Ц+Ц/а) •‘•Ц/г)

Будем аппроксимировать лагравжиан разностным выражением

. ■ ил)
фвгь **

Принимая во внимание результаты § 2 находим, что: 

и следовательно ^

а *  — o a s t h p
Аппроксимируем условия вмороженности магнитного поля; ‘ для 

этого рассмотрим равенство

25



Введем выражение для площади 6jj лагранжевой ячейки
следующим образом

6jj = Sjj* Цр  

ftp

=  /т&\ +осщ)
W 4 *

(3.2 )

Очевидно, что разностное условие

. <3-3’ 
где 1Е =̂- аппроксимирует условие вморожены ос­

ти магнитного поля отнесенное к. центру лагранжевой ячейки со вто­

рым порядком течности.

Дифференцирование (3,3) по времени приводит к уравнению ин­

дукции магнитного поля'в дифференциально-разностной йорме

H3# fЗГ (3.4)

аппроксимирующей, непрерывное уравнение индукции (1.20) также, с 

точностью * осфф .

Умножим (3.4) на » где Bjj =* имеет смысл

среднего значения 5^ . в ячейке Ф  . После несложных преобразо­

ваний получим закон изменения магнитной энергии ячейки -
• . J

(3.5)

\ .
В силу того, что для 'Щ справедливы разноотные соотношения
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нетрудно видеть, что (3.5) аппроксимирует: дифференциальное урав­

нение (I.2I) со вторим порядком точности.

оказываются взаимосогласованными, то есть», если взять за основу 

любое из уравнений (3.3)-(3.5), то с помощью эквивалентных преоб­

разований можно получить остальные два уравнения. Физически это

означает, что из закона сохранения потока магнитного поля автомат■ . % ' *
тически следует уравнение сохранения магнитной энергии (3.5) и■ . *" * » . _

наоборот. Следовательно проведенная аппроксимация исключает воз­

можность появления каких-либо фиктивных. источников разностного 

происхождения. ,

. При переходе от непрерывной области изменения + к дискрет­

ной уравнения вмороженностй, ивдукции и изменения энергии маг­

нитного поля могут быть записаны соответственно в виде:

Таким образом, дифференциально-разностные 'уравнения (3.3)-

(3.5) аппроксимируют соответствующие дифференциальные уравнения, 

и в силу самого способа их получения разностные аппроксимаций

(3.7)

н '-н ". ни*+н\ёГ-&'1
(3.8)

(3.9)



, <«s .

Тут использована безинцексная форма записи переменных, Из очевид­

ных соотношений
Щ .

с1*1 „<*■
S - S C ч-сю

н П ^ H V i ^ +  o t f ) , y ! l H n= f M \  +с ^ )

Х" (ЗЛ0'.

ДЙ+* f j « л/'”’ »Л .

^КЮ  +0̂ )> ^ч «Л *. ц V  3tA„,v2

£ = W =  ITIAXX,. 
ч ^

а * . • 
следует, что уравнения (3.7)-(3.9) аппроксимируют соответствующие 

непрерывные уравнения с точностью оц). Непосредственной провер­

кой можно убедиться, что разностные уравнения (3.7)-(3.9) алгебра­

ически эквивалентны. ■
■ ■ ■ --«* '
П. 2. Пусть вектор напряженности магнитного поля Н имеет 

компоненты''>Н̂ : отнесем к центрам лагранжевых ячеек:

‘ o' b ”
Можно показать,' что разностный лагранжиан определенный как

3

OjiesTZ

аппроксимирует непрерывный лагранжиан

6& , р д  1
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со вторым порядком точности по Ot,p> при этом

А*
& ; - / t  *  4 + 0^ + ^ )

i>v . • ■
Для аппроксимации условий вмороженности магнитного поля (1.29) 

(1.30) отнесенных к центру ячейки tj} воспользуемся равенствам̂:

Следовательно разностные соотношения • . .
г

, ф ё а

(3.13)

(3.14)

Где С,° =Ол6*(<̂ ) ft } С£=Саппроксимируют непрерывные

условия вмороженности магнитного поля со вторым порядком точности, 

Разрешим эти условия относительно HgjHji и перепишем (3.13) и

(3*14) s алгебраически: эквивалентном виде
- * .

й: 4 s * ~  С2^«<_С1 (з.15)
« * V

Х.К5 =  cj^-ejsp,
(3.16)

аналогичном (1.29),(1.30). Дифференцирование по времени (3.15) и'

(3.16) и зчео: очевидных дифференциально-разностных соотношений

■ ^ = 4 , -
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приводят к дифференциально-разностным уравнениям индукции .

"'Г (з .г? )

L (3.18)

где Т =>*̂ 7б«*Ц . Уравнения (3.17) и (3.18), как нетрудно ви­

деть, аппроксимируют дифференциальные уравнения индукции (1.34), t % „
(1.35) взятие в следующем виде:

Ш  1Э|Ь

. 1Ж М 4Н >-=-Ч Д -Г Ш £Й  + С г »  -с Ж
^ a c u s s f i p i  33 ар

со вторым порядком но lienii-fs . Если в (3.17) и (3.18) подста­

вить значение С>?>С-2 из (3.13) и (3.14), то уравнения индукции 

приводятся к форме: ' . . ■

(З.Г8У)

являющийся разностным аналогом непрернвннх уравнений (Г.34̂ ),



здесь обозначают

Из (3 .1 7 )  и (3 .1 8 )  легко получить дифференциально-разностное урав­
нение изменения магнитной энергии:

ний (3.13)-(3.14) и (3.Г5),(ЗЛб) или из уравнения для магнитной 

энергии совместно с каким-либо уравнением условий вмороженности 

или индукции можно получить эквивалентннш преобразованиями оста­

льные. 1

Прежде чем перейти к аппроксимации по времени преобразуем 

дифференциально-разностные уравнения (3.13), (3.14) следующим об­

разом! запишем для(ЗЛЗ) и (3.14) эквивалентные условия (рис.1)

(3.19)

или в эквивалентной форме:

(3.19')

Следует подчеркнуть, что уравнения (3.13)-(3.19) являются

взаимно согласованными в следующем смысле: из любых двух уравне-



л
»  ^?\j{ +  C^kp>—  5 ;

Рис. I

(3.20)

Ш

(3.20 )

(3.20) и (3,2(/) физически означают, постоянство потоков ^  f£2 
вектора К через "жидкие” линии и . Используя вы­

ражения перепишем (3.20 ) в однородной

Др1/М»1М»Л 1 ' .форме

f  ( ^ | | ^ И ^ =  ^  fcfe1ir*f«f>- (3.21)

где $ 1= » 5э=г J

Тогда используя алгебраические тождества

нетрудно убедиться, что система дифференциально-разностных



уравнений . '
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f Н̂\Г —  ̂ic?K. (3.15")

ь_Н|*Т= (3.16/)

(З.ГП

\т ̂  =  -«(Ж  + 3 ^ *  (3.18' )

<3.19')
Ъ~& -St 4*31

• «. 

тождественна соответственно уравнениям (3.15)-(3,19) последова­

тельно̂ обладает тем же порядком аппроксимации по * Tl<* , ’
Поставим теперь в соответствие дифференциально-разностным 

уравнениям (3.15*)-(3.19*) систему следующих разностных уравнений

С тгНгЛ*' $ н *,« -ц*-.* Ы ,

\ ~*Л с . (3.23)

' nlw-ffA ^ ж*1 цИ u
^ Нр 2-icpK j "f* (3.24)

a '■5— -5 —  ~ m — — +  -JV S=*  ^JS_2fc (3.25)
*  ^  ^  г „. z  Ги.

i t j f  И ,  = _ y £ V  «.а »

l. Я- x * &  Ъ* “It---- 5 ^

_ _  О Ь Й ?  , . <3'27)
ъ*. Ъ  ъ»

. + й й ^ й й *  нйЕ-иСяЕ1 t «  '
8л ти &и х к



где (3.23),(3.24) - разноотные условия вмороженности, (3,25), 

'(3.26) уравнения индукции, (3.27) - уравнение изменения энергии- 

магнитного поля для ячейки, а '

. 34 •

Используя разностные соотношения

^ T ^ = T Cw v o c e : >

совместно с равенствами (3.10 н̂етрудно показать, что приведенная 

разностная система (3.23)-(3.27) аппроксимирует со вторым поряд­

ком по временному шагу %. дифференциально-разностную ристему 
(3;15)-(3.19 ), а значит и непрерывные уравнения вмороженности, 

индукции и энергии магнитного поля. Нетрудно также показать, что

оистема (3.23)-(3;27) согласована в смысле, указанном для дизффе-
* ■* . 

ренциально-разностнш: уравнений.

При исследовании вопросов полной кснсерватявноСти потребует-
J , ■

ся развернутая форма уравнений (3.27):

В заключении зтого параграфа, покажем, что из разностных ус­

ловий вмороженности в виде (3.10) и (ЗЛ1) следует соленоидаль- 

ность магнитного поля во все моменты времени при таком, выборе зна­

чений штоков, чтобы дивергенция магнитного поля равнялась нулю



(3.29)

в начальный момент. '

. Для узла oj) рассмотрим следующее выражение, полученное 

из (З.ЗЮ),(ЗД1) несложными преобразованиями

Как нетрудно видеть, левая часть (3.29) аппроксимирует со вторым
j •

порядком точности дифференциальное выражение . .

предсталяюгцей собой условие соленоидальности магнитного поля за­

писанное в переменных Cf,jb . Отсюда следует, что для соленоидаль­

ности магнитного поля в разностном случае необходимо в начальный 

момент выбрать потоки такими, чтобы *

2  < Й г € \ г °  ^
Условие ооленоидальности можно переписать в более компактной
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форме:

4.(1



§ 4. Дифференциально-разностные уравнения магнитной 

гидродинамики и некоторые их свойства •

*
Б этом параграфе получены выражения для понде ромсторных 

сил, обусловленных наличием вмороженного магнитного поля, а также 

выписаны дифференциально-разностные уравнения МГД для всех рас­

сматриваемых случаев. Показано, что полученные уравнения полностью 

консервативны. ■

ПЛ. В работе fll было показано, что варьирование дискретного 

функционала действия Ь при соответствующих ограничениях приво- 

дет к дифференциально-разностным уравнениям лагранжа 2-го рода: -

ную § , Из условия вмороженности, которое для одномерного тече­

ния совпадает с (3.3), нетрудно получить ; соотношения:

■ П. 2* Рассмотрим случай соответствующий одномер­

ному течению. Пусть Н имеет одйу компоненту Tf перпендикуляр-



Определяя с использованием (4.2) и
3f j

учитывая уравнение гидродинамики приходим к динамическому уравне­

нию МГД в дифференциально-разностной форме: .

м

Напомним, что в случае одной пространственной переменной * р*

1 ; =  ф .  ,
Ь . V

По виду лагранжиана Z  и динамических уравнений можно получить 

[f] уравнение изменения потенциальной энергии ячейки. % о-Т|
в виде

sL (s.*Й V -  / W W- V D  -г &  * ; < &  ,,
‘ сНЛ ' &*?;' ■ V r W i 3 f c T  Чя Л1 (4’4)

Как показано в § 3, согласованное с условиями вморож̂ о̂сти г̂- 

нитного поля уравнение изменения магнитной энергии иг. ■ вид1
ш

i. +  (4 5) 
dfc «Эк 3 * *

Если использовать при получении системы уравнений МГД уравнение

(4.5) длг магнитной энергии, то "из (4.4) вытекает, что удельная 

внутренняя энергия будет изменяться таким же образом, как и при 

отсутствии магнитного поля, т.е. имеет энтропийный вид:



Суммируя (4.3) но множеству *zo^={Ni£i^N2} получим выражение 

для изменения импульса . .
• I

i Z MiUi - 2 ( Г и У ' = F '"
1мГ lev ' ’

ТА* F ® K —  3 S h  -  Йм S jJ & m  .(4.7)
. V  * V  3l'« Ч  З̂-и

Гр. 4 f i \  Ць - tfte stl4*>-

Из. (4.7) видно, что (4.3) консервативны по импульсам. .

Для сиотемы (4.3)-(4.6) справедлив закон сохранения полной%
энергии в форме . .

j _ ,  .

"■£ |+ й Т!
" i<£«' . . ■ . , ••.

■ f C v ^  I ' . 111* '
(4*8)

- f i f e
г1

Доказательство проводится аналогично приеденному в С*3 ; Следо­

вательно система дифферещщально-разностныг уравнений *МГД Сем* 

приложение ) обладает свойством полной консервативности.

П>2. . Рассмотрим случай, котда магнитное

поле представлено компонентой . Н » перпендикулярной плоскости 

•течения. Из условий (3.3) находятся соотношения:



Определяя пондеромоторные силы: *Ч> из (4.9), по­

лучаем дифференцаально-разностнне динамические уравнения МГД для 

рассматриваемого случая, записанные в безиндексной форме

«Л1>

^sur,(,p > ф&Ш - •
Уравнения изменения удельной внутренней и магнитной энергий, по­Т Ха *1 1 . ' *
лученные по виду с использованием (4.Ю) и

(4. XI), имеют соответственно в е щ :

< < - в >

Покажем, что оистема дифференщгально-разносттйс уравнений 
' *

(4.10)-(4.13) совместно, с условием вмороженности (3.3) и неразрыв­

ности (2.12), а также кинематичебким соотношением

(4.12).

4 i , .

обладает свойством полной консервативности.

Нетрудно показать, что дня консервативности динамических 

уравнений по импульсам необходимо и достаточно выполнение равевдйзк



Непосредственной проверкой можно убедиться, что условия' (4.14) 

всегда выполнены и, следовательно, появление повдеромоторных сил 

не меняет свойства консервативности динамических уравнений. Урав­

нение изменения импульса по g ̂ для множества у злев "Ест 

Й£1<л2 } приведено в приложении 4а.

Для рассматриваемой системы дифференциально-разностных урав­

нений справедлив закон -сохранения полной энерши в виде: .

(4.15)

(jGW

где А ей выражение 'для работы внешних сил давления и магнитного 

поля A  bit приведено в приложении 46.
Таким образом, поскольку уравнение для изменения t  (4,12) 

записано в энтропийной'.форме, -а условие вмороженности и изменения 

энерши магнитного поля взаимосогласованы, дафференциально-разноот- 

ная система уравнений (4.Ю)“(4.13) полностью консервативна,. '

Из условий вмороженности 

магнитного поля*(3.15 .),(3.16 ) посредством дифференцирования оп­

ределяются соотношения-: .

ds* зуд .

j ails^-bai (4.16)
т  ^

-  *Ни Я Г  +  *  '
Y  ajw *■



’Лспольз,уя (4.16) и определяя соответствующие пондеромотор- 

ные силы, приходим к динамическим уравнениям:

Нетрудно показать, что для уравнений (4Л7)-(4.20) выполнены. все 

те свойства, которые рассматривались в предыдущих пунктах.

Уоловие на консервативность динамических уравнений по им­

пульсам, как видно жз (4,17), (4.18) аналогичны (4Л4)—  следова­

тельно, уравнения (4Л7) консервативны.

. Уравнение для магнитной энергии (4-,20) тождественно сопадаег 

с (3.19) - выведенного эквивалентными преобразованиям уезд-

вии вмороженности магнитного поля* ' . .

(4.17)

в (4.17* ) ж (4.18 ) получаем:

Уравнения для внутренней и магнитной энергии в этом случае имеш 

следующий вид; '

(4.19)



Для рассматриваемой системы (4.17)-(4.20) дифференциально­

разностных уравнений справедлив закон сохранения полной энергии в 

виде
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Z. '

е>и

выражение для. Ag>n приведено в приложении 56.

. В силу этого оистема уравнений (4.17)-(4.20) совместно с ус̂ 

ловиями неразрывности (2.12) и вмороженности магнитного поля обла­

дает свойством полной консервативности. .

В заключение этого пункта рассмотрим вопрос о сбалансирован­

ности (см. § 2) * динамических уравнений. Пусть рг,— const и
- . 14 . i

СшЛ jJRfO для случая «  СR . Тогда система должна

оставаться в положении'равновесия при нулевых начальных скоростях 

на любых расчетных сетках. .

Из динамических уравнений следует, что для сбалансированности 

достаточно, выполнение равенств .

. Щ Эи (4.21)
I . . .

ф
/

" 2 ?  (4.21 )

. Т ё щ * *
Условия .(4.21 ) всегда выполнены. Следовательно, сбалансированность

дифференциально-разностных уравнений МГД полностью определяется
. «

выбором выражения для вычисления объема V* •



§ 5. Об аппроксимации дифференциально-разностных .

уравнений магнитной гидродинамики:_________

• '* ■ ' s "
В § 3 было показано, что дифференциально-разностные уравне­

ния индукции и изменения магнитной энергии, условие вмороженное̂ 

магнитного поля аппроксимируют соответствующие непрерывные урав­

нения со вторым порядком точности. Из работы [2] следует, что 

уравнение для внутренней энергии и уравнение неразрывности так же 

обладают вторым порядком аппроксимации по проотранственным пере­

менным .В этом параграфе рассматриваются вопросы аппрокси­

мации динамических уравнений и интегральных законов. сохранения.

ПЛ. Дифференциально-разностное динамическое уравнение для 

случая одной пространственной переменной % -.(4.3) после неслож­

ных преобразований может быть записано в следующем виде:

4 3

Из.(5.Т) нетрудно получить равенство

откуда следует, что динамическое уравнение (4.3) аппроксимирует 

соответствующее непрерывное уравнение (1.4) с точностью О 0& 

П. 2. *L . Вектор Н имеет одну компоненту̂ ,

совпадамцую с Wg ж с соответственно для декартовых и ци­

линдрических координат. . -

Прежде чем перейти к аппроксимации динамических уравнений,



44
заметим, что во вое непрерывные уравнения входят выражения типа

И

I I  <йл ар J  . 3«

где f=|(ot,Ib) некая достаточно
гладкая функция. Пусть 11; от­

носится к центрам соответствуицих ячеек <ф - ДоКа'

яем, что имеют меото следующие равенства: .

,+0(Vw+^) (5.2)

Действительно, несложными алгебраическими преобразованиями на 
дям, что (рис.2): . , - 1.4

нахо-

5

Тса§ )

В А
с

с Т>

■М

~  ” "а/ъ

■ I
Рис*2.

S!

**
м Г  J -  ( г i V H r f s i l i s

V.  ̂Vi ̂  2 hj> 2.
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" i c  Z \ T ~ ) .  f y {  K iiw a ^

(5.2')

_  i f  i  i j i + t - i - i .  - <■ & £ &■  
-  t U W *  U ft ъ ZKp 2hfe

Л. Д 
>0

Zhfi.

: > S - S r £  _

а *  ( 5 У )

Ь 2h« , 2.1** , J\

Из (5.2') и (5.3' ), как нетрудно видеть, «тедует справедаш- 
_ ' » . ■ , ' 

воста (5.2) и (5.3), если1 учеоть,, что

( , 4 ,

М *  =  й Ь ^  =  ( 4 > 0 № ‘ 5

^  -  ь  -  ( * $ * « • ©
'  ‘  • *

Аналогично и да ДРЛт ячеек.



. 4ф .

Перепишем динамические уравнения (4.10) и (4.11) в виде

^ V Y ' 3 t  TvAp.aS Ь  4а hj,p2s

/1оЛк Лск-В* 3 L - 1  t£ ffic+  Н* -V йе_ 
fv^js.hJipSjA 2s.h«iĥ 3jt 4 л .

(4.10 )

О (4.II )

Используя соотношения (5.2) и (5.3), а такке равенства:
* .

#

J k  «  Г +  0 « ) , ^  -  Г ^Я  т(йм» 
h „ v  *■

+ 0 ( ^ )  , (5.5)

x'iUtCK) _

Щ < =  ^ U o t e ^ £ )  , (*-йо(кМ£)

Устанавливаем, что (4.10/) и* (4. IIх) алпрокоишруют непрерывные 
» ** .

динамические уравнения (4; 17) и (4.18) соответственно со вторым . • ■ 
порвдком поd,jb

Б этш случае дайференци-
* * /■ .

ально-разностньге , динашчеокие уравнения могут быть записаны в 

форм̂ аналогичной (4Д0У) и (4.П/)

v  w ? ) d t  Щ >гъ

‘ -+ - 
-to Wte»^

W p  d t ДГр Bulvh^ т‘P

4*
ц.Ф?н)к  ̂$5
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Откуда с учетом соотношения (5.3) следует, -что непрерывные 

уравнения (1.32) и-(1.33) аппроксимируготоя в точностью 0(Ir̂ +lp.

. П. 4. Исследуем аппроксимацию интегральных законов оохранения; 

Для простоты изложения рассмотрим закон изменения'импульса в слу­

чае, когда напряженность магнитного поля имеет одну компоненту. 

■'Покажем, что дифференциально-разностное выражение ( I ) см. при­

ложение 4а приводится к виду?аппроксимирующему интегральный 

закон изменения импульса. (1.23 з̂аписанный для прямоугольника

с точностью второго порядка nolg иЦ.

Вычтем из ( I ) динамические уравнения, граничных узлов 

взятые с соответствующими, весами 3L . Для граничного узла ^

•ЭЕ:=4-1*

где М* - оумма масс' прилегающих ' 

к узлу внешних граничных ячеек, , '

- как обычно маоса узла, (на­

пример, для узла ( Vl j ), взятого 

на левой границе .

см. рис.З). Как нетрудно видеть,■ . ■ I
при тажм выборе Э£. левая часть 

(X  ) приобретает вид:

аппроксимирующей левую часть (1.23) с точностью OO&tfg. Правая 

часть ( I ) также преобразуется̂ и будет в результате аппроксими­

ровать интеграл по границе в (1.23). Рассмотрим, например, гранич­

ный узел (’Uj) , для которого в правой части ( I ) имеется выраже­

ние
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■ Qv.j =  / ^ Y ^ + o a s + i g )
. . .  pl-V*
Используя разностные соотношения

Покажем, что & 1+V2 .

■ Ш 
з?

&  -

1  =  ^ [ ® > +
" * ". * .

легко убедиться, что из (5.6) следует соотношение 

► ’• ■ 
которое может; бить приведено к следующему виду: ■ «

Это следует из очевидных равенств:- .

т р А Ш - ( г1 Х ^ оо:̂
№ $ ^ о ^ ч я р . м * + о № 1 * ) ‘

Введем теперь переменную ^  определенную, следующим образом

А
Я

2. —  £  /j? sfifi j Ф dot

Тогда имеют место разложения:
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=  ^ f w j r 01'4'
■ 4 ,.»■.' .

Помножим (5.10) на ^М ЧК^Ц) та с лежим юс. .
После несложных преобразований о учетом (5.9) получим:■ ... л . J ^  ■ г 1 ■ ■ ‘

м  - , o N «
откуда и оледует справедливость (5.7). Действуя аналогичным обра̂

. . ■ 
зом для всех граничных узлов, можно показать, что правая часть 

(I) аппроксимирует интеграл по'границе в (1.23) о точностью до

о(фф.

Отметим, что для всех узлов верхней и шишей границы оценки 

тина (5.10),(5.II) получаютоя введением переменной

Апаро&еймацая всех остальных интегральных законов показывает­

ся .аналогично.



§ 6. Разностные уравнения магнитной гидродинамики. 
Аппроксимация по времени______ . .

П. I. Рассмотрим одномерное течение . Перейдегл от 'дифферен- 

циалъно-разностннх уравнений к разностным. Для этого отрезок впе-

вводя шаг по времени ~  . Вое рассматриваемые вели­

чины будем относить к моментам времени , как и в случае "чис­

той” гидродинамики при отсутствии магнитного' поля. Заменяя произ­

водные по времени конечными разностями в дифференциаяьно-разноо 

тных уравнениях МГД, подучаем 31 параметрическое семейство схем:

шем, > Л* d5 - ;уи
Определим значения ^  из требования полной консервативно-

Ддя изэнтропийности уравнения (6.2) надо положить

мени СТд разбиваем обычным образом

С

Сб. 5)

С 6.6)

» которую определим в дальней-

сти системы СП)



g5=sQ.5 СП . При этом (6.2) может быть записано в алгеб­

раически эквивалентных формах: . - ■ ■

я**-с* 4
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- t  6 ^ _ _ L  S - s '
^  1 " c T  s Y ' 4  ( 6 -7)

Нетрудно заметить, что динамическое уравнение при любых б? кон^
сервативно по импульсам. ■

Для алгебраической ооглаоованнроти уравнений, изменения маг­
. L , ‘ ' J '

нитной энергия (5.3) о уоловием вмороженнооти магнитного поля

(5.5) выберем . «̂б̂ясО.б, положим И2*— й!*Й*. Тогда

(5.3) тождественно уравнению

«'ИХ JIM йм
_  .А*

и как показано в .§ 3 согласовано с (5.5).

Можно показать, что при ё2 -̂̂ О.Ги 6^ = 0.5" дам

системы справедлив закон сохранения полной энергии в виде:

ices'

(6 .8)

Действительно, если ушожигть (5.1) на и

сложить с (5.2) и (5.3), получим (5.8) после несложных преобра­

зований. Таким образом?система разностных уравнений (5.1)-(6.6) 

при 6ot —  0,5 ^̂произвольно и ЙР’— Н-̂Н1'. обла­

дает свойством полной консервативности.
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Используя разностные соотношения (3.10) легко показывается, 

что при <£j*=Q*.5 система (5.1)-(6.6) аппроксимирует соответствен­
*

но нецрерывную систему с точностью 0(t*) . .

П. 2. Координаты . Пусть

ТС =  Л -.
_ '5ет̂ = г-

Дискретизацию по времени вводим аналогично п. I. Система разност­

ных уравнений записывается в следующем виде ■

(6.9)к

ЛГУ!
X

Щ  чё  [гП С ^ - -

g V W m  -

•зРг^—г - .  .

« У - # *

•  _  4̂

(6.10) 

К £Ul/ip

(6*П)

(6 . 12)

к  а'ЩгСТр

(6.13)

(6.14)

(6.15) 

(6.17)

Исследуем систему уравнений (6.9)-(6.Г7) при различных &■.



При 6С - 0 5 , %1 -^ ъ  уравнение для внутренней энергии при­

обретает онтропиш-гуто гоорму^ аналогичную (6,2). Если взять

£3  —  6^ “ ОД , $\0~ , то непосредственной

проверкой мокно убедиться, что условие -Сб. 14) и. уравнение (6.12) 
алгебраически эквивалентны, т.е. условия вмороженности и уравне­

ние изменения энергии магнитного. ПОЛЯ взашооогласоваиы. Динами­

ческие уравнения консервативны, по импульоам.

■Яожно показать, что при Йа» Й у» Й**# 5=0,5 > £т̂=0,эдяя си­
стему. (6.9)—(6.17) оправедлив эакон оохраяения полной энергии в 

ферме:

J e W ' Щ - Щ  ъ и  .

кСд) д, .

где Л  л получена из А ̂ (см. приложение 40) соответствую­

щим "взвеппшалием” входящих величин параметрами

Таким образом при ; s * =  о; 5(01=2, .  произвольной,

система разностных . уравнений (6.9)-(6Л7) обладает свойством
*

полной консервативности. Также как и в одномерном случае при 

система (6.9).-($. 17) аппроксимирует соответствующую оистему диф­
ференциальных уравнений со вторым порядком по времени;

Отметим, что при ^  -Const и B>=CC№£t? сле­

довательно , система сбалансирована.'

Переход к разностным урав­

нениям в этом случае производится аналогично. Б результате полу­

чается параметризованная система уравнений:
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„  е а л .  '■ ■«•«>

Щ  .  _ & £  [ ( ^ ' \ ^ ] + » • »

c.

U ^ = < W  ' ^  (6.23)

tar11 -j-
',. (6*24)

__ _ ^  -
t h  . ‘ (G.S5)

» . * >
Xy*

' 1 " - ^ , ^  (6.27)

/ ■ '
Напомним, 'fto ^  (6.24 )

^ = 1к (Н 5^ чйр^у

Ъ С6.24) для повторяющихся индекс К не означает суммирова­

ние как обычно* ■ 1 •

Так как уравнение для изменений удельной внутренней энергии 

(6.21) оовпадает.с (6Д1), то поучение.энтропийной формы (6.21) 
достаточно положить С.5" и при этом (6.21) эквива­
лентно алгебраическим уравнениям:: '

к

Непосредственной проверкой можно убедиться, ..что необходимые



и достаточнее условия консервативности по импульсам (4.14),(4.14 ) 

для динамических уравнений. (6.19),- (6.20) выполнены.

Для алгебраической согласованности уравнений изменения маг­

нитной энергии (6-. 22) и условия постоянства магнитных потоков 

(6.24) выберем ^  =  б *= 0,5 > а=6^5 и положит,! ̂

н 25 = в п̂ ) ^ = н ; Х  ) с й О х - # ' ^ л^  ■

Тогда (6.22) преобразуется’к виду ■
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pSi®>
_ '  8 - я г , , оЯъ й J

(6.28)

8л ■ _ uk (6.29)

-ггИ*!--" , tr*1̂ 4' hj^' .И ' • ■

%ъ к&ИЦр

для этого достаточно использовать равенство: ■

Л Ы *  гг  •“  с*
Уравнение (6.28) совпадает тождественно с (3.27), которое, как бы­

ло показано, алгебраически эквивалентна условиям вморожениостгт 

магнитного•ноля (6,24)

При &г— — 0.^ и 6^=0,5) 0l'S^)fr и выбран­

ным согласно (2.28) для системы разностных уравнений справедлив 

закон сохранения полной энергии в следующем виде:

Ц&.ЗО)

где ■ Аа дискретизированное соответствующим образом выражение для 

работы внешнего давления и магнитного поля на границе, (с;.i. ир̂л.̂о
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Следовательно, система разностных уравнений МГД (6.19),(6.26) 

удовлетворяет всем требованиям полней консервативности при 6̂,-='̂ - 

(й=Я,. ,9 , произвольна), > 1 ^ = ^ %  ,

выбранных согласно (6.28).

В § 3 было показано, что: > •

( K g ~бМ -̂Ьн+л/г+' '

(Fi»0* (6.31)

+ 1 $ ^ +  c(t*)

Можно также показать справедливость разностных соотношений:

( i l 4 i  r g \  >  о«)
N^SJ-tyte (6.32)

Ч0Н'
( f w o(d>

В силу (6.31) и (6.32) динамические уравнения (6.19),(6.20) 

аппроксимируют соответствующие дифференциально-разностные уравне­

ния с точностью при 0,F. Второй порядок аппроксимации по 

ар для уравнений изменения магнитной энергии показывается $ §' 3. 

Уравнения вмороженности магнитного поля Сб. 24) и уравнения непре­

рывности (6.23.) и состояния (6.27) аппроксимируются точно. Для 

уравнений изменения удельной внутренней энергии (в энтропийной 

форде) (6.21) и "кинематических" ■ уравнении (6.25), (6.26) отнесен­

ных ко времени , второй порядок аппроксимации пс оче­

виден. Следовательно., полностью консервативная система разностных 

уравнений МГД (2.19)-(2,26) при US’ аппроксимируем соответс­

твующую непрерывную систему уравнений с точностью

Система (2Л9).-(2.26), как нетрудно заметить, сбалансирована.



57

§ V. О граничных условиях

Как отмечалось в § 4, динамические уравнения МГД во всех pac-i- 

сматриваемых случаях справедливы только 'для внутренних точек раз-' 

ностной сетки. Получим теперь динамические уравнения, определяю̂- 

щие движение граничных узлов для двух типов граничных условий*: 

а) условия на свободной границе с внешними силами давления

J&H :Йеьн
р~” и магнитного поля]

" б) условия на прямолинейной неподвижной границе "жидкость­
, 1 I

твердый диэлектрик11 (при отоутотвии трения). .

При написании динамических уравнений- для граничных узлов бу­

дем исходить из требовании их однородности [8] , означающего, что 

вычисления скоростей должна производиться по одинаковым формулам 

для всех точек расчетной области, включая и ее границу.

ПЛ. Возьмем некий граничный узел П;М)на верхней границе об­

ласти 'от (рис.4). В качестве примера рассистрим случай, когда:

C i v D ^  ....
К

" V / / / /  >'■
Чтобы получить динамическое уравнение 

.t* ч
для узла Ш )  , запишем закон изме­
нения полного импульса для треугольника ABC .

г -

Д а .  —  - (7Л)

две
Переходя в правой части (7.1) к контурному интегралу получим выра­

жение (для проекции на ось ОС )

2 ж 1" + 0  =
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К7.2)

ВК .ACS

Заметим, что второй интеграл в правой части (7.2) определяет из­
менение импульса граничного узла ( \ ,М), под действием сил давле­

ния и магнитного поля только со стороны жидкости. Можно покарать, 

что: ■

две (7.3)
+

Первый же интеграл в (7.2) дает импульс сил внешнего давления и 

магнитного поля, и может бьгть аппроксимирован следующим образом:

в ~  [ 0 * Е \ „ 6гн к ^ +
ЬА ‘ *

-  < Н Е б м й »  g » “ j ;  <&«£>■ ™
Здесь величины ‘ > И ̂  измеряются в серединах граничных отрез­

ков (на плоскости Ct,|V}, а '

(,.5!

=  и? I |
"Г Г  ■ ‘ 1?где п ̂  - составляющая Н , перпендикулярная Г f* Аниде.
• Таким образом динамическое уравнение полностью определено вы­

ражениями (7.3) и (7.4). Динамическое уравнение по оси У получа­

ется аналогично. Не составляет труда получить уравнения для гра-



ничных точек и на других участках граница, а также и в угловых 

точках* Для того* чтобы динамические уравнения для граничных уз­

лов формально совпадали с уравнениями движения внутренних узлов» 

воспользуемся широко распространенными приемом введения "Фиктив­

ных" граничных ячеек, определяющих да . Возьмем границу, состоя­

щую из узлов .

С'ь̂ О ' .

Как видно из рисунка, дополнитель­

ный ОДОЙ обрйэуе# граничные . 1 

фиктивныё’ ячейки. Пуоть

i ■ ' ‘ *

ОУ||мявО
( 7 . в

Значения величин в фиктивных .
' * 

ячейках зададим также, как и в 

"реальных"; Поскольку дня вве­

денных таким образом фиктивных ячеек имеются только одна диагональ, 

то я условие вмораженности будет одно. Как нетрудно проверить, ус­

ловие •

* Ч и  ( 8 й  1 н ы м Г ^ ‘, к ( 1 Й й * * м — с ^ к

ЗлДцрОЛ̂ ЯМИруОТ о точностью

—

условие
1 ’ т а

вмораженности и эквивалентно (7.5) если додаш ь  ф  = С |\ и ^

Теперь очевидно, что если для травшшюм узла (см) зашсаяъ даш-
шчесное уравнение (4д?) ,-то ою полностью совпадет с гощуададоми

на основании (7.3) и (7.4) уравнение» др— ямпг.

: Можно показать, что введение фиктвшх ячеек юаэшют фар®*

ЛШ> пользоваться ДЛЯ зраииннсс узлов др— иима— ■ уряпташшлгмяд1л
которые справедливы для щутдвиншж. уздод во
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в препринте случаях.

- П. 2. Условие непротекания жидкости сквозь неподвижную прягдо-

ячеек, Дяя этого делается шаг по времени в предположении, что гра­
ница является свободной (величина противодавления полагается при

■Щ, *

этом равной нулю), Получающиеся скорости граничных узлов раскла­

дываются на тангенциальную и нормальную составляющие. Нормальная

составляющая зануляется, если она направлена в диэлектрик. Находя
* . * *
разложения полученных таким образом составляющих скоростей по .

осям координат, находим.скорости для следующего шага по времени. 

В заключение отметим, чтс для ’ окаймленной фиктивными ячейка­* -
ми области вее интегральные законы , изменения аппроксимируются

угольную границу может быть реализовано также введением ‘фиктивных

с точностью
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П Р ИД О Ж Е H I  Я

I.a. Одномерные дифференциальные уравнения МГД в лагранжевых 

переменных £ =  <^0,0), Й==(0,Н,0) .

е ^ з о с a t ^ r $av г*) +*■ aot

<3oi cit div* <го/ 

d _

<1 «е. 

t *

4 - u  * « P C « ,0
*Яр * Г 1 •

I . г=(^ jO > н перпендикулярна плоскости• течения;

T i f t e

A.
г

A t
ж

I.»#’?=C?|fO) H r лежиг в плоскости теченц̂: \

с Dto^eit L3s*l'- W 3 { ^  ajblvwya^l a« 4д Эр м
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4 i r ^  2 h ___НГ̂ГЛ.Й(5ЬЯ
t ftti. DCofipi) ih \ ~  t% d i U  Ъбг.р

b ^ x > £ - u u k

+ & K * ° 4 )

A sо — ?сА(й
Ъ Ц ь ^ * a-L ix 0 W (p5

t .а. одномерная- система диффвренцяаяьн0-|>а$|10сгных уравнений 
(сдучрй рас. в Х.а.):

И Й - ( И М * 1 ^ = ° к - i ,  И

* ?><ш3=
cii: 3FE

& T g — 8 4 * vk . ‘7г ~ 

НЬ-•§ , $Т=гК1 .

g - u ,  т >=;?<?,0

И

1*£ 14 N

2.6. Деумерная система ЛРС в случае рассмотрении* в 1.6;

“ S - ^ g f r f c H p . - 0 ■ “ *ч >
» f t — т й — 't ® ^ + V “)  > “ * v «>

W 3 = s , s T - m  .

v
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s 4 g = - K <
drt . ■s Л

■ j - T / s

2 E ~ ^  > ? = f ( S ^  , tijiS-TSsflWi&M-lj г^м-а)

2.8. Двзмериш системе Д?У ь случае, рассмотрен»! в 1.в ;

“ t - M r ) * - * # '
M i ? —  /т*+!р\ j T k _  Имк?*'

A i â A +зГ

«it I j±

т Д  = - t g +

i T 2 H b S + ^ f c  >

a i
-=it

З.а. Одномерная сйсгема резносгных уравнений (см. х.а,}:

к &  - rf't а£*\ «  о
•г» * а$ ■ л» V  - * -а̂ 3j )

ш «Н§.\_

ск Г г*

•v * g y - i V f  =  _ №  v ^ i n + t f V  ft*-® J g Jfc?
tol*crt 4тРл 2

s 4 " = w  . $ V - < i  

t H i ' »  ii!^wih
X • yL

*»



3.rf. Двумерная система разностных уравнений (см. 1,6):

т

м У141- И* -

'Си 

to

Т* ' "Ch

^и\ чгЫ -J*

е ь й — л к г * ^  « н у .  i*f\
Чк foi L Г* •

у у - * ,  * * ? = * ,  e f  -  i f * '

З.в. Двумерная система разностных*ураданкй Сем. Г.в.),*

К  ( Й М ^
. хл Г v 3 § ■ 4 S ЕЛ. ,

%  £ У ?  т £ г ‘  k e W
"̂л -

-Mt#

b'W ■ > K  ,

’s f = r n ., p=pf?,e)

(в приложении 3 {̂введены полностю консервативные варианта)



65
4.а. Уравнение изменения импульса по % для множества узлов 

j в случае, рассмотренном в 1*6.

^  -  p w r & v t  f  -

+ ч. I s -
4Й<

+1K % i * t $ - I S ‘ P ‘} +^ 1 ? ’ ^ | £ +к Ц | » ; +

где Уравнение для оси у записывается аналогично.

4.6. Задж изменена полной анергии ;

i £ > ,  ujjst + 2 > и * й ) ]  -  С

4Н

К

Ф  + $  ^ 1 “ ) С<вЧ

+• |*И  $Н«4Ц< +

■** *  ( t j ^ + $£*► ) ^  (%% * • * *
+ 1 ^ ; Ц + + ^ ( % и^ ^ н г) +
+  ̂  S i ^ U } ^  .
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5.а. Уравнение изменения имяульса по ^  для *аз в случае

^  ’  * - Zfit..
Mil' 1 ,г 4 1* V  '|2Ц

11 /WH IjHv ■* _ 1 "*vl 4

-  * т М й г

<*ч« ^*Я *н  ^  *  4 ^

-  U*.4ti^H - !**вл«вй
* . "if ^  

где у ~РЧ |з  . 7равнеш1е для оси ju запмсмвемся аналогично.
5.6, Закон изменения полной энергии:

Г.Т1 А
■ьн

* —  - U^v-i д*
Я-1

фбЖу
iz-i
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