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АННОТАЦИЯ

Работа посвящена подробному изложению результатов, касаю

щихся эффекта метастабильной локализации ("инерции") тепла в 

среде с нелинейной теплопроводностью и условий его проявления 

в эксперименте.

В сплошной среде с квазилинейными процессами диффузии рас

пределения (профили) температуры (магнитного поля, концентрации 

вещества и т .д . ) ,  имеющие определенную Форму, локализованы ко

нечное время в конечной области среды.

Действие определенного вида граничных режимов с обострением 

проявляет свойство тепловой "инерции", создавая в среде "инер

ционные" профили температуры. Иод режимами с обострением пони

мается нарастание температуры (теплового потока) до бесконечно

сти за конечный промежуток времени.

Обсуждаются общие требования, предъявляемые к эксперименту 

по обнаружению и исследованию метастабильной локализации тепла.

Ключевые слова: нелинейная теплопроводность, локализация 

тепла.
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ABSTRACT

The paper presents the main results concerning effect of 
metastable localization ("inertia") of heat and conditions of 
it discovery in experiment.

In a oontinuous medium with quasi-linear transfer proces
ses distributions (profiles) of the temperature (magnetic 
field, matter concentration, etc.) with some shape are locali
zed in finite medium region during finite time interval.

The action of some class of boundary peaking regimes cau
ses formation "Inertial" profiles of the temperature and 
metastable heat localization. Peaking regimes mean processes 
with parameter values rising with time in accordance with a 
law under which they become infinite within a finite time.

General conditions of discovery and investigation of the 
effect in experiment are considered.

Key words: nonlinear heat conductivity, heat localization.
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Введение

I .  Изучаются явления, сопровождающие процесс распространения 

тепла в среде с нелинейной теплопроводностью в случае, когда на 

границе вещества задан режим нарастания температуры ила теплово-
*

го потока с обострением. Под граничными режимами с обострением 

понимаются сильно нестационарные режимы, в которых величины рас

тут по закону, приводящему к обращению их в бесконечность в ко

нечный момент времени.

Задачи нелинейной теплопроводности являются традиционным 

предметом исследования., что имеет под собой глубокую основу.

Во-первых, эти задачи представляют самостоятельный интерес, 

так как часто встречаются в физике и технике.

Во-вторых, многие процессы, имеющие разнообразную физическую 

природу, долуокают, наряду с нелинейной теплопроводностью, еди

ное математическое описание в рамках квазилинейного параболичес

кого уравнения. К ним относятся, например, нелинейная диффузия, 

фильтрация газов в пористой среде, движение грунтовых вод, рас

пространение магнитного поля при проводимости, зависящей от тем

пературы. В дальнейшем, для определенности, будем говорить о 

процессах нелинейной теплопроводности.

Отметим, также, что если в среде с коэффициентом теплопро

водности a ? ( r j и теплоемкостью С ( т )  температура 7* за

висит только от времени ■£ и одной пространственной коорди

наты (случай плосной симметрии), го уравнение теплопроводности
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рассмотренному в настоящей работе (здесь K fu ) ~  )

В-третьих, простейшие варианты квазилинейного параболическо

го уравнения математически достаточно хорошо изучены, что значи

тельно облегчает исследование физических задач и позволяет де

лать строго обоснованные выводы общего характера*

Наконец, существуют эффективные численные методы решения 

указанных задач.

Тем самым в распоряжении исследователя имеется богатый арое- 

нал средств -  от чисто математических методов до вычислительно

го и, наконец, физического эксперимента, позволяющих подробно 

изучать нелинейную среду и ее весьма тонкие свойства на относи

тельно простой модели, .

При этом даже в простейших задачах процессы распространения 

тепла в нелинейной среде обнаруживают неожиданные свойства.

2. Первые исследования по теории нелинейной теплопроводности, 

выполнены© еще Буссинеском, были продолжены в работах

При дальнейшем изучении [з-?] обнаружилась важная особен

ность процесса распространения тепла в нелинейной среде -  конеч

ная скорост» движения фронта тепловой волны по холодному фону 

С коэффициент теплопроводности на фоне обращается в нуль). Конеч

ная скорость является прямым следствием зависимости теплопровод

ности от температуры. Этот результат, полученный при анализе раз

личных автомодельных решений вырождающегося квазилинейного пара

болического уравнения, был обобщен в работах /8 , 9 J • Проведено 

подробное математическое исследование решений этого уравнения 

[9,ю] . Выли доказаны теоремы существования и единственности



решений задач Коши и краевых задач, а также утверждения, позво

ляющие сравнивать решения, не решая самих задач, а лишь сравни

вая начальные и граничные условия. Эти теоремы сравнения, благо

дари существованию частных решений (напр., [Ь] ), позволили по
*

лучить достаточно общие условия конечности скорости распростра

нения тепла [9 ,1 1 ]  .

Таким образом, теоремы сравнения [ 9 ]  дают возможность ис

следовать процессы теплопереноса путей построения каких-либо 

частных решений уравнения теплопроводности.

3. В работе [i2J6 j«io  построено такое частное решение с обо

стряющимся граничным режимом, в котором фронт тепловой волны 

вообще не распространяется ( ! )  в холодную среду. В даль

нейшем было показано, что существует целый класс граничных ре

жимов с обострением ( Sf -и Л S -режимов), действие

которых порождает метастабильную локализацию тепла [13 -25] .

Эффект метастабильной локализации тепла состоит, в частности, 

в том, что область пространства с отличной от нуля температурой 

не меняется в течении конечного промежутка времени. При этом 

температура и количество тепла в области локализации могут 

возрастать до сколь угодно больших значений (вплоть до бесконеч

ности). Эффективная (скиновая) глубина проникновения вещества 

тепловой волной остается постоянной в течении процесса ( ^-ре

жим) или уменьшается о течением времени ( режим).

При действии Sf— и Ц  5 -режимов тепло обнаруживает не 

только свойство распространения с конечной скоростью, но и свою 

способность вообще не распространяться в течение конечного вре

мени за пределы фиксированной области пространства. Тем самым 

проявляется "инерция” тепла в среде с нелинейной теплопроводно

стью.
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Условия существования эффекта метастабильной локализации 

тепла могут быть строго получены с помощью теорем сравнения 

(см*, [14,15,18,][25] и данную работу).

4. Подвод энергии к веществу в режиме с обострением был из

вестен в проблеме лазерного термоядероного синтеза (JITC)[26-28j. 

Такой подход к задачам JITC связан с существованием режимов с 

обострением в. задачах газовой динамики [23, 29-32 , 53J.

Дальнейшее исследование показало, что режимы с обострением 

могут возникать в самой среде за счет ее нелинейных свойств, на

пример, в результате действия в среде источников тепла. Имеется 

глубокая связь между режимами с обострением, метастабильной ло

кализацией, рождением и сложным взаимодействием структур в нели

нейной среде [13, 19,20,23,33-3^.

5. Ранее явление локализации связывалось с действием в сре

де объемных стоков тепла [38-40] . Стоки могут возникать в резуль

тате действия различных физических процессов -  охлаждения среды 

при ее расширении, объемного излучения и т .д . Имеет место некото

рая эквивалентность оильно нестационарных процессов'с обострени

ем процессам, протекающим в среде с физическими стоками, в том 

смысле, что в обоих случаях возможна локализация тепла, однако 

физическая причина явлений в обоих случаях различна.

6 * Причина локализации тепла -  специфический "вогнутый” 

профиль температуры в тепловой волне. Именно такие профили соз-
с

даются граничными £ -  и Ц S  -режимами в отличие от //5 -ре

жимов и обычных, растущих со временем не по закону обострения 

[ 3  -? ] режимов, создающих распространяющийся "выпуклый” про

филь температуры (см., например, [18-23] и § 2 настоящей рабо

ты.Данный граничный режим, создающий локализованный профиль, 

определяет его параметры, в частности, размер области локализа-
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зации и время, в течение которого эффект локализации тепла 

имеет место после отключения граничного режима.

7. Настоящая работа посвящена по возможности подробному и 

строгому изложению результатов, относящихся к эффекту метаста- 

бильной локализации тепла и предварительному обсуждению путей 

его экспериментального обнаружения.

' Основные представления излагаются в § I  на примере задачи 

о проникновении тепла в холодную среду, если на ее границе за

дан степенной закон роста температуры с обострением ■

r r < &
В § 2 подробно исследуются "локализованные" профили на при

мере решений задачи Коши для уравнения нелинейной теплопроводно

сти.

Результаты исследования задачи § I  обобщаются на случай, 

когда распространение тепла носит более сложный характер (§3 ).

С ромощью теорем сравнения выделяется класс граничных режи

мов с обострением (не обязательно степенного'вида), приводящих 

к локализации тепла.

Анализ численных расчетов и некоторые соображения физическо

го характера позволяют сделать важный вывод о том, что на асим

птотической стадии режимов с обострением распространения процесс 

тепла определяется только граничным законом и не зависит от на

чальных данных. В частности, локализация эффективно имеет место 

и при ненулевом начальном фоне температуры.

Построение численных и аналитических решений для двух- и 

трехмерных задач нелинейной теплопроводности показывает, что 

представления, развитые в одномерном случае, переносятся на мно

гомерный случай [18s22].

Для обнаружения эффекта достаточно, чтобы значение температу-



ры в зоне локализации превышало максимальное значение начальной 

(фоновой или граничной) всего в 104-15 раз. Эффект может наблю

даться, в принципе, в любых диапазонах температур и времен. Это 

может дать возможность для выбора такого диапазона, в котором 

процесс описывается уравнением нелинейной теплопроводности, а 

времена локализации разумны с экспериментальной точки зрения. 

Так, для ДТ-плазмы с электронной теплопроводностью я плотностью

2 .Ю” г̂/см (̂см.§ 5) времена локализации равны 5*10” 1 0  и 5*1СГ7  сек 

для значений характерной температуры, равных 1 0 0  и 1 0  эв соответ' 

ственно при глубине локализации ^  5*Ю~^ом.

Обсуждается возможность исследования эффекта метастабильной 

локализации тепла в эксперименте (§4>5). Приводятся расчетные 

формулы, оценки и общие требования предъявляемые к такому экспе

рименту. Анализ этих требований показывает, что они не являются 

экстраординарными и, по-видимому, практически достижимы.

В качестве примера оценены параметры полностью ионизирован

ной водородной плазмы (в которой коэффициент электронной тепло

проводности зависит от температуры), нагреваемой в режиме с обо

стрением. Формулируются предположения, в которых данные оценки 

являются справедливыми. Сравниваются режим нагрева плазмы, при

водящей к локализации тепла и обычный режим нагрева, в котором 

локализация отсутствует. С помощью численных расчетов выясняет

ся влияние газодинамического движения на эффект локализации.

Обзор исследования особенностей нелинейных газодинамических 

и тепловых процессов можно найти в работах (41, 42] . Явления, 

связанные с распространением тепловых волн в сжимаемой среде, 

при зависимости коэффициентов теплопроводности от температуры, 

изучались в /*43-47J. .
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8 . Эксперимент по обнаружению локализации может быть постав

лен, разумеется, не только на плазме. Известно немало физических 

объектов, в которых теплопроводность носит нелинейный характер.

К тому же, в силу общности,физической природы и математического 

описания, результаты настоящей работы приложимы и к процессам 

диффузии вещества, фильтрации газов в пористой среде и т .п . ,  .

если соответствующие коэффициенты переноса нелинейным образом 

зависят от свойств среды, а граничные режимы нарастают с обостре

нием.

Авторы признательны В.Б.Розанову за полезные обсуждения.
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§ I .  Локализация теплового воздействия граничных режимов, 

аараотающих с обострением.

I . I .  Постановка задачи.

Пусть ореда, коэффициент температуропроводности которой 
g*

/С — * / (постоянные /< ^ ^ о  и ^  <3 )» заполняет

п олупространство с?  ̂ Z <  +&«=> 9 и на границе 2  -  для

значений времени -6^ задан закон роста температуры

T ( P ,t ) =  %  ( t £  - t )  ” 7 То  ~ C c n & t *  О, / ? -  f f
.  ̂I  j X /

Распространение тепла от границы внутрь такой среды опи

сывается уравнением

< » >
В начальный момент времени t r~ t eb среде ^задано рас

пределение т( z, "£&) ■

Уравнение (1*2) допускает сдвиг по времени £  * Поэтому, в 

дальнейшем различные режимы виза С 1 . 1 ) будем рассматривать при 

одном и том же значении параметра z^f = О.

Кроме того, если не оговорено противное, будем считать, что 

тепло распространяется в первоначально холодную среду

T [ t ,  -te ) =  & ,  (1 .3)

1.2. Автомодельная задача.

Если 4? “  % то первая крае

вая задача ( Ы ) - ( 1 .3 )  имеет автомодельное решение f l8 ,2 4 j »

Обычный анализ размерностей [41] в этом случае представляет тем

пературу и поток тепла в виде .

14
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т ( % ,* ) =  z ( - t ) n ■

W ( t , t ) = - > c 0 T * - £ [ ~ * 0 n  *  ( - * )  *  « *£ > (1 .4 )

где автомодельная координата /+ /?ё

^ гн ^ / г/  j.\  s  Г ^  Cl*5)

а

из

I - - г ( « * т * м  -  ;

/ { % )  (и, следовательно, 6 0 -^г^находится

4 ^ 3  -  ^  5 ^  ^  « • »

с граничными условиями

^  ( I .? )

Условия обращения температуры и потока в нуль на фонте тепловой 

волны ( £ v « -  координата фронта) являются необходимыми требования-
Г

ии при описании процесса проникновения тепла в холодную среду

hi з] •
Автомодельное решение (1 Л ) для ( I . I ) —(1.2) о опреде-

ляеиым из (1 .6 )-(1 .7 ) , имеет место и при начале процесса от момен

та ^  ~~ t еоли в &тот момент вместо (1 ,3) задано

соответствующее начальное распределение
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При построении автомодельной задачи для режима с обострени

ем можно, подобно работам [5 1 ]  , отталкиваться от автомодель

ной задачи для T y(0 7'ij'T ~ o  " £ П  с ^ С  точки зрения ана
лиза размерностей'задачи с г  ^ 7 1  одинаковы,

однайо в задаче с -£^^(соответствующей режиму без обострения) 

Л /  —  ~ =  , а в задаче с J £ j 0  . В  приве

денной выше постановке мы написали знак минус перед величиной -£г 

в (1 .4 ). При этом -  положительно» а время возрастает от^--<^> 

до -£  =  0  • Это привело к появлению знака минус в (1 ,6 ; ( по 

сравнению о соответствующим уравнением для задачи с 

перед членами, получившимися при постановке (1 .4) в член £?7/# £~  

из (1 .2 ). Если же, следуя [3 1 ] , оотавить Т ( 0 ,£ )  в виде/^ " £ п 

но положить время возрастающим от -£=-***>  до (-& ^о) ,^оТе

будет комплексной величиной ( т .к .  T r( 0 '6 ) '* m О  )» а в (1 .4) вместо 

К 0 войдет / у  —~/К0 ( т .к .  Z > & ) 9 Последнее приведет в (1.6) 

к изменению (по сравнению с соответствующим уравнением для зада

ча с г знака перед диффузионным членом, что соответст

вует общему принципу отрицательности безмерных коэффициентов дисси

пации в безразмерных уравнениях для задач с обострением [31] . 

Легко видеть, что оба подхода дают для режима обострения (— =><ẑ < 

с 0  ) одно и то же уравнение ( 1 . 6 ), отличающееся от соответству

ющего уравнения для задачи без обострении ( - £< + <х=>) . Сущест

венно, что решение задачи с обострением нельзя получить из решения 

задачи без обострения с теми же/ ^ / i  П  , поменяв в нем лишь 

направление хода времени. Физически ясно, что при наличии в среде 

диссипативных процессов, действие на нее режимов с обострением 

должно приводить к иным результатам, чем действие режимов без обо

стрении, несмотря на размерную и кажущуюся математическую эквива

лентность таких граничных законов.
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Чтобы понять, как происходит проникновение тепла в холодную 

среду при наличии режима ( I . I )  в автомодельной задаче ( ^  —

-о «»  ), достаточно исследовать уравнение (1 .6) с условиями (1.7) 

Такое исследование достаточно полно приведено в [2 4 ].

В случав ставится обычный при наличии у задачи

( 1 . 1 ) - ( 1 . 3 ) решения ( I.4 J  вопрос о приближении решения задачи 

с — с̂ ’ к автомодельному при . Для его выяс

нения, кроме необходимого здесь численного решения задачи ( I - I )— 

(1 .3 ), привлекаются теоремы сравнения из [9 ], Основываясь на них 

и используя известный вид автомодельных решений можно 

сделать строгие математические утверждения о локализации тепла 

в задаче ( 1 * 1 * )—(X-3),

Приведем результаты исследования задачи (1 .1 ) -(1 .3 )в  автомо

дельной и в неавтомодельной ^ - « o j  иостанов-

Бри п <  режим) прогрев характеризуется рас

пространением тепла в глубь вещества в виде волны с конечным 

фронтом*

В автомодельном решении координата фронта , а также

эффективная (скиновая) глубина прогрева Z (например; точ

ках.

1.3. Н&  -  режим. Отсутствие локализации тепла.

ерем

ка , где С (ьэфф)=0.5 -  полуширина) увеличиваются со

(1.8)

2.

В окрестности фронта справедливо разложение

Значения находятся из решения (1 .6 ) -(1 .7 ) .



. ]  {Ь 9 )

Размеры волны, температура и тепловой поток в любой точке 

пространства неограниченно возрастают при 0 .

Последнее утверждение справедливо и для неавтомодельной за

дачи (1 .Х )-(1 .3 ) , когда Ф -  ~=>. Строгое доказательство это

го факта основывается на теоремах сравнения: в [2 5 jдля некоторо

го , зависящего от » и Г?< -  S/&  строится автомодель

ное решение с граничным h f S -режимом, которое при ^  Z7

всюду меньше решения задачи ( Ы ) - ( 1 . 3 ) с ~t0 Ф -  <**» /?<  “  *

Поэтому, в такой задаче размер области прогрева и количество 

тепла в ней неограниченно возрастают.

В отличие от задачи прогрева граничным режимом без обостре

ния 4—7 J , в / /£ - режиме величины, характеризующие процесс, 

обращаются в бесконечность по истечении конечного промежутка 

времени ^  (в задаче без обострения при

■& — <*=>̂  ).

Численная реализация задачи (1 .1 )-(1 .3 ) в / / s '-  режиме с 

-£г0  Ф  — показывает, что, начиная с некоторого момента 

-& = lty c r*  ^  ^  <  &  * Решение с достаточной
(и улучшающейся при степенью точности описывается авто

модельным решением (1 Л ) -(1 .? ) .  В качестве иллюстрации на рис.

I -  приведены результаты численного решения задачи (1 .1 )-(1 .3 ) 

с параметрами (о  ̂ } /?■= - y V -  ~

крестиками отмечена полуширина)* Это решение в соответствующих 

переменных приведено на рис.1—. При zf-  £ ^ / 7 7  ^

происходит "выход" на автомодельное решение (пунктир), получен

ное численным интегрированием ( I . 6 ) - ( i* ? ) .

18
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1 .4-. Локализация тепла б  S ' -режиме.

При -  -//<£ ( £> -  режим) автомодельное решение задачи
х)

С 1 Л ;Ч 1 .3 ) представляется в виде с разделенными переменными

ТМ = \ О
( I. IO )

Г

Здесь -глубина прогрева вещества остановившейся тепловой 

волной. Как видно из ( I. IO )  она определяется и свойствами веще

ства ( /с0  ©* ), и интенсивностью граничного режима ( 7 ^ ).

Это решение воспроизводится численно. Результаты расчета для 

значений параметров K e= 0 .5 t 3 5 ^  (2^0-3)

привезены на рис.;#. Крестиками отмечена полуширина, которая, 

как и 2 ^  не меняется с течением времени, хотя температу

ра и количество тепла в зоне локализации 0 ^  ^ ^  неог

раниченно нарастают в соответствии с ( 1 . 1 0 ),

При реализации граничного -режима с момента тг0 7* —

решение задачи (1 .1 )-(1 .3 ) всегда и всюду меньше решения (X*1 0 ) 

в силу теорем сравнения. В частности глубина прогрева в этом 

случае не превосходит величины 2^© « Кроме этого, численная

реализация такой задачи показывает наличие "выхода” на решение
at

( I. IO ) .  На рйс.2- представлены результаты такого расчета с 

2^  — —{Р. -/'/<^5'» Остальные параметры те же, что и в предыдущем

ж) Решения в разделяющихся переменных для уравнения нелинейной 

теплопроводности известны давно f l , 4 8 j f Ho внимание на остановку 

фронта тепловой волны впервые было обращено в [iz/, где получено 

и численно реализовано рассматриваемое в п#1.4 решение.



примере. Для каждой константы TQ существует своя (в данной

среде) глубина прогрева и свой̂  локализованный в течении
/ / f  

времени ty crr> ^  /? профиль, определяемые <1.10). В данном

примере ( & = £  , #р = .0 '5 )  £ у сгг, f&  ^и профиль есть 

линейная функция радиуса 2  . Связь между 7̂ у а/У7 и z£» будет 

рассмотрена в § 3, свойство профиля быть локализованным в тече

ние конечного времени -  в § 2 . Из результатов расчета видно:

а) полуширина остается постоянной уже начиная с момента

t  -£ .6 ~  ■
б) глубина проникновения не превосходит а с момента

близка к и практически не меняется; с этого момента

профиль температуры соответствует ( 1 *1 0 ) ;

в )  все поступающее с границы среды тепло распределяется в обла

сти локализаций £7 <  /Ъ ^  » температура и коли

чество тепла в этой области неограниченно возрастают.

Тепловая волна перестает проникать в холодную среду, не имею

щую стоков тепла.

1 .5 , Локализация тепла в L S -  режиме.

При -fj/g  < п  <  &  (Л£-реэшм) эффективная глубина проник

новения тепла в среду сокращается со временем по закону (1 . 8 ) 

для Отсюда же следует, ч*о при , радиус фрон

та тепловой волны уменьшается, что физически бесмысленно  ̂ . 

Потому, необходимо, чтобы **•««=> * Анализ

задачи (1 *6 )-(1 .7 ) для 5  -  режима подтверждает 

этот вывод. В этом случае разложение в окрестности фронта имеет

2U

к) Это имело бы смысл, если бы в точке находился бы поршень

с заданным тепловым потоком.



вид

rp i*J=7;& * )” [c - fm a+ с ,■ $ ]  (i.ii)

где С  = С (п ^ 6̂ 1 определяемся из (1 .6 )-(1 *7 ), а для следующего 

члена разложения

с  =  fc+s) -  /  )
*  ( 1 + л 6 ) л

Для каждой фиксированной точки %й значение координаты 

в соответствии с (1.5) при становится сколь угодно боль

ший. Значит» в каждой фиксированной точке с некоторого мо

мента времени (при -6 -* -— f f }  начинает быть справедливым разложе

ние ( I . I I ) .  Выясним, каково значение температуры в некоторой 

фиксированной точке %  при Для этого ограничимся

в ( I . I I )  первым членом разложения и подставим в (1.11)^из (1 .5 ). 

Получим

*5W  г/%*) =  f ' ь § Ш -  - г ^ - о
' V /  1^ т° V "  С Ы Я

21

£ irr>  t v ^ z ^ =  & rr?  ( —K# т 7  )  ~~

%  >  ^

4-r? gV-/
_  <2nC  ^  . Us?g rr> Л

^  ■ ' 4  ' ^

Если ~£q — <=  ̂ , то для любого граничного Ц S  -режи

ма ( т .  8 . ДЛЯ любых / y s f - f / g 3; 7 Z  2 ,̂ ) можно построить та

кой граничный 3  -режим , что
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T o J - ^ Г -  Т о& ( - Ъ ) ' //ё

T° J - * h  % ( - * / *

Эта возможность следует из неравенства п  ^  ~ f / d  * с 

течением времени граничный 3  -режим растет быстрее всякого 

граничного Л>£Г-режима. Здесь 7^ •= ^  за*

висит от и тем больше, чем больше / г ^ / ."П о л е "

5 -режииов (сплошные линии), мажорирующих данный ^ £  -режим 

(пунктир) для разных значений изображено на рис.4^. Используя 

построенную мажоранту граничных условий и теоремы сравнения» 

можно строго доказать # что решение задачи (1 Л )-(1 .3 )

для L  $ -  режима всегда и всюду не превосходит решения ( I. IO )  

с соответствующей контантой =  То  -  / ” ^  .Итак,
w  &

распространение тепла в А о-режиме локализовано'. Глубина локали

зации не превооходит глубины локализации соответствующего £

-  режима :
г // //

г П *  *  Ч § ( ^ ^ К Т / }  Z( - t e)  *  ( i . i 3 )

или [л в * ]-  Введенная здесь ф ункция/€^£^2?/у,

зависящая только от безразмерных параметров л  и g* , опре

деляется в § 3  из численного решения (1 .1 ) -(1 .5 ) . Итак, глубина 

локализации в Ь  S -режиме зависит не только от свойств вещества 

( ) и параметров граничного режима ( 7 ^ / 7 ) , но и от

момента начала процесса, причем она конечна при любом конечном 

, монотонно растет с ростом / z^ /и обращается в бесконеч

ность лишь при £  ------ * Поскольку в автомодельном L  S  -режи

ме = о о  , то при ^  Ф - с »  "бесконечный хвост”



автомодельного решения ( &  при не

реализуется, но любая "внутренная чаоть11 решения 

для любого сколь угодно большего ^  ( т .к . для фиксирован

ного соответствующая ^  ПрИ )

реализуется, и, значит, вблизи границы (для & <  Ъ с  )

решение стремится к предельной кривой ( I . I 2 ) при

На рис.З— приведены результаты численного решения задачи 

( I . I H I . 3 )  т К е *  71 =  0 — 0 -2 5 ,

Для этих параметров =  & 8 ?  . К моменту -£ус /т?-~3 ?<9

тепловая волна достигает глубины локализации =: & .S 7  ,

фронт волны дальше не продвигается, полуширина начинав® сокра

щаться и к иоменту -£ '^составляет ухе ?/$ от максималь!

ной. Виден процесс смены1 выпуклoro’J распространяющегося профиля 

температуры на"вогнутый"нераспространяющийся. Рио.3  ̂ иллюстриру

ет установление автомодельного профиля вблизи границы ( £  *  &  ) 

для результатов раочета рис.З^. Видно нарушение автомодельности 

в окрестности точкш фронта £  -  *

Результаты численного решения задачи (1 .1 )-(1 .3 ) с /с# 

0 >-2 l7 ^ ~ p 4 € 4y/7sr^2SyL различными значениями -£ , а именно

-&tPS= -S / / ^ S 6 } t o i = -? /? в  не иоиент 
приведены на рис.4  ̂ , Соответствующие значения %до здесь
/V  у  . f f f

~  ;> ~ 0 5 >  а реально достигну-

С 00ТВ еТСТВе

но. Следовательно, можно считать, что ( — Р  .

Таким образом, тепловое воздействие граничного ЛЗ-режима 

на среду локализовано, причем:

а) гдубина локализации конечна, зависит от момента начала 

процесса и определяется формулой ( I.X 5 ) ;

б) полуиирина, а вместе с ней область, гда распределяется 

поступающее о границы тепло^сокращается;

23
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для количество тепла в области локализации неограничен-

выражен по (1 .4 );

а) автомодельные закономерности устанавливаются вблизи гра

ницы и не имеют места у фронта волны;

г)  в силу теорем сравнения, т .к .  граничные условия для зада

чи С I*  I ) —СI - 3) с « о  мажорируются граничными условиями для

задачи с — -  «=*<=* , температура всюду и всегда меньше

значения, даваемого формулой ( I . I2 ) .

§ 2. Физические причины локализации тепла. "Инерционные” 

и ибезинерционные11 профили температуры.

2.1. Связь эффекта локализации тепла и вида 

профиля температуры.

Приведем сначала физические соображения, указывающие на связь 

степени "выпуклости" профиля температуры с его свойством не рас

пространяться в холодную среду. Эти соображения носят качествен

ный, поясняющий характер и не являются строгим доказательством 

отсутствия движения фронта волны.

Свойство профиля быть локализованным можно связать с харак

тером поведения температуры вблизи фронта Так, нераспрост- 

раняющимися оказываются профили для которых :

но возрастает при -  — -j и стремится к конеч

ной величине при — <" Л <■ О  I это следует из фор

мулы для количества тепла

может быть

( 2. 1 )



Будем называть их "вогнуашми". В с л у ч а е п о н я т и е  "вогнуто

сти” совпадает с обычным.

Рассмотрим участок среды, ограниченный плоскостями, находя

щимися на расстоянии д  ос и сс ст т о ч к и  фронта.

Тепло, поступающее с границы, распределяется по профилю тепловой 

волны и приносится в рассматриваемый участок посредством процес

са теплопроводности. Предположив, что в точке ос профиль темпе

ратуры в данный момент времени имеет вид Т(щ ty -J ffe ) ' Ф (эс) 

легко вычислить поступающее в участок и вытекающее из него тепле. 

Разница этих двух потоков тепла поднимает температуру в данном 

участке. Если предположить, что форма профиля в следующий момент 

времени та же, т.е . T f e t )  [ ' i+ A 't ) ' Ф {зс ) , то

сразу находим, что T f e  £ ) /  ~ т *е«

решение CI.IO) -  л̂ 0̂— £• )• Это рассуждение показывает, что 

при зависимости в течение конечного времени

*< 0  все поступающее в данный участок тепло расходуется

на поддержание формы профиля. Если предположить зависимость

еС<£/ё> и повторить те же рассуждения, то получим, 

что пръд/ <  кроме тепла, необходимого на поддержание фор

мы профиля, остается еще некоторое количество тепла* Оно может 

разместиться лишь правее точки £ ^  , и, слецовательно9

фронт будет продвигаться* Д л я^ > <г£^/посту пившего тепла не хва

тает для поддержания вида профиля, то есть распространения фрон

та не будет, а поступающие извне порции тепла вообще не достига

ют некоторой области вблизи фронта (см.рис.З9)* Эти же выводы 

следуют из (2 .1 ) , если ОС ~ %  * Приведенным

рассуждением обосновывается физическая осмысленность формулы 

(2. 1). '
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Нике будет сформулировано строгое утверждение, касающиеся 

локализации» и основывающееся на использовании теорем сравнения 

(п .2 .2). Это утверждение относится к профилям, удовлетворяющим 

условию ( 2 . 1 ) и, дает нижнюю границу времени локализации.

Отметим» что понятие локализованных профилей, если трактовать 

его эффективно (п .3 . 3 ) связано с характером профиля в целом и не 

зависит от деталей поведения температуры в окрестности фронта. 

Реализовать тонкую структуру фронта в численном и тем более в 

физической эксперименте затруднительно или невозможно, ее зна

ние необходимо лишь для- доказательства математически строгих 

утверждений.

2.2. Локализация тепла в задаче Коши.

Для выяснения вопроса о связи формы профиля температуры с 

эффектом локализации тепла рассмотрим эволюцию некоторого про

филя, поставленного в виде начальных данных (задача Коши).

Пусть в момент г для уравнения (1 .2) при— 

задано следующее начальное распределение

т„ ( * - м / г . )  **., М *  г ,
^  (2 .3)
*  ,  М > ъ *

Функция из (2.3) удовлетворяет условиям теорем существо

вания и единственности решения и теорем сравнения [9 ] * В рабо

тах [l8 j[2 0 ], [25] сравнивались решения первых краевых задач, 

совпадающих при Р ъ  решением задачи Коши (1 .2 )-(2 .3 )

с автомодельным решением ( I. IO )  для ^-режима с начальными дан

ными (2 .3 ). Основываясь на решении ( I. IO ) и теоремах сравнения 

нетрудно показать, что решение 7*(Ъ , ^задачи Коши (1 .2 ), (2.3) 

мажорируется при О и Q  решением ( 1 *1 0 ) (при ^

( I. IO )  вместо 'fe берется -  Z  ) и, следовательно, локализовано 

в области -% 0 “<  ^ в  течение промежутка времени, не меньше-
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го чем:
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/ ( 2 £ 0 (& + & )Тт  )  (2 .4)

то есть Т (%  £ ) £  О  при /% /^  ДЛЯ £q±=-£^ i^  у- 

Кроме этого, любое начальное распределение, имеющее совпадающие 

с (2.3) фронты и всюду не превосходящее (2 .3), также локализова

но в области / £ /  ^  ^  . Время локализации оценивается сни

зу по (2 .4 ).

Сформулированное утверждение строго определяет для данной 

среды (т .е . данного значения ^  ) класс “вогнутых” профилей тем

пературы. Время их локализации зависит от свойств среды ( 

gf ), а также от характеристик начального распределения темпера

туры 2-с, и Т т .

На рис.5̂  приведены результаты численного решения задачи

(1.2)., (2 .3) с параметрами  ̂=2,Кр=1, 4>=2 »% =1> z ^ = - I( z ^ = i) .

В течение времени2^^2^^Твозцущение температуры локализовано.

За этот промежуток времени формируется "выпуклый" профиль теипе- 

ратуры и при £  ^  &  тепло начинает уходить из области локализации.

Этот расчет также показывает эволюцию "инерционного" профиля 

температуры после .того, как создавший его граничный режим "от

ключается” (поток на границе становится равным нулю).

Примером "выпуклого" профиля, не обладающего свойством теп

ловой "инерции11, является распределение «идо .

грГы /  )_ (  Т „ ( < -  ^  ■> / £ / -  Ъе ( 2 .5)

^ ^ " 1  о -  ,
то есть реаение задачи о мгновенном точечном источил не типла 

[ з ]  , взятое в некоторый момент временд, п'л рлс.Ь  ̂ прииеде- 

ны результаты расчета задачи Кони с начальными данными (2 . о) дли 

Т гт7= $ '6 £  =  £  Б среде с JCQ =1 , £ = 2  . лоличества теп;:а



здесь, то же, что и в случае рис.5^. В данном примере тепло на

28

чинает сразу проникзть б среду. На рис.5̂  показана эволюция 

"комбинированного" профиля: при £? бзятэ ( 2 . 3 ), при

-  (2.5) l Tjr?  =1 >%>=2, fC p-lt £* ~2). В результате "правая часть1

распространяться сразу, is теченле конечного промежутка времени

2.3. Оценки времени удержания тепла при различных 

физических условиях*

Пусть в плазме из однократно ионизирующихся атомов с плот

ностью частиц/ 7  ( Л  =■r? i -+- /7# * гзе ^  "  плотность ионов,
/?р, -  плотность нейтральный атомов; плотность электронов /7^ — 

—/?. ) перенос тепла осуществляется электронами. Тогда, если не
С

учитывать другие процессы, для времени локализации получим:

где величины измеряются в системе СГС, к  -  постоянная Больцма

полностью и единице для слабо ионизированной плазмы, А~ - ку л о -  

новский логарифм. Оценки для времени локализации различных по 

масштабам начальных распределений вида ( 2 . 3 )  приведены в табли

це, помещенной в  конце п ун кта . Тт  в  ( 2 . 6 )  есть максимальная 

температура электронов и при вычислениях принималось, ч т о 7] & Те  

Это справедливо, если время электрон-ионнол релаксации t# .

Последнее оказывается неверным лишь для первой оценки, где

• При этом передачей энергией от электронов к и о- 

нам можно пренебречь и для электронной температуру справедливо

(1 .2 ) . В пределе, когда 7 ] « 7 ? »  вклад в теплоемкость bhochi 

то л ько  электроны и значение уменьшается в два раза ( в пол-

локализована в течении времени =  / ,  слева же тепло начинает

происходит направленное распространение тепла^/ J ,

( 2 . 6 )



костью ионизированной плазме). Таким образом, для двух предель

ных случаев ( 7 / ^ 7 ^  j обмен энергиями велик, теплоемкость 

складывается из электронной и ионной и 7 J' Тр  , обмен 

энергиями мал,’теплоемкость только электронная) времена локали

зации в полностью ионизированной плазме отличаются в два раза. 

Значения ^ e i,  5  приведены, например, в /*42 , 49 » 50].

Если турбулентная плазма сильно замагиичена (оценка 5 ), 

го надо уменьшить в ^ 7 £ р а з  ( ^ ~  ларморовская частота,

a Z p -  время пробега электронов), Длн/т- ^ / 7  ,ф*#получим с Cf с>

* * = 3 -*°'lSOJ£ & ,  се*
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К® п/п : Объект П вгЛ -Ъ ъ ,(э £ ) Z Q(c *r)

I . йт-плазма 5*Ю2 0 0 I0 3 8 *1 0 " 5 хо1" 1 1

2 . Н -плазма I 0 1 5 0 I 1 0
2 - I 0 " 3

з . Фотосфера
Солнца 3*Ю 1 5 I 0 1 7 0,5 2 *1 0 8= 

2 0 0 0  кы

5 . IqI4 _
7ГО лет

4. Межзвездн. 
газ, В= 0 ю ~ 3 1 0 Ю” 2 3  • ю 19= 6 «Ю25=5

5. Межзвездн.с 
газ. В=1 0 " 5Э 1 0 I I

1 0 0  пар
сек. 

» и

Ю ^лет

г - ю 26®

4*10^лат

§ 3 . Условия проявления локализации при наличия 

различных осложняющих (Ьакторов.

З Л . Вторая кревая задача, .

В реальном эксперименте не всегда удобно или возможно за 

давать на границе со средой температуру (условие ( 1 . 2 ) ) .



Например, для задач ЛТС [26-28, 51,b 2j типична ситуация, 

когда к поверхности мишени подвоцится поток лазерного излуче

ния, поглощающийся при определенных условиях (аномальное погло-
/•

щение ) вблизи границы.

Рассмотрим для (1 .2), (1 .3) задачу с граничным условием

логично § I ,  для - с~=> решение задачи (З Л ), ( 1 . 2 ), ( 1 . 3 )

(зл)

гце . Полностью ана

автомолвльно: ^  v

(3.2)

причем функция 

( 1 . 6 ), (1.7) с помощью замены

выражается через решение задачи

&
6+2

Г

/7 ^ ф
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Таким образом, все результаты» касающиеся автомодельной зада

чи ( I . I ) - ( I . 3 )  (§ I )  справедливы и для автомодельной задачи

(3 .1 ), (1 .2 ). (1*3)» При /?-,<- осуществляется / / S ' - , при 

n f  . при
режямег!распространения тепла. (Ври-^л&/7^<г7 в авто

модельной задаче температура падает и тепловой поток направлен 

из среды ( №  &  О ) ; этот случай здесь не рассматривается).
-j, j

Решение ( I. IO )  для / 7 ^ -— ^—  примет вид:

’ Ц г ^ ) ё ^ г/ г К о ] г / г - ) * / *  * * « >

Г р  = / £ * = „  v / f( £ + 2 .f^ / £ y ^

■ Результаты, полученные в § I  для задачи с ^  автома

тически переносятся и на случай задания на границе теплового 

потока, так как в [9 ] теоремы существования, единственности 

и сравнения доказаны также а для второй краевой задачи. При 

этом, для £5 -  и/,# - режимов формулы (1,13) 

и ( I . I2 )  приобретут виц /7 * V $ V /

/  _ ■ /■* /7* J2r?~t •+ 1

TfafaSfae)l ^ s ' -л; ' г (З-Ь)

где константа в разложении у фронта задача с потоком на грани

це ------^— -

& (/ Ь ,* )= С (л е )/ [? (п ,* )] . /7 =
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3.2 . Отклонения в граничном законе.

Пусть вместо ( I . I )  при 2  =  7̂ задано условие

Т ( % £ )  =  Тв (£) ■(- t5*6^

где  ̂ л < 0  , а функция ^ b (t) такова, чтс

^  Т *  ( £ )  *£ T#  с константами 7 ^  и

Влияние такого возмущения граничных условий легко оценить с по

мощью теорем сравнения..

Для определенности рассмотрим 3  -режим (/7 - - ? ^  )* Тогда 

решение задачи (5 .6 ), (1.2)» (1-3) сверху и снизу ограничено 

аналитическим решением ( 1 . 1 0 ) с 'TJ  “  7  ̂ или 7^ соответ

ственно. Тем самым, это решение обладает, в целом» свойствами 

3  -  режима. Для него имеет место локализация тепла. Относитель

ное отклонение в глубине локализации связано с относительным 

отклонением в граничном режиме:

Atf, «=|г AT(0,t). (3-7)

Здесь А Я =  и считается й /? <  /  ; аналогично
* г/(3 .7 ) имеем ^  АЩ &,&). Таким же образом можно оце

нить и отклонения других характерных величин в зависимости от 

неточности задания температуры или теплового потока на границе.

На рис. 6  приведены результаты численного решения задачи (3.6jf, 

( 1 .г ) , ( 1 .3 )  приteg= ^ £ = 2 i n =  - f / a - t ' io - - J  • Функция 

T B(& )= (d + a Z S in (~ t)~ *) . так, что 72, = 0 .8 , Т 0 г = * 2 ,

А Т(0> t j~  <2.0/£  * Полученное решение ограничено решениями

" ( I. IO )  (показанными пунктиром) с глубинами локализации

~  f. £   ̂ ~ в  ̂ 2, ) * 
установления полуширина колеблется вокруг среднего значения

<  . В целом, осуществляется З'-Рбжим



со воеми своими свойствами.

Аналогичные утверждения и оценки могут быть сделаны и для 

M S и 3  -режимов, так как их свойства устанавливались 

с помощью тех же теорем сравнения.

Таким образом неточность в задании граничных режимов не 

уничтожает эффекта локализации, а ее влияние легко учитывается.

3 .3 . Влияние на локализацию ненулевого начального 

фона температуры.

Еоли вместо (1.3) принять, например, 7 /^  = 7 * ° -  Cp/?s

то математически строгие утверждении о локализации тепла, приве

денные выше, уже не будут справедливы. Однако, расчеты подтверж

дают физически понятные соображения о несущественности реально

го фона и позволяют количественно определить условия его "ма

лости”.

Б самом деле, при действии режима с обострением значения 

температуры вблизи границы может превзойти фоновое в любое число 

раз при приближении к моменту фокусировки. Различие между тепло

выми процессами у границы и у фона усиливается из-за нелинейно

сти среды. Эти процессы будут идти гораздно медленнее у фона, 

чем в зоне нагрева, если температура в ней превзойдет фоновую 

в достаточное число раз. Представления о локализации, развитые 

выше для нулевого фона, в данном случае приобретают эффективный 

характер. Так, существует конечная область пространства, с неиз

менными в течении конечного времени размерами, такая, что вне 

нее температура практически не меняется* Поступающее тепло рас

пределяется в этой области локализации и лишь незначительная, 

уменьшающаяся со временем доля его проникает за эффективный 

фронт тепловой волны. Полуширина зоны локализации либо постоянна, 

либо уменьшается со временем. Количество тепла и температура в
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зоне локализации могут неограниченно возрастать.

Условие "малости" фона, полученнре из расчетов при 

таково: .

( 3 . 8 ;

т .е . к моменту установления ^см.п.3.5) граничная температура 

должна на порядок величины превзойти фоновую. П р и 'Я 7y C/*7 ^0JLn 

вышедшего из области локализации тепла составляет ^  -5% и 

уменьшается с дальнейшим развитием процесса. При выполнении

(3 .8) с хорошей степенью точности справедливы количественные 

соотношения, полученные для нулевого фона.

На рис,7 показан "выход" на £> -режим при 7 ^ ° -  /  .Здесь 

= <о~2 -  У  (c m .(I.IO )). После момента

£ ^ 0 *̂ 7 ” ” 9*Ю J отношение доли выходящего тепла к содержаще

муся в зоне локализации составляет Ц%9 3.5$, 2% для моментов 

-4*10“ ,̂ -1.6*10“^, -6 ,4*10“ .̂ соответственно.

Аналогичный вывод о "малости” фона справедлив и для случая 

локализации тепла в задаче Коши (§ 2)* Расчеты показывают, что 

для распределения (2.3) и е/=2.критерием "малости" служит нера-

3.4 . Коэффициент теплопроводности -  произвольная 

растущая Фу н к ц и я  температуры.

Если К(Т) -  произвольная (растущая) функция температуры, 

то математическое исследование усложняется, так как нелинейность 

среды уже не описывается лишь одним параметром .

Однако зто не меняет принципиальную сторону дела. Еля любо

го вида К(Т) можно заранее указать класс граничных режимов с 

обострением, приводящих к локализации.

венство ;при этом за время локализации из



Удобным приемом является представление |(Т) в виде:

* ( г ) = к . Т * ' г )
где -  зависит от температуры*

К локализации приводят граничные законы ш ъ,ъТ,{ ^ = Т р ( - £ ) /?

=. \\f0 удовлетворяющие условию: ^ п < 0

или условию — ^А^^/^<'-^соотвктственно
2~

При этом осуществляется либо & -  режим, либо ^ 3 -  режим, 

либо некотврая их комбинация. Глубина локализации, время лока

лизации и другие величины определяются в каждом конкретном слу

чае с помощью теоретичяских оценок и расчетов.

На рис. 8  приведены данные численного решения уравнения ( I . I )  

с К(Т) вида:
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к(т)=
Ког  Т ** , т &  2 0

Ь .  Г * '  , Т ? 2 С >
7

Граничный закон взят в виде (1 .2). Параметры

п = -/ 4 = -а 5 г 7 7 = / ,  ^  * * ” £ ‘
Когда температура на границе ТЩ -f)^  2 .0  в среде реализует

ся £> -  режим, так как граничный закон соответствует ^-режи

му ( П  ~ — f/feg, )•
При смена g  -режима на //S ’-режим,

так как граничный закон соответствует Л S -режиму. Определяю

щую роль играют процессы вблизи границы. Поэтому в среде в, це

лом реализуется Л  5 -режим, несмотря на то, что вблизи фона в 

точках где 7 "^ ^  £~) ^ £ D  вид К(Т) ему не соответствует.

Таким образом и при произвольной зависимости^Г) у  О ) 
всегда можно указать условия, в которых имеет место локализация 

тепла.



3.5* Критерии установления S> и Л 5 -режимов при

. граничном воздействии конечной длительности*

Б § I  с помощью численных решений задачи ( 1 . 1 ) - ( 1 . 3 ) был 
и и .

показан выход на автомодельное решение при . Из

физических соображений ясно, что такой выход будет происходить

всегда, если выполнены определенные условия* Действительно, в

б-и^-режимах в среду поступает (при неограниченное

количество тесла и любые начальные данные (содержащие конечное

количество тепла) "забываются”* В -режиме возможна ситуация,
/когда (— ^  /7 <  даже при ±  в среду поступа

ет конечное количество тепла.(см,п.1.4. Если бесконечное коли

чество тепла содержится в "хвосте11 предельной функции ( I . I2 ) .  
о

то J конечного Однако, в /,3-режиме всег

да происходит установление вблизи границы ( решение здесь стре

мится к предельному ( I - 1 2 )) , так как в уменьшающейся области 

пространства (например, д л я^ ^ ^ ^ ^ Л с о л и че с тво  тепла неогр? 

ниченно возрастает по сравнению с количеством тепла, содержа

щемся в любых начальных данных для этой области.

Данные в настоящем пункте условия установления справедливы 

для любых диапазонов изменения величин, т.е . для различных ха

рактерных значений температур, времен, потоков, если они связа

ны нижеприведенными соотношениями подобия. В самом деле, задача 

(1 Л )-(1 .3 ) ,  Z ^ -^может быть обезразмерена следующим образом:

*  =  £(-*,) , ' Г =  Т -

г = ? (£ (*+ £ )*=а т /(-? 0)  *  ° ‘9)

Я (2 (4 + 2 )  К , Г0 ^ г ( - ± ^ г ) '̂ )  *
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d t  f i t  \<o+2 д ъ  /

—У —/ При этом(в соответст

вии с результатами § I )  для & - и/»5 -режил осе решение отлично 

от нуля в /7^ I  • Эти соотношения позволяют пере

нести результаты, полученные для некоторых значений и

î o на задачу с любыми другими значениями этих величин (при 

фиксированных / 7  и £  ) . Так, например, для фиксированных сре

ды (£_ ) и граничного режима ( 71 /? ) время локализации
7 J _

зависит лишь от полного времени процесса , потому что ■̂ус т̂у ш 

есть функция только /? и g  : ’t *  (фуннция

/{^^фатабулирована ниже). Увеличивая z^mokho наблюдать локали

зацию в течении любого промежутка времени ^ у с т ^  &  •

Как следует из закона (1 .1} увеличение времени ^снижает харак

терное значение температуры ( П <  0  ) . Например, в случае 6  -  

режима (п  = -  и ПРН изменении масштаба времени в сС раз 
масштаб температуры меняется ^аз,пространотвенный масштаб 

неизменен (см.табл.З в п .5 .1}. Такое преобразование подобия для 

конкретной экспериментальной ситуации может позволить выбрать 

гот диапазон времен и температур, в котором справедливо описание 

процессов теплопередачи с помощью ( 1 . 2 ) и возможно выполнение 

условий установления.

Приведем теперь полученные из расчетов критерии "выхода” , 

для S “режима(таблица!). .



Таблица I*«шичриштиц.! I ii л w « mi
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£ п  , : л* •fiafa&A %i(¥) %з(¥)
0.25

1.0

2.5

6.5

- I
-0 .4

-0.1538

-5

-2

-1 .4

- I . I5 4

б.ОЛО"1 

9.4*Ю~2 

i.5 e * io "3 

1.2* К Г 7

8

11 

13

12

I . 3 T 0

ю2
8 .4 ’Ю5

Ю8

5*Ю2

I0 4

г .б ч о 7

з л о 15

оло

0.33

0.66

0,87

Здесь, как обычно, / 7 -  показатель в граничном законе 

для температуры ( I Л ), а ? -  для теплового по

тока ( в 5-режиме Л  = -  / / &  , >--(&+f) / £ \  . Далее,

0ТЙ0ШвнИ6 времени локализации к  
п одному времени пр оцесса; ~  7*(&7 £ у  err?)  /7 * {&9 £<>)

t y v r,) /  W (0 ,-у ) =  W (Pyi!r9c rr,)/W (iP , & »)
** •

-  отношение температуры и потока на границе в момент установле

ния к начальным; £ s (п ^ ) - W (0 ,i * ) / t  * ) / ô)

-  контрастность потока в момент когда

ло/^аэ" огнош0ни(е полуширины к глубине локали-
t ^ r f  Г , .

зации после установления  ̂£  ^ ’С уст?/-
Как и в случае ненулевого фона (см*формулу (3.8)) 

оказалось, что £>= 8* 12, Тем самым, для установления В -  ре

жима даже при наличии ненулевого фона достаточно, чтобы темпе

ратура на границе выросла в 104- 15 раз по отношению к начальной.

В силу ( I . I )  функциявыражается через /£г После

момента установления поток и температура на границе
/ J у

связаны автомодельным соотношением ̂ 7 *  *{% £)» следова-

тельн В связи с этим, будем считать критерием установ

ления одно из следующих трех соотношений:



TfO , £  ус*») - ■ 
T ( o ,tB)  ’ 1rf(0 ,t-B)  { J  ’  A, y

(3.10)

, I) II
С увеличением б  сильно растут контрастности и /€£-, умень

шается укручэетея профиль волна (увеличивается ^  ).

Расчеты на установление ,5>-реяима при задании на границе 

теплового потока показали, что значение критерия ненамного 

увеличивается. Условия установления Л5-рездша при фиксирован

ном значении / ? -  -  f/ fy . приведены в таблице 2.

Таблица 2. . .

за

, п► I; П , : /?г ; £ г  , : &  : £

0.5 -0.25 -0.8125 0.4375 0.16 1.6 5 ю 4 0.85

1.0 -0.25 -0.875 • 0.375 0.03 г л 20 6е ю 4 0.72

2.5 -0.25 -1.0625 0.1875 3.4*Ю“3 4.1 450 IO7 0.66

3.5 -0.25 - I . I8 9 0.0625 9.5*10“* 5.7 3500 I.5 * I0 fi 0.77

Здесь, по сравнению с таблицей I ,  добавлено значение 

//•?■=• -  показателя в законе зависимости полуширины от вре

мени,- а функция /^заменена на функцию &//77& )=Ъуо  

введенную в § I*  Видно, что требования на рост граничной темпе- 

раьуры здесь мягче (функция R f( rz js?  ) уменьшается с ростом г?  

для фиксированного  ̂ ) . Расчеты для различных £> )

при фиксированном даюв примерно те же значения Ху

Ввиду наличия преобразований подобия (3 .9 ), критерии установ 

ления а значения функции только /7,

; та те  я связь между отклонениями в глубине локализации



и в граничном условии (3 .7) не зависит от абсолютных масшта
бов задачи.

В целом, можно сказать, что выполнение условия (ЗЛО) обес

печивает установление режимов с локализацией тепла.

3*6. Локализация тепла в многомерном случае.

В работе [18] и подробно в [22] было показано, что эффект 

метастабидьной локализации тепла не претерпевает принципиальных: 

изменений, если распространение тепла носит неодномерный харак

тер. Как и прежде, при изменении граничной температуры по зако

ну * * (- ^реализуется либо //S'- режим (ftc -f/ e ? )  , либо

3  -режим (/?= — //$> ) , либо Л5"-ре®им {-? /& <  /7<  0  )•
: "

Тот же смысл сохраняют такие понятия как "выпуклые" 

и "вогнутые" профили, мажорирование и т .п . .  Количественные 

значения критериев установления , "малости11 фона, влияния откло

нений в граничном режиме на локализацию тоже существенно не ме

няют оя. .

Исследование в многомерно» случае оказалось возможным в си

лу наличия простого аналитического решения для 5 -режима [18] 

после нахождения которого с помощью теорем сравнения можно опре

делить класс граничных режимов, приводящих к локализации, а 

также класс "  вогнутых" профилей температуры, обладающих свойст

вом тепловой "инерции*1.

Все полученные теоретические представления были подтвержде

ны численными решениями соответствующих многомерных задач.

В отличие от одномерных, в многомерных задачах появляется 

новый объект -  форма области локализации. Она может быть горазд- 

но сложнее, чем форма прямой призмы с бесконечно протяженным 

основанием и высотой, равной глубине локализации, которую имеет 

область локализации в одномерном случае.

40
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/ m

Одной из возможных форм области локализации тепла является
*

октаэдр. В самом деле, как показано в [22] распределение 

температура

о  •, с ^ /зе ф ^ х^ Л 3 15g \?tc

(ЗЛХ)

^ Qo lf* o iitd f= ^  d-i > < 2 , £ =  , заданное в восьми
граннике а т /ав,/+с1г ]& г ) Ы 3/СС3/^  Ър ( t e-  расстояние от
центра до боковой грани) в момент в качестве начальных дан

ных задачи Коши удерживается в нем в течение времени не меньше

го» чем

- d ' l e f  ( 2 £ * [ ( £  + £ ) Т г* т )  (3 .I2J

В течение времени локализации температура,максимальная в центре 

восьмигранника и равная нулю на его гранях, отлична от нуля толь

ко внутри него. По истечении этого времени в восьмиграннике 

формируется выпуклый профиль температуры и начинается растека

ние тепла. Тем лее свойством обладает любое начальное распределе

ние температуры, имеющие совпадающие с ( 3 . I I )  фронты и мажорируе

мое выражением ( 3 . I I )  внутри восьмигранника. Таким образом, в 

среде с нелинейной теплопроводностью реализуется не имеющий в 

течение конечного промежутка времени своей формы "тепловой 

кристалл1’.

Приведенный пример показывает возможность существования 

областей локализации тепла парадоксальной формы*



Наличие эффекта метастабильной локализации тепла в многомер

ном случае расширяет возможности его экспериментального обнару

жения и исследования*

§ 4. Требования к экспериментальному исследованию 

локализации тепла,

4 ,1 . Основные требования.

Полученные в предыдущем параграфа условия, гарантирующие 

существование локализации тепла, показывают, что этот эффект 

носит общий физический характер, а не является парадоксальный 

решением математической задачи* В его основе нежат вполне по

нятные физические причины (§ 2), и поэтому он может проявлять

ся и в тех реальных условиях, когда 11 не работают11 строгие мате

матические утверждения. Это приводит к необходимости ставить 

вопрос об экспериментальном изучении эффекта метастабильной 

локализации тепла.

Подводя итог исследованиям §§ I *  3 настоящей работы, сформу

лируем общие условия к экспериментальному обнаружению эффекта 

локализации.
I )  Необходимо наличие среды, с нелинейной теплопроводностью, 

та-'Кой чтобы характер нелинейности (рост коэффициента температуро

проводности с температурой) сохранился при изменении температуры 

по крайней мере в 10* 15 раз (п .п .3.5, 3 .5 *). Для дальнейшего 

уверенного наблюдения локализация желательно сохранение свойств 

среды при росте температуры еще на порядок величины. Не являет

ся принципиальным требование степенной зависимости коэффициента 

температуропроводности от температуры (п .3 .4 ). Однако, дяя уточ

нения оценок в этом случае желательно провести предварительно 

серию расчетов.



2) Необходимо иметь источник нагрева, который мог бы обес

печить рост температуры (или теплового потока) на границе срады 

в нужном режиме и в нужное число раз (в 104-15 для температуры;, 

чтобы удовлетворить условиям установления (п .3 .5 ). Для дальней

шего наблюдения желательно иметь возможность поднять граничную 

температуру в данном режиме еще иа порядок величины.

3) Строгое соблюдение закона ( I . I )  или (3.1) необязательно,

а допустимые отклонения могут быть оценены (п .3 .2 ). '

4) Начальный фон температуры должен быть достаточно "мал”

(п .3 .3 ). Отметим, что в ,5-режиие требование "малости" фона 

автоматически выполняется при выполнении уоловий установления, 

если температура,, ооздаваемая граничным режимом в начальный мо

мент, выше фоновой температуры. .

5) Требование одномерности не является принципиальным (п .3.6) 

Однако, для данной неодномерной установки будет нужно предвари

тельно провести серию расчетов для уточнения оценок.

6) необходимо наличие аппаратуры, позволяющей разреиить 

пространственную и временную картины процесса (например, дающей 

возможность наблюдать фронт волны и полуширшну в течении време

ни локализации, которое, вообще говоря, может быть мало по срав

нению с полным временем процесса).

4 .2 . Расчетные формулы.

Проедем формулы, по которым можно определить масштабы про

цесса нагрева неподвижной среды с нелинейной теплопроводностью 

в режиме с обострением.

Рассмотрим, для примера, следующую проотую схему. Пусть из 

вещества с постоянными плотностью^удельной теплоемкостью С0) 

коэффициентом теплопроводности т^изготовлен плоский слой

к части поверхности которого площадью 6  ~ { q  Zpa) *  * а"

число» подведен тепловой поток
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' < 2 (ff,^ ) =pa Co W 0 ( - t )  '" 'S *
J C*.i)

меняющийся в ' 3  -режиме ( W#—U?/?st^uk тепловой поток в ве-
_  jp jr /

ществе ± 2 . = ~9С ' ~y g ’ ) я отличный от нуля в промежутке
£  • Процесс нагрева будет одномерным,

если ввнть доотаточно большое число Ф  . Как показывают модель

ные многомерные расчеты одномерность имеет место в центральной 

зоне уже при С? ^  , улучшаясь с увеличением су , так ,

что при О  -f/p практически во всей зоне нагрева процесс

одномерен. Будем считать, что т *е* критерии уста

новления (п*3.5) выполнены. Тогда реализуется решение (3 .3 ), 

а после отключения граничного режима в зоне локализации сохра

няется достигнутая температура и удерживается тепло в течение 

времени £  ^  О .
Воспользовавшись (3 .3) найдем, что располагая потоком 

jo 0C0 We( - t0f ^ % S llq ^ f eCe W0l- £ f  *  s J 2 M , «окно

получить максимальную температуру
/

зеа

9/ъ

глубину прогрева ^^размер области локализации),

e v /

• & ‘‘( & £ Г Г ‘- М м , -л
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затратив при этом на нагрев вещества энергию

или, на единицу площади поверхности t .

гурных скобках можно положить равным единице.

Если на поверхности среды задается температура /7~?̂ 0 ^ )  —

~ 71 ( - t )  ^  9 то выражая з (4-Л) через //^ < 5  или
'71 £  и подставляя это значение в (4 .5 )-(4 .7 ) получим выраже

ния для 2 0̂  ̂ £-а  й ^ 4SP или 7 Te?7 S .
Чтобы аналогичные формулы написать для случая нагрева в 

h  S -режиме из автомодельного решения нужно знать лишь значе

ния двух безразмерных функций: J£(/?p(o} и u J

(см.0.1 .4  и п .3 .1 ), которые легко получить из расчетов. Зависи

мость же от р а з м е р н ы х <5̂  полу чается из (3.2)

или (1 .4 ).



§ 5. Оценки для ДТ- плазмы.

5.1. Постановка задачи и оценки.

Применим формулы п .4 .2 . для оценок одной конкретной ситуа

ции. Пусть на плоский сдой ДТ-плазмы из вакуума падает поток 

лазерного излучения

46

-Q .0 ( - t )  £ * :  О

С? ■ ,  t r  ^  Е  (5 .1 .)

Предположим, что излучение целиком поглощается на границе плаз

мы, тепло внутрь вещества переносится электронной теплопровод

ностью ом»п.2.3. ) . Газодинамическим движе

нием, объемным излучением из плазмы и другими процессами бу

дем пренебрегать.

Установление S’ -режима при £*= ^ 3 . гарантируется, если 

выполнено f & '3  . причем S l( 0 ^ CT)/ s ifo -tJ ) /O?
a ~£ycn7 * * £ < 0  (с'м.(3*10) и табл.1). Половина энергии импуль

са ££0 вкладывается за время обострения £  (при

в  =  'ty c rr?  ^ fO ~ 3 ir 0 будет Я г ).подставпяя
в (4 .4 )-(4 .7 ) значения констант для полностью ионизированной 

I T -  плазмы с плотностью jD  a/<?s>f3 (см.п.2.3) получим

*) Это, например, учет ограничения теплового потока из-за нали

чия предельного (вакуумного) потока, аккуратный учет двухтемпера-

турности, переноса лазерного излучения, процессов ионизации (при 

малых температурах) и т .д .



(5 .2)

S l„ =7- ^ 3 r ^ ( - £ ) - as. ( f ) aS-c / - '

П Л у , =  а г  е у * г^  ( Я . )  - f г

* ? * .( - € ) “ ■ ( & ) * * .Ы  $ Ж .

Е %  =  & * * £ -& ) * * . (ф У * -* -4 -*  ^
З д в с ь ^ - ^ 2  г/с м '3 ~ плотность твердого ДТ, время измеряется 
в нсек, температура -  в кэвах; множитель с/ равен , ес

ли греютон только электроны и I ,  если греются и электроны, и ио

ны. Оценки для значений JD  -  f 0  ~*JOQ , ,
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' даны в таблице з.

Таблица 3 .

даны в таблице 3 .

А / ; Тм(кэв) ]^м(вт/см2). ' (СМ) £  (веек) Ео(^ас )
I I юи 8*10”̂ 5>Ги -а 4. I0"2”
2 3 I 015 3.4Л 0~2 6*Ю~5 10
3 8 ю16 I .V I0"1 б.гчо' 5 8*Ю2
4 ОЛ б̂ ХО10 5 ТО-5 5* Ю"1 7.2*10”^
5 0.01 2‘ Ю6 5*Ю"5 I*5’ 102 7.2*Ю~5

В данной таблице оценки 4- и 5 демонстрируют соотношения по

добия (3 .9 ), Так, время локализации в оценке 5 (1.5*10^ нсек) 

в 300 раз больше соответствующего времени оценки 4(0.5 нсек ), 

характерная температура б оценке 5 (10 эв) в 10 раз меньше соот

ветствующей (100 эв) в оценке 4, в согласии с (3 .9 ). Тепловой по

ток и заграченная энергия в оценке 5 меньше, чем в оценке 4 в 

3000 и в 10 раз соответственно. Глубина локализации в обоих слу

чаях одинакова, т .к .  обе оценки соответствуют разным диапазонам



температур и времен для одного и того же граничного режима*

Таблица 3 и (5.2) показывают, что полученные параметры ле

жат в диапазоне характерном для лазерной плазмы (в г . ч .  и для 

задач ЛТС). Эти значения могут указать на порядок величин, точ

нее они должны быть получены из рассмотрения более полной зада

чи с учетом га8 0динамичесяого движения, электронной релаксации 

и т .п . Отметим сразу, что влияние двухтемпературности учтено 

в оценках двумя предельными случаями: V i — и Т ;  -  0  .

Вычисления по известным формулам f42 ,49 ,50 j показывают, что 

для оценок 143 з а для 4*5 , 2 ^- < 5  , т .е . в пер

вом случае греются только злеткроны, во втором -  отрыва темпера

тур нет. Время термализации электронов в оценках 1+3 сравнимо 

с временем локализации. Собственное излучение плазмы оказывает

ся несущественным для оценок 1*4, подразумевается также, что 

используется лазер с достаточно большой длиной волны излучения, 

например, на , для света которогоу^ ^ . / ^ ” 5 " ^ ^ ' 3

5.2» Влияние газодинамического движения на локализацию.

Оценка несущественности этого влияния получается из сравне

ния глубины проникновения волны разрежения (за время процесса 

7^ ) с глубиной локализации Z<p *

^  s  C M )

Расчеты показали, что полученный из оценок критерий (5 .3) 

является верным, и уже при ^  /V *?  газодинамическое 

движение не оказывает существенного длияния на процесс нагрева. 

Для оценок 1*5 справедливо обратное неравенство с$Jo ^  ,

т .е . требуется учет газодинамики.

Приведем данные численного исследования нагрева однотемпера

турной плазмы обостряющимся импульсом (5 .1) для величин оценки 
\ .
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X таблицы 3* Начальное состояние газа:

f>l-6e?rr>)=£-iP3 а/с^37 ?  Э & , ir{te,rr?)=0

I f  -  скорость, /7 ? -массовая коррдината {(У/тр-уж У '?)• 

Параметры импульса: z£> =-5* 10"^ сек, £  =-5* 10" ̂ 2  сек,

Q .M = S l(q £ )= 7 £ /* '- ^ 2  , так ч т о ? 0 3 . а
Йо=0.04 cjofc . При />т- -  ^  заданы условие (5.1) и

р (р -£ )^ 0  (вакуум), в глубине вещества при гг?  =• =

4 “Ю~ 5  г/см2» /77^ / 7 7 ^ -  1 ,6*IQ- 5  г/см2, куда ни тепло,

ки движение еще не дошли» задано S l(/ r? C)t ) =  а , 2г/т?7о>-£ )= 0 . в 

результате расчетоБ оказалось, что до момента /£>£. Z'e 

тепловая волна продвигается вглубь вещества (рис.9а,<5,в). Нагре

тый газ разлетается в вакуум» перед фронтом тепловой волны дви

жется заметный пик плотности, впереди которого -  ударная волна.

Распространение тепла происходит с дозвуковой скоростью в режи

ме TBII /43-47] . После момента обострения ^  £  *5~ £  проис

ходит смена режима ТВП на режим TB I [b&] . Тепло начинает рас

пространяться с дозвуковой скоростью, фронт тепловой волны об

гоняет ударную. С этого момента газодинамические величины практи

чески не меняются. Это иллюстрирует расчет с продолженным действи

ем импульса до значений J 2 ,( ^  £ ? /& /£ )=  <2. У - 

£ а ^  • (см.рис.10а,(5*в ) в Таким образом» после

установления 3  -режима» определяющую роль играют тепловые про

цессы, а газодинамические " заморожены". Сопоставив данные рас

четы на момент ^  =<£ с оценкой I ,  получим:

I )  Точная глубина прогрева /7 7 ^  близка к оцененной. Эффек

тивная глубина прогрева значительно меньше» профиль температуры 

более вогнутый (ом.рис.9а, где пунктиром показано соответствую

щее решение для неподвижной среды). .
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2) Уменьшение прогретой массы привело к болыцецу значению 

температуры вблизи границы (3 .5  кэв. вместо I  кэв в неподвижной 

среде). Примерно 1/4 часть прогретой массы имеет температуру 

свше I  кэв,
*

3) Плотность вещества у границы значительно ниже фоновой 

(образование "короны").

4) "Выход" на £ -режим (установилась полуширина) произошел

в момент t т .е . на порядок

раньше, чем в неподвижной среде ( ^ycrn ~ )*

С этого же момента, т.е,. раньше, чем выполняются условия установ

ления В  -режима в неподвижной среде (п .3 .5 ), становится несу

щественной газодинамика,

b) После окончания импульса происходит разлет газа и его 

остывание. Мз вещества к вакууму идет ударная волна, образовав

шаяся в результате "накрывания" пика плотности тепловой волной 

(см.рис.12), начавшейся двигаться после перестройки профиля 

температуры на "выпуклый". •

Тем самым газодинамическое движение не является принципиаль

ным препятствием для проявления локализации тепла в силу своей 

инерционности по сравнению с тепловыми процессами, когда послед

ние развиваются в режиме с обострением. В данном примере газо

динамика улучшает локализацию -  температура и время локализации 

увеличиваются, а профиль температуры становится более вогнутым 

(эффективно прогревается меньшая масса, чем в неподвижной среде).

5.3. Сравнение с режимом б̂ з обострения. Признаки локализации.

Сравним полученные результаты с данными расчета, отличающего

ся лишь граничным законом теплового потока

J 2 , ( t ' t c )  }



=■ C o /TS't' выбирается гак, что вложенная энергия оди

накова в обоих случаях. Половина энергии вкладывается за то же 

время — - tyS‘ £  , что и в режиме с обострением. ■ { - £ )

= S (см.рис.II8) .

Оценки показывают, что в случае неподвижной среды граничные 

режимы (5.1) и (5.5) дают примерно одинаковые температуры и глу

бины прогрева.

Расчет задачи с учетом газодинамики для режима (5 .5) показы

вает, что распространение тепла происходит в режиме TB I (рисД1а

б ,в). Волна разрежения практически не влияет на процесс, охваты

вая малую часть вещества. К моменту S  вещество прогрето до 

глубины /7 7 ^  г/с/у?2', граничная температура ^  '/ j& £

т . е .  параметры близки к оцененным для неподвижной среды.

Из сравнения расчетов с условиями (5 .1) и (5.5) следует, что 

газодинамика приводит к появлению признаков, по которым можно 

судить о наличии локализации. Таким признаком может служить в 

том числе сильная ударная волна, идущая в сторону вакуума, кото

рой не возникает в случае режима ( 5 . 5 ).
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сВ0ГНУТЬЙ” тровддь "днтшашйп профиль

t= -I
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ям; ям ; 35

\
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i 0 = -1 
^ - -S.S'IO"1 
л = -1.3’КГ1

у = -2.34'П Г3

\ 3 Х i M “-4.5S-IO-4
\  ^ = -1.72* ГО-4

\
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Т(гЛ)
ВЛИЯНИЕ НЕНУЛЕВОГО ФОНА ТЕШТКРАТУРЫ НА 

ЛОКАЛИЗАЦИЮ

УСЛОВИЕ "МАЛОСТИ" ФОНА

T(0,ty„)
8*12; 0,5 й 6,5

Ь=2
0,25, К0 = I

t„« I

= -3,86-ДГ1 
-1,7-П Г 1 

4  = -5,48-ИГ2 

f* = -2,37-I0-2 
*s= -2,14-Ю"3 

tf= -3,9-ЛГ9 

-1,56-ID"® 
ta = -6,37-ЛГ4
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КОЭФФИЦИЕНТ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ -  НЕ СТЕПЕННАЯ 

ФУНКЦИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ

Рис. 8
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СКОРОСТЬ
£  = 15.4'£ 

4 =  13.4 •£■

t i f=  6.4 ' С  

t? = 5-С

t f *  3.4 •£

if  = г -s 
td-£

ffl

P

Ю6 сц/сек

СКОРОСТЬ

ОБРАЗОВАНИЕ 7.B. ПОСЛЕ ОИШЛЭШ РЕЖИМА с^обостинием*

tf * -г^б-нг®^) 
i z - о
%= 2.5.ДГ3 {-S/&)

5.5-И Г3 (-£ ) 

1,25‘ ДГ2 (_g,5fi)

4.6-1СГ2 (-9^ )

2,45* ID-1  (-50 £ )

= 9,95'Я Г1 (-5006)

0.005

Еяс.:12


