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АННОТАЦИЯ

В работе исследуется устойчивость линеаризованных дифферен­

циально-разностных и разностных уравнений газодинамики, получен­

ных из вариационного принципа. Вводится специальный вид линейной 

искусственной вязкости, не искажающей акустические колебания сре­

да* .

Рассматривается вопрос об оптимальном выборе величины когф- 

фидиента при искусственной вязкости.
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§ I. ВВЕДЕНИЕ

4

Б работе [I] на основании вариационного принципа получены си­

стемы дифференциально-разностных и разностных уравнений, моделиру­

ющие поведение неупругой сплошной среда в отсутствие диссипативных 

процессов.

Одним из важнейних свойств этих уравнений является полная кон­

сервативность [2] , и, следовательно, их изоэнтропичность.

Однако это последнее обстоятельство накладывает сильное огра­

ничение на класс моделируешх задач, исключая из него течения с 

ударными волнами, сопровождающиеся увеличением энтропии. Дня того, 

чтобы снять это ограничение, необходимо ввести какую-либо форму ис­

кусственной вязкости.

В настоящей работе рассматривается линейная искусственная вяз­

кость, обладающая тем свойством, что она не искажает собственных 

функций линеаризированных около положения равновесия исходных диф­

ференциально-разностных и разностных уравнений, т.е. не "портит" 

звуковые волны в определяемой этими уравнениями среде.

Численное значение коэффициента при такой искусственной вяз­

кости предлагается выбирать из условия наибыстрейшего затухания 

самых высокочастотных колебаний, определяемых линеаризованными ура­

внениями.

При таком выборе искусственной вязкости оказывается возможным 

до конца исследовать проблему устойчивости линеаризованных сиотем 

уравнений в двухмерных декартовых и цилиндрических координатах на 

произвольных (нерегулярных) расчетных сетках.

Авторн выражают признательность А.В. Гулину, В.Ф. Тишкину и 

Т.К. Коршия за полезные обсуждения и помощь при оформлении этой 

работы.



§ 2* ИСХОДНЫЕ ДЙ№1РШаШГШ0-РЛЗН0СТ[ШЕ Е РАЗНОСТНЫЕ

УРАВНЕНИЯ

Как ухе отмечалось во:введении, в работе Щ  , на основании 

вариационных принципов построены дифферешщально-разностные и раз­

ностные уравнения* описывающие поведение неупругой сплошной среды 

в двухмерных декартовых к цилиндрических координатах.

Если под |ц з Jturj понимать координаты узлов расчетной 

сетки (QCjj5 Уу соответственно, в случае декартовых координат, и 

UijjZjj - в случае цилиндрических координат), то вышеупомянутые 

дифференциально-разностные уравнения для обоих систем координат мо­

гут быть записаны в следующею единообразном виде!
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Здесь, как и в [ll приняты следующие обозначения гШц- нао­

са лагранжевой ячейки с номера (i , j ) аппроксимадаонной сетка;

Ду» - "массы узлов”,

Ptf - давление внутри ячейки (i #J ), Vfj - объем ячейки ( \ ,■ 
л ), -  удельная внутренняя энершя ячейка, <$й - юют-

кость ячейки.

Уравнения (I),(2) представляют собой законы изменения им­

пульсов узлов, уравнение (3) - закон' изменения внутренней энергии, 

(4) - закон сохранения массы. Формула (7) (уравнение состояния) 

задаёт термодинамические свойства среди» Величины

считаются в момент времени постоянными в пределах одной

ячейки.

Следует откатить, что в уравнениях (1)-(3) отсутствуют чле­

НЫ; предстаэляадие какие-либо диссипативные процессы.

Разностная система уравнений получается из (1)-(7) путем 

замены производных по времени соответствующими разностями, и име­

ют вид Ш  :

6.
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** 1,2,3,4,5, все величины с 

верхним индексом Х\. относятся к моменту времени "ЬЛ * а под вк-
Л*цг

раженжми типа f пошшается среднее взвешенное между момента-*

МИ *tji И "tiul к,, v u ■
f ' e m * # » + и - * ц ж

Отметим, что при 0,5 уравнение энергий

(4̂ ) может быть записано в следущнх алгебраических эквивалентная 

(4) Форшах:

т ^ - - т / » Щ я Г

-  -■ *? u v  &

и» как показано в [i] , при таких эначенаях весов система разнос̂- 

вше уравнений (I )-(7 ) полностью консервативна.

Объем ячейки V;; задается формулой:

Vs = i [ (а**г
В декартовых координатах, ж формулой:

-̂\4 ̂  ~rTki«+ibj ^ Яин+ R'W *) ■

(9)



в цилиндрических координатах.

§3. ИСКУССТВЕННАЯ ВЯЗКОСТЬ,

Для того, чтобы ураэнешя (Х)-(7) и (lS-(7/) бнли пригоднь 

для описания течений с ударными волнами, в них необходимо ввести 

искусственную вязкость*

Основные требования, которые обычно предъявляются к искусст 

ной вязкости, следующие:

I. Искусственная вязкость не должна нарушать консервативное 

динамических уравнений.

2* Искусственная вязкость должна обеспечивать монотонность 

фронта "модельной” ударной волны, и размазывать его на наименьше 

возможное количество ячеек.

Для того, чтобы удовлетворить первому требованию, дсотаточн 

ввести искусственную вязкость как некую добавку к давлению R  в 

ячейке. Выполнение же второго условия существенно зависит от тип. 

искусственной вязкости и величины коэффициента при ней.

В настоящей работе для системы дифференциально-разностных у. 

внений (1)-(7) рассматривается искусственная вязкость в ви,

q , ; = * 4 S 5  ■

- 3 f t + + +  (1°
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где Gjj - местная адиабатическая скорость звука, а 3& - раз­

мерный коэффициент. •

Для разностных уравнений (I* соот̂отствущая (ID) ^ojk

ма вязкости будет выглядеть следующим образом:

Значения коэффициентов— ^*£)£,ае'обнчно подаЗираются экспери­

ментально. При этом, cm акааававтсязависящими от величины и реху- 

лярности ячеек расчетной сетки, а также от значения ряда термоди­

намических величин.

Последнее обстоятельство приводит к тону* что припроведении 

расчетов сложных течений (когда конфигурация радостной сетки в 

процессе расчетов существенно меняется) нредсказать последствия 

"работы" искусственной вязкости с подобранный на простых течениях

коэффициентами 8S бывает очень трудно . ШюхоЙ подбор коэффицнен-J * » . • 
та Ш проводит либо к сильному размазыванию ударных волг, либо

к появлению "ряби"* ие именцей физического смысла. Такой характер 
• , • ■ ■ , > ’ 

проявления "неоптимальности" эг наводит нахнехь находить вели­

чины &  в Каждой момент времени из условия наибнстрейшего зату­

хания самого высокочастотного нормального колебания [б 1 линеаризо­

ванных уревнешШ (I)-(7), (I'M?').

Действительно, еохи длинноволновые собственные колебания ме~ 

ханическкх систем, определяемых этими уравнения, аппроксимируют



«собственные колебания соответствующих им распределенных систем с

• бесконечным количеством степеней свобода, то высокочастотная часть 

спектров систем (1)-(7), (1/)-(7/) является по-существу, "паразит- 
■ * 

soft" и9 по всей видимости» приводит к накоплению нерегулярностейТИ- 

Ад"ряби". Слишком же интенсивное демпфирование всей' высокочастотной 

части спектров может вызвать сильное размазывание рассчитываемых 

газодинамических структур,

§Ц, ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ИСХОДНЫХ УРАВНЕНИЙ. АКУСТИЧЕСКОЕ

ПРИБЛИЖЕНИЕ»

Пусть среда, определяемая уравнениями (1)-(7) находится в со­

стоянии равновесия, т*е. j "Rj^coftst . Внесем в ко­

ординаты и скорости бесконечно малые возмущения ; Sju- >

SU;‘ • Эволюция этих возмущений во времени, с точностью до бес­
конечно мадах второго порядка, будет определяться линейными урав­

нениями:

10



<%*1 d r w  J 

4 ; =  а&Лц̂) S ii  <£bi д эеЩ)ДкГ ШД̂тга
Vi! dfc Ti4 L^i5 3jj.. ц

+  §ь* + ‘̂A J SUi*1-H + 3Su.5‘01.rtj+»
o ^ hj а1и4Н c L U ^

(Q i$ ~  квадрат адиабатической скорости звука

(£> - энтропия)

Следует отметить, что члены, пропорцЕОнаяьнве прекращениям про­
изводных от объемов по координатам узлов (типа Ъ 2хь ) в (II),

1 м
(12) отсутствуют. Это связано с тем, что мы используем точные вира» 
женшх (8) ж (9) для объемов ячеек. В этом случае (как показано л 

[i] ) на любых сетках выполняются равенства:

В силу этих равенств и условия' COflSt14



la
вышеупомянутые члены взаимно сокращаются.

Аналогичным образом получим акустическое приближение для; раз­

ностных уравнений (Iх)— ):

Св 3 Ни
(и )

(12 )
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I 5, ЫШ1ИЗ ЛИНЕЙНОГО приешения да одномерных

ШЬНО-РАЗНОСТНЫХ И РАЗНОСТНЫХ 

УРАВНЕНИЙ

Прежде, чем приступить к исследованию устойчивости уравнений
I . I

(II),(12),(II ),(12 ), рассмотрим их одномерные аналога [I] .

П. I. Пусть аппроксимацйонная сетка состоит из прямоугольных 

ячеек со оторонаш, парадпедьннш осям координат, а начальные воз­

мущения для сиотемы уравнений ((II), (12)) заданы одномерными по jjl , 

т.е* $|иц=нО от j не зависят. Тоща и в любой

другой момент, времени t возмущения будут оставаться одномерными, 

и их эволюция будет описнваться уравнениями;

-  О (В,

где

%  в  +  (15)

Здеоь индекс j опущен, поокольку от него ничего не зависит.

Подотавляя в (13),(14), (15) СЕI вместо £=• , а вместо Vi
его выражение в декартовых координатах:

Vi ==-
получаем: .

H i  - № - 0 -  с ъ -я ^-о  (13')



Приведем уравнения (13 )—(15 ) к операторной форме. Введем 

одешиачекия:

й” УЬг.  ̂ ®i — *ij -A, j

(16)

Al-, =  -(f; i А 2;-=--д;„4 )

Подставляя (14^) Д15^) в (13 ) получаем:

d t

л . .

Обозначая вектор-функцию ( t— 0; lr jN) через ^  заш-

ш  (17) в матричном виде

/ч* «I

И '£+'й ЛСу+*лр’> “0  (17̂ )

f̂ r
где матрица M  является диагональной с элементами t \ . i ,  а матрица 
£fx шеет структуру, аналогичную структуре трехточечннх разностных 
оядарагоров дан уравнения тешкшроводностй с переменными коэффшщен- 

м  дая второй краевой задачи {з] .

Поскольку все 1^1 »>0 , то очевидно, что линейный оператор-V *
И. яолоххтадьяо определен*

Линейный оператор ofx самосопряжен и яеотрщатедьно опреде-



лен [3] .

Запишем уравнение (17*) в нормальных координатах L 51 • Парей* 

дем вначале в систему координат { е , 0N/j-» связанную со 

старой системой координат ОД соотношениями:

( И 1

45

1
Вектор Y  преобразуется в ¥  по закону;

=  ETvjf (18*)

где 5 - матрица перехода» имеющая диагональный вид» Элементами
• и. m

главной диагонали этой матрицы являются величина . Тозда

(17 ) примет вид 1

K S Y / + ^ ’,s. S C Y ,+9£.^'^'=lCl (17*)

// т
Умножая (17 ) слева на неособенную матрицу Ъ (вследствие

т ■
диагонально сти S  ss.S ). получим

Т  ( г Г )

Очевидно, что "об-* —  S^Sf~ S - самосопряженный? неотридатежь-'-V/
но определенный оператор. Оператор ofa: по структуре совпадает с

of » а их коэффициенты связаны между собой соотношениями*

По известной теореш теории штриц [4 \ , оператор посред­

ством ортогонального ареобразозанал но&ет дть приведен к диагональ-



. 1 <b
ному виду с неотрицательными диагональными членами.

Обозначим черед Кк.СК~0>1 . собственные числа оператора 
"ч' //

, а через к. - соответствующие им ортонормированные

собственные функции (нормальные координаты). Переходя в систему

координат } k вместо операторного уравнения (17Л/)

получим следующую распавшуюся систему уравнений:

¥ " + Х,,С'<+
JC=-Ojl, . ■ .) (19)

ГДЕ% коэффициенты разложения вектора возмущений Y  >9 нормальным 

координатам. Таким образом, вопрос об устойчивости системы линей­

ных уравнений СЕЗ'Э-ССб7) свелся к вопросу об устойчивости системы 

невзаимодействующих между собой линейных осцилляторов.

П. 2. Приведем к форме (19), удобной для исследования устойчи­

вости, систему уравнений (13)̂  (15), записанную в цилиндричеоких 

координатах:

и .  — о

S E i =  -

<*. =  C R i ^ u i M - RiS Uj)

Как и в случае декартовых координат, ввода обозначения: 

N i+1“Ki

A.1i ■=*ifIR i R iVa A3j— ~ {fi— ^ i-i

(22)

(23)

(24)



м

и подставляя (22),(23) в (21), получим:

Я \ ^ ,'+А 1!С5К;+1+аг.̂а;+^4-2)!б^-й£^+АЯ|в1?и+*5и|^25)

Обозначая вектор-функцию ^ Ъ Я  ̂1 =  ОД;. через ^  ,

запишем (25) в матричном виде:
I . ^

H i p  +- + зеу) — С>
(26)

Здесь -Ы - диагональная матрица с элементами М; , матрица оГп 

по структуре аналогична трехточечным разностным операторам для 

уравнения теплопроводности с переменными коэффициентами в цилинд­

рических координатах (вторая краевая задача [з] ) и , следовательно, 

симметрична и .неотрицательно определена.

Произвола замену переменных

y ' - i R - Ж  . (27)̂

или

‘ -л
(27')

подучим:

. (26 )

"\h_ c^'V С.
где с к —  о оСр̂О также симметричная, неотрицательно-определенная 

матрица (отметим, что вследствие диагональяости ). Коэффи-f'V* ■
циенты в матрицах оС̂и 2с о связаны между собой соотношениями 

<20).



Переходе в систему нормальных координат > I-ОД^ . ;К|} 

представим .пикейную среду» описываемую уравненшши (21)—(23) в виде 
набора независимых осцилляторов:

18

А,

К.—  0 5 1} I. м j \к>о
♦-ч*

сГ»

(19')

где - собственные числа оператора оГ̂ , a - жоэф-»

фициенты разложения вектора возмущений ^  по нормальным координа­

там.

II. 3, Рассмотрим одномерное разностное уравнение в координатах

где

Ч: =

(29)

J

5*>

(30)

(31)

йодстав̂аш (29), (30) в (28) получим:



а з *—  « A f .  M -  s t S a f t ' i v f f  <33)

Обозначая вектор функцию > i- ~ Q A r  ■ jW^ через ^

■ {b^ •>i-ОД, через , запишем (28)-(31) в опера­

торном виде:

(32')

сг*л

а

к

ги

Оператор уХ представляет ообой трехдиагональную матрицу, на глав-
“ г* '

ной диагонали которой находятся величины ̂ 0  ; , а на левой и правой
прилегающих к ней диагоналях - соответственно К Я \ и А Х \ ,

Покажем, что оператор при 5^ = 5 2  самосопряжен и
• / -% tC|i<W \

неотрицательно определен. Рассмотрим билинейную форму L )
Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что:

a t b i - t L t f  (5 &

' ° (34)

Из симметричности (34) при —  относительно Ц> ж JL - следует 

самосопряженность о<̂ . Отсюда же вытекает, что

с *р ,а П |» ? о  ’

т.е. неотрицательная определенность оператора
<\J$
оС<

&<**£)
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Производя, вначале замену переменных

е перехода затем в нормальные координаты, приводам уравнения (28) 
(61) к форме, удобной для исследования устойчивости:

по нормальным координатам.

§6, АНАЛИЗ ЛИНЕЙНОГО ЯРШШЖЕНЙЯ Ш  ДВУМЕРНЫХ 

ДШЕШЦШШО-РАШОСТЕЬК И РАЗНОСТНЫХ

УРАВНЕНИЙ,

П.1* Приведем уравнения (II)-(12.) к виду, удобяоцу для иссле 

дования устойчивости, т.е. представим их в виде системы невзаимо­

действующих гарионнческих осцилляторов.

Введем обозначения:



^ r t i T u ^  i+1J ^ч

к. . т ш ^ к ! и М й ^ щ ^  ;

^ w ^ i i  Щ н ^ а

* * 3fW * i  f  W*. *&

z X - , * SlLa4 ̂Гн4+  V*. : ^2ы j-1 ЗТм i- 4

б м 4^ и ^ р ^ У^ и з  3 jlij 

r, , ̂ ILii€lLu  ц r\4 и ̂Yi-i j -'
- ^ ' S p i ( . e ^ ^ „ i . : ^ , ;



Й2

пЯд, -— у -<3Yu 3Vjj . у. 3Vv_*j *

аг" - 5 *а(,ил + « ^ ^ ^ а )

n p —  y,. 3 ? U  ЭТц ■ у. ■(ffiU.i i3VImJ ~
O'fi^A'^0^ Д&, i.j, n.. i

a 1 ^  T ,j -T^ 1^'

n  о __w•.. 5Vjj <̂ yii , y., . chTj^; 3VI-i j *
ал га =  ft X T . +  Q h j  T T ^  J

a 4 41 =  ̂  g i i n + - ^ .  А о м  ',

' и Щ и *  . Ц у

a % = -  Ф "4  1



£5

% 1 « . =  у-. 3Vjj ?Ш< ' ■ВД№==)гйШц 2 j fo i
tt « v * £ H 1» «“^л р в -

-4>г ,,=я {й ^ # 1

й р  __у- . Ш1ц сЁОиГ. X"; ,;Ш4-(о ,'
* z *  - 1 М  ^  «и' ^ м ^ ; ’

6 s „  -  'м. . % ' * •  ̂ ^и -Ц к ц З Ь ^jSfcn;

fcSar*  ̂ % ; ы  S w ? & V -  S ^ # iJ Ш ,,
u v djU-ин̂Цу

и
)

б4<л= Ь М - '  Ф " 1  f a S t  Ш " »
. ® 1W- Л U

r 4  « ^ j a i n ^ :  К * =  гСи-Дн Щ Г ^.
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Qy. — ( ^  ̂ ia V Л1-fО-̂ил Clltt. \ •
06 b —  U *  d 4a Л  L a l ^  a l iS)  /

.= ( â « °̂ u V АЬа=, ( a=4 i Q/\.
vixĉ yj / v(xS^ a 3 w ;

A4i- =  ( а4'и й ^ г .\  E li;, —  { ^ >1'lz-

-2.Ц feti2.i; U ^ o n J 1 U l ,  a  b

Ъ2ц ■= /Г̂ В« ^Л 'Ъ 2>;;== Г '̂и &3„г‘

\ ( э 2 г/) &&гг/ ч & 2>гл &2>2i J ^

^ 4- j  = =  Г & V \ .  H i i * =  ( °
W y W a J 1 H i J 1

Цусть - обозначает вектор с компонентами (5^;j *> S  jJ ,j )

Тогда уравнения (II)-(12) могут быть записаны в следующей матрич­

ной форме:

^  \ -+- АТ , Л г , .i- rv> *у . г —
i+Ajj

+  A £ j -  { ? ! ^ + 8£ ? ц Л + A 3 il{ ^ ^ + « t - Mi} t M u{ t u ^ ;^

■+ Blu l^HiiH+3e'€Vvlj.Ml; Ч-.'ВВ;-1̂-йи-+- м\ +

+  ЪЗ; Д ^‘ни+де̂ н ^ 'ц'®>̂'и ̂  i-Hij-i =  О

(36)



Z5

'—г '-у
Обозначая через ЧГ блок-вектор с компонентами *t'u :

1М^С). , . -^N0) * * ’;

Представим (36)в операторной форме:

(36')

Д.2, Расомотрим некоторые свойства операторов вН и с£ . 

Оператор Н - блочно-диагональный оператор с элементами М.;! . По-
гм

скольку все Н’и > 0  .а матрицы И.;; имеют диагональную структу­

ру» то очевидно, что Й. - сашоопряжен и положительно определен* 

Оператор о£ представляется блокч̂трицей, имеющей структуру, ана­

логичную структуре девятиточечных разностных операторов [i] , о той 

лишь разницей, что места соответствующих коэффициентов занимают мат­

рицы А1,А2,АЗ,А4,В1,В2,ВЗ,В4 в соответствии с рис. I.

Пуоть у -блок-вектор о компонен­

тами Jii Е>;Л • .
а - блок-вектор с компонентами 

Непосредственным вычислением можно
’*■ 1

убедиться в том, что

С  ■
Ч \ .

Ah

В'5 М  AMij в ч ,

Рис. I. i Ч

Имеет место тождество:

VH мч

Ш  * • +|«0 <“0 \U | N utAj



£*J4;*W
и

Оператор Ж неотршу̂тельно определен 

Действительно, из выражения (37) следует, что:

« * 1 > - £ £ к { З М ь н ^} -0 A- о  ' * ‘‘J ^  Р* “Tmj

я*>
и

(38)

a pwj *  <^й>, • ap,iM-.

Шижольну jfo> 0  , »  ( ^ l l ) z o  t что и утвервдалось.

Оператор 9^ самосопряжен.

Эха оледует из симметрии правой части (53) отнооитёдьно величин

.(оЦрЛ и ( d } fc ) . % . '

Д.З. Запишем уравнение:(3в/) в нормальных координатах [5] .

Две этого перейдем вначале в систему координат "W,^’ связанную оо 
. ■ 

отрой системой координат соотношениям:

W , 1’—  уНц'й''(4 (39)

Нетрудно видеть, что в новой системе координат оператор Н превра­

тится в единичный, а 36 преобразуется в 5£ по структуре совпа- 

с S6 , с той лишь разницей, что элементы заменятся на еле-



кu

чНцНи 
Вй«—  -rb'ii— ;63j;

; M j - _ _  - ар.:: —  As;; .

’ “ к 5й - /

; &■ »= -Л л
taj-H

87

?• “ ' Ж  ?

Очевидно, что оператор

■4

А-

A4ii

• (£4 .—  В4:г ♦

Т Щ к У  в

является также неотрицательно до» 

ределенннм и самосопряженным.

До известной теорем© теории матриц [4] , отсюда следует, что off 

может быть приведен к диагональной форме посредством ортогональна 

го преобразования, и что вс е его диагональные члены (собственнее 

числа) будут'вещественнн и неотрицательны, Обозначая̂через Ак

. ̂ О̂СН̂̂Тробствешше числа оператора ©£ в порази» 

их возрастания, а через - соответствующие им ортонормкроаак»

нве функции (нормальные координаты) £ вместо операторного уравнении 

(36̂ 5 получим следующую распавшуюся систему уравнений:
t » о

(и )

Gc<. Xfc. — О.

k*Cja,.. (̂м+аХн+1),Хк>о

где Gr£ коэффициенты разложении возцущений по системе векторов

.

П.4. Рассмотрим теперь линеаризованные разностные уравнения

(Х/)-(7/). Нетрудно видеть, что по структуре они аналошчнн д#-

ференциально-разностныи уравнениям (!)-(?)•
ГС

Пусть - обозначает вектор с ненташ
. „ . . < * * & ,  э д

a wjj - вектор с компонентами Тогда уравнения

(I'M?') можно записать в виде:



2Я
Г4! Г̂МЛй

, . * ‘ . ‘ . * . -

Матричные коэффициента -> jjt ; ^ » f у. ̂  £>i и т*д. (за ио-

хявчшек й г Ъ .  входящие в (40) отличаются от используема в
F ' ' *

(36) только тек» что на и производные типа

л т.д. входящие в определение этих матриц, "навешиваются” веса

ив,,^ ,. щжчеи ввлагашш ^Г>б;чГ>5н - 1) t f i i - i  * *  прожаводаые 
от обзднэв по координатам } берутся с весом , а ос­

тальные сошожитеду с весом •

ЭУментн матрицы ОД, задаются внражез

/ ' L ' / *  2 $  a s £ * i. х**> +

&  -
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« £ % ■  r  т й  # ? * # +

& $ $ * £ & + $  a v £  ^  •
•  й ^  < %  s dfiu a ^ ,  »

св,̂"> y 6̂  зи  ̂A y ^ j.
d 2 i —  5 -i 5 ^  sju + . ^ u , i ^ *

^ j ^ a S + i g  a v g  3 2 & ' ;

-  11 ^ a j T B

< £ ? =  iff’ .й Г Ж *+ . i f i . s O v f * ’
■“ «“ -aj,,, J u s +  ^  i f u

{Й. £ & ^ + p  « £ ’ # й ?
‘Зун <%; ^H;ipu d ^‘ii " M

*1t
Обозначая через ^  блой-вектор скомнонентами г-ц*

"Y '£'^o6)^c^;>,t ’̂М ^^О '^^МЗ * *.' )̂ио’>* * * 

а через ^  блок-вектор о компонентами ~VT i\

^  i.^ 0 0  Vc« v • , %  м>̂и»1 * 'J^5ftw • jT^hq ,»»* ,Л ,]
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Дредотавим (40) б операторной форме:

а С й ^ Ч - о

.TtiL
ЧГ ~ 4 ?  _  (41)

<4,
где оператор к  совпадает о используемым ъ (Зб7), а 56* у

/w . i *
имеет такую же отруктуру, как и ос (см* п.2, §6 ).

Методом, описанным в п. 2 настоящего параграфа, ысжко показать,
что при ^  оператор самосопряжен и неотрицательно

ЧН
определен.

Представим (41) в нормальных координатах: Произведем в начале 

замену переменных:
Г —' ft-

г-а «=• т/Щ, ч  и
Сворост* Ж (; преобразуются аналогичным образок:

гг"
Т;Г

В новых координатах опештор Л превратится в единичный, а 

преобразуется в Ое  ̂ , по структуре совнадавдий с 

Коэффициенты этих операторов связаны между собой соотношениями:

§ > « * L  s £ f  \  М ~  ~ ь £ £ -
' H-i; ^

>1НйКГл'



'1ЩЯЙ5̂

Очевидно, что оператор 5^ при самосопряжен и нео­

трицательно определен. Обозначая через ,, C’W^XHfiV}

коэффициенты разложения вектора возмущений по нормальным коорди­

натам, а через коэффициенты соответствующего разложения

скороотей, получаем уравнения (41) в исковом гиде:

Сл. u Ь- J (35)

Г*ИИ_Г И
ii,.. /м я м у д ^

^  «-и

АЛГОВДШ НАХСВДЕНИЯ ОШИМАЛЬНОГО КОЭФФИЦИЕНТА 

ПРИ ИСКУССТВЕННОЙ ВЯЗКОСТИ,

Хорошо известно, что ншсняя часть спектров операторов типа 

cX.jp j $ ^ 3 ^  j, ̂ j f W o K o m m p ^ T  шшние части спектров со- 

ответствузяцих им дифференциальных операторов, чего, однако, нель­

зя сказать о высоких гармониках-
Выберем коэффициент в (19), (I^), (19;/) таким, чтобы

искусственная вязкость гасила наиболее эффективно самую шсокув 

гармонику с X* —  Ш.03С, А fc .

Из теории колебаний J известно, что наиболее быстрое 

демпфирование происходит при



. • ш  ..

V* *
Для оценки величины Л воспользуемся теоремой Гершгорина Q4J : 

пусть. произвольная IflXIfl матрица с комплексными

элементами. Каждое собственное чисд» А матрицы А всегда распо­

ложено в одном из кругов (на комплексной Плоскости), за̂рваедах 

неравенствами:

' i ' «
I (43)

. ■„ " Vе 1 . _ ■ ' . '
■ t . . ■ />/ '

Аизиим максимальное собственное число матрица .. . 

> « . « > » .  : ,г

(Hii5 {^,н и ^1}+с Н и Н ^У {1а 1,,[+1^г|}+  

СНцНи+5 {\а2Л1\ + 1 aS^tl +(НцН^,^{ \м  аЗ  ̂|}+

_СНи \  \оа-« \ ■+ \ cl412_s} +  СКи-Н+илл!) ̂

Ски +С ^«Н мй5 +

С К ц Н ^ - л ) 1+ j ;

САц'Ьц =  C H ^ C H ^ t f c U t

"̂h- % ■ “'V* (45)
^ICtSz/il^O^WQ ̂СИц̂!) Cl(XSjjl|-О*Зга0*+СМ-и-̂ X . -

*** ' ■ . ■

QcWr^l -+1СЬ4ггГ) *ьСН{Н4 ^  .
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Из (43) следует, что

\\-= , тдл- Л,. 4, атх..{таг-(Л^и ;jnanxCA у) ;Д (46)
^ * j 1 о

Отметим, что в случае декартовых координат, на квадратной 

сетке при Q - - ■= Ct-nst С,; ~“СО в (46) реализуется знак ра­

венства.

Выпишем конкретный вид коэффициента в простейшем случае 

одномерных течений, когда массы ячеек равнн между собой (.Ш̂ ~Ш)»

В декартовых координатах:

А.Ч max w>

следовательно

3E- =  л ----- 4а,
^ C C ^ C ^ )  («)

В цилиндрических координатах:

^ 6  w a x  j

Откуда

=  - [ I — ------ ■ -1-- ----- —  (50)

<w,o* R h c ^ v-»1
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Отметим, что для разностных уравнений (35) t (35̂ ) (как будет 

показано в следующем параграфе) оптимальный коэффициент иску сеть эн­

ной вязкости 32. танке определяется из формулы типа (42)

зе.

0 0 *  -  

ИЛИ ^

л Z

где (К ) - максимальное собственное значение оператора

объ м на момент времени тп *

§ о ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ 

даКбЕРЕНЦЯАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ И РАЗНОСТНЫХ 

УРАВНЕНИЙ.

Исследуем свойства решений системы обыкновенных дифференци­

альных уравнений (19ш) „ описывающей поведение невзаимодействую­

щих между собой гармонических осцилляторов*

Подставляя в (19/и) , где Ate- комплек­
сная постоянная» получаем:

ООк 4- А* С Л + soot>  О
. . jCN+IXM-HC) J Ак.> о

(51)

откуда

эг\

Из (52) следует, что для того, чтобы амплитуда колебаний не 

нарастала экспоненциально со временем, т.8. чтобы система диффереА* 

шшально-рааностных уравнений ( I I ) , (12) была механически устойчив̂ 

[_*Q , необходаю ж достаточно, чтобы ЗЕ.‘# 0  .

Отааетнм, что формула (42) следует из требования равенства 

подкоренного шрвжешся в (52) для самой внской raj



Приступим к исследованию устойчивости разностных уравнений 

(35/), списываниях систему невзшшодействухвдих мехду собой "раз- 

ностннх" осцилляторов.

Будем искать решение этих уравнений в виде:

55

(53)

nte Я , £гь > &- к - комплексные числе. Подставляя
/ . ’ ■

(53) в (35 ), получаем:

№ ,<^+ a - ^ ] G  * =  о,

" (54)

о ,*— о
't-п

Для того» чтобы решение уравнений (Зб') существовало при любых 

началшых данных Q Z , £L^ э необходимо и достаточно, чтоб»
W*> ь

детершнант системы уравнений (54), рассматриваемой относительно 

неизвестных Х2-* бнл равен нулю, т.е. .

+  i Kx . [ Щ сц+а-б-,4) ] +

с -1 -®V>1 =  о
(55)

Выражение (55) представляет собой квадратное уравнение ртноситаль- 

но неизвестной величины • Запишем его в виде

< b i * - & < U  +  C.«=rO'



откуда
36

q —  - U  v ^ - 4 q c
  "я-----— 'S o .

где

a  —  l - ^ X f e r H ^ + s o
71 (56)

u (57)

(58)

Нетрудно видеть, что для того, чтобы система уравнений (И̂ДЕЗ*) 

не имела решений, растущих со временем экспоненциально, т.е. была 

устойчива, необходимо и достаточно, чтобы

| 14r 1 для воех К

Исследуем детально устойчивость уравнений (35Л) в некоторых 

частных случаях:

Пусть

эе.̂о j

Тогда

4 ^ Г'2' ^
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Для (Х “ О (чисто явная схема) получаем:

т .е .

! q j  ■= V  1- +г %
(63)

Неравенство (63) показывает, что уравнения (Ц/)>(12/) ирж 

;Эе.з«0 > — 6 ^ = 0  6^ - произвольны, неустой­

чивы. Однако, если выбирать 2  ̂ из условия £ j-Л * С , где 
С - некоторое действительное положительное число, то рост возму­
щений со временем Т  будет ограничен экспонентой в? ’ .

Рост возмущений говорит о том, что в систему разностных ос­

цилляторов (35 )̂ происходит подкачка энергии, имеющая "'разностное‘ 

происходаденме.

Пусть (X ■= 1 (схема, неявная по давлению). Тогда:

_  4О . =  .—2— (64)
1е- 1 +ДГ2- и ы т г)  '

откуда получаем

 ̂ci J  ~  ̂  ■ <б5>

т«е. система уравнений (II ),(12 ) при Э?.-=Ю , 

произвольны, безусловна устойчива.
т

Для полностью консервативной схемы без учета диссипации:

ЭЕ?.̂ О ; €Г̂ -=г 6^ — 5% ~ —  О.S"
имеем:

«



Из (66) следует, что, как и в предыдущем случае (C| j ~  

Рассмотрим вопрос об устойчивости явной схеш 5^— 0
с \

с ненулево® вязкостью  ̂Зе Ф О ) .В этом случае

Зададим 31 таким, чтобы душ наиболее высокой гармоники с
Vя :А
Л модуль С[ имел наименьшее возможное значение. Мокко показать, что 

минимум достигается тогда, когда подкоренное выражение в

(67) равно нулю,т.е.

(68)

Подставляя (68) в (67), для самой высокочастотной гармоники 

получаем:

сГ --='|-\/*л

Эта гармоника устойчива, когда

(69)

. "V
Отметим, что для оператора ос̂ на равномерной сетке с

шагом к при ^С О  fivfc * й*"- C.Ofi.vt-'A'"' —  'Ц- * У<>-
. ' Vi'



ловие (69) имеет вид*

При 3£ , заданном формулой (68) исследуем устойчивость более ниё< 

ких гармоник» Из (67) находим:

V *  1 ± \ j  (70

Поскольку ^  X* * для устойчивости необходимо и доста­

точно, чтобы .

г к ? У  (72)

После несложных алгебраических преобразований находим, что нер&» 

венсгво (72) эквивалентно (69), т.е.

35

(70)
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