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ТЕПЛОВЫЕ СТРУКТУРЫ И ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ ДЛИНА 

В СРЕДЕ С НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ 

И ОБЪЕМНЫМИ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА

В работе изучаются условия возникновения и характер развития тепло­
вых неоднородностей (структур) в неподвижной среде с коэффициентом 
теплопроводности и объемными источниками тепла, зависящими степен­
ным образом от температуры. Установлено, что в такой среде существует 
пространственный масштаб (фундаментальная длина), определяющий раз­
мер области, в которой имеет место метастабильная локализация тепла и 
на асимптотической стадии процесса происходит образование тепловых 
структур. Ряд особенностей нелинейной теплопроводности и тепловых 
структур исследовались в (1-1Г>) .

1. Рассматривается одномерная нестационарная задача об инициирова­
нии процесса горения возмущением температуры, внесенным в конечный 
участок длины Аг0 первоначально холодной среды (задача (а)), а также 
задача о неустойчивости гомотермического горепия среды, равномерно на­
гретой в начальный момент (задача (б)). Исследование проводится при 
помощи анализа автомодельных и аналитических решений, а также при 
помощи прямого численного решения соответствующих уравнений в част­
ных производных.

Рассмотрим задачу Коши в областн — оо<г<оо дЛЯ уравнения с источ­
никами (задачу о горении)

= <>t„ T(t„r)=T,(r), (1)

где &о>0, #о>0, <J>0, Р>0.
Это уравнение имеет автомодельное решение (а.р.)

(2)
T(h,t) =  (qli ) nf ( l ) ,  %=-irq, m‘ t~mk0 Vl =zr(?10 -ntl(M ~ '/2, *2= - l ,

где гг=(1—fj)~\ Ш1=по/2 , яг=яг1+ 1/2, qi= —q{)<-01 a f{%) — решение урав­
нения

f ^ d f / d t  (3)

Ограничимся здесь случаем для которого £ — вещественная пере­
метшая при i<0; так как п<0, то из (2) следует, что T(r, при
t—‘— 0.

Формула (2) дает решение задачи Коши (1) при t0< t < 0 и специаль­
ном задании T0(r )= (q itf)) nf(b,<>), где |0=£(г, t0). При i-*-—°° эта функция 
стремится к нулю и поэтому (2) мояшо трактовать как решение задачи (а) 
с бесконечпо малыми начальными данными при f = —

2. Б случае задачи (а) будем искать решение, отличное от нуля в ко­
нечной (или бесконечной) области — и  удовлетворяющее усло­
виям холодного фона /=0, f f ~ 0 при 1=±1ф, а также условию симметрии 
Г | ^ о = о .  ■

Из формулы (2) видно, что возможны три различных режима горения:
HS-режим (при 1<р<а+ 1), когда полуширина области горения
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Лг*=г(£*, £)—г(— £) (/(£*)//о= Vs) возрастает с ростом t (при — 0);
2) S-решим (при £J=a+l), когда Дг* неизменно во времени; 3) LS-режим 
(при [}>а+1), когда полуширина области горения сокращается (ср. (4)).

3. Указанные режимы являются асимптотическими при задании про­
извольного возмущения T(r, t0)= T 0(r) в конечный момент времени t= t0': 
они могут установиться па стадии, когда выделяется тепла гораздо болытте, 
чем имелось при начальном подогреве в момент t= ta. Из-за неавтомодель­
ности начальных данных решение задачи (а) обращается в бесконечность 
не в момент £=0, а в некоторый момент £==£,■ (такие репгепия называют 
обычно режимами с «обострением», см. (3, 4, 14)). Очевидно, что £f=£i+£2, 
где £ 1 — время установления профиля, близкого к автомодельному, а £2 — 
время, оставшееся до момента фокусировки. В случае S-режима находим 
(см. п. 4) £2=2(g+1) [а(а+2)2Г1я(0, ti) g0]“l-

Для исследования удобно формально перейти от переменной £ ^ (—°°, 0)

к переменной —(£/—£), где 0<£<£;; при этом \=k~\~mir{ts—t)-m̂  q\t за­

меняется на q0(tf~ t)>0 .
На рис. 1 приведены профили температуры Т (г) для различных мо­

ментов времени в случае S-, HS- и LS-режима. Для S-режима они полу­
чены (рис. 1 а) численным решением задачи (1) при А0=1, <7о=И, 0 = 2 . 
Для iS'-{p=3) и HS-режнма (р = 5/з) решения выходят на а.р. в со­
ответствии с (2) (рпс. 16). Аналогичные расчеты для LS-режима при 
[5>с+1 (рис. ie) показали, что в случае конечных начальных возмущений 
выхода на автомодельный режим нет, однако профиль Т (г, t) внутри обла­
сти горения близок к а.р. и сильно искажается на границе области.

4. В случае S-режима существует аналитическое решение уравне­
ния (1), удовлетворяющее условию f f —0 при /=0:

T{r, t) =  (g0(tj~ t)) ~,/<T(sin2 а ( с г—г)) ( 4 )

где Ct — произвольная постоянная, дй=д0о(о+2)/2 (о+1), а = [ о 2д0/
/4А0(с+1)]\

Решение (5) является периодической функцией г с периодом

£ г=л/а=2л;[ (о-И)к0/о*до]'к. (5)

Эту величину мы называем фундаментальной длиной (ф.д.). Из (4) видно, 
что в точках rK=Ci+nLT: к=±  1, ±2,. . . , потоки равны пулю. Имеет место 
самоподдерживающаяся в течепие конечного времени, зависящего от на­
чального возмущения, тепловая изоляция соседних слоев (rK_i, гк) и 
(rK, гк+1) длипы Lr.

В случае задачи (а) при o=[J—1, независимо от условий Ar0< L T или 
Дг0>£т, решение уравнений (1) асимптотически выходит на один период 
решения (4), иными словами горение происходит «па ф.д.» в окрестности 
(имеющей диаметр LT) точки с максимальной температурой Т0(г). При 
специальном выборе начальных даппых можно получить одновременное 
горение нескольких структур (4), каждая из которых имеет длину LT.

5. Рассмотрим теперь задачу (б) о гомотермическом горении с 
T0(r) =Т(0) =const; ее решение имеет вид

Г (г, 0<£<£/= (g o( M ) ^ - 1(0))-1. (6)

Проведено исследование устойчивости решения (6) относительно ма­
лых возмущений 8Т=А (£)ехр i(cdt—kr) и показано, что в HS-режиме (при 
р<о+1) решение (6) устойчиво для возмущений всех длин волн, а в LS- 
режиме (при ^>а+1) неустойчиво для возмущений любых длин волн; при 
этом возмущения растут по закону (£/—£ ) Гомотермическое горение в 

S-режиме (при р=о+1) неустойчиво для возмущений с длиной волны 
больше критической Я>Яс=2:гс[А:о/#о(о+1) ] ’/г; при этом возмущения растут 
по закону {t}-t)ni, п1=р(1-(Я,еД )2)/(1 - р )1 при а > 0 и по экспоненте с 
инкрементом (1— (%c/h)z)q<s при о=0.
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Численные расчеты показывают, что в случае Ar0< L T область горения 
растет, пока ее диаметр не достигает ф.д. Ь г, после чего скорость горения 
возрастает па несколько порядков (явление всиышки «на ф.д.»). Вспышка 
аналогична цепной реакции в размножающей среде с линейной диффузией

Рис. 1. Профили температуры Т для различных моментов 
времени (числа у кривых) в случае S-режима (a), HS-pe- 

жима (б), LS-режима (в)

(если а=0  ((3=1), то Хс совпадает с критическим размером, a Lr=°°; если 
а>1, то X JLt= o/(c5+ 1)~1).

6. В случае [}=о+1, вводя x = fa+l, запишем (3) в виде уравнения дви­
жения консервативной системы

х "= (  (а+1)/а)£1/<сг+1)— (а+1)ж, x'=dxjdx, т=|. (7)

Потенциал поля сил V(х) имеет минимум F 0= — (о+1) /2 (а+2)а1+1/а 
в точке x=x0=o~i~i/a (гомотермическое решение) и обращается в нуль при 
x=x i=0  и х—х3=  (2(а+1)/а(а+2)) 1+1/сг. Уравнение (7) имеет интеграл
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анергии ll2W ) 2+ V ( x ) = E 0. Периодическое решение (7) для £>0  (/>0) 
имеет место при Е а̂ 0 . При Ео^О имеет место периодическое решение (4) 

с предельно большим периодом колебаний Ат=2я;Уо4-1/о. При Vq<.E0<0  
существуют периодические решения с #>0 (колебания около гомотерми- 
ческого фона х—х0). По мере стремления Е а к F 0 их период уменьшается, 
а амплитуда стремится к нулю. При E a= V 0 ^имеет место гармоническое

периодическое движение с периодом Дт=2я/Уа.
Таким образом, неустойчивость гомотермического горения па развитой 

стадии S-режима обусловливает непрерывный спектр длин структур 
в диапазоне [ (a+ l)kJa2q6]'h>Ar>2Tc(k0lcq())'h. Однако из-за горе­
ния в режиме обострения выделение тепла в структуре происходит так 
быстро, что при любой температурный фон (даже гомотермический,
но с большим if) оказывается бесконечно малым по сравнепию с темпера­
турой в структуре и задача (б) сводится к задаче (а ), а спектр длин струк­
тур, как подтверждают численные расчеты, вырождается в Ьт.

7. При горении в LS-режиме (задача (а)) тепло метастабильно лока­

лизуется в области длины ~Ьт‘ь). Ф. д. L t jS) оценивается через L, мажо­
рирующего S-режима по формуле

___  _____  _____________________  (8 )

L3-LS)=  (2яУо+1/о) l/kD/q0" — лУ2&0([3+а+1)/д0а(р —1) Г0(т+1 Р)/3-

Эквивалентная д0* мажорирующего S-режима определяется из условия 
равенства температур и tf S и исследуемого LS-режима в пачальный 
момент времени. Таким образом, ф.д. в LS-режиме зависит не только от 
свойств среды (а, к0, до), но и от величины максимальной температуры

ZVn=max Т0(г). Если Т0т->-0, то L rLS) и реализуется а.р. (2). При
г

Т0т^О а.р. всегда искажено, осуществляется лишь часть решения внутри 

ф.д. (8). Оценка (8) для ф.д. L t jS) подтверждается в результате числен­
ного решения задачи (1). Она справедлива для Аг0, ненампого отличаю-

С Г S }
щейся от Ьт‘ (папример, в два раза), так как вывод (8) не учитывал 
разницы между t2 и ts.

Задача (б) в LS-режиме на асимптотической стадии сводится к зада­
че (а), как и в случае S-режима (см. п. 6 ) .

Учет ряда физических факторов (выгорания среды, изменения закона 
скорости горения с ростом температуры и др.) приводит к переходу LS- и 
S-режимов в HS-режимы при конечных температурах, уменьшая время 
локализации тепла. При [}«£1 горение осуществляется всегда в HS-режиме.
В сжимаемой движущейся среде аналогом ф.д. является фундаментальная 
масса (3, 14).

Авторы благодарят Г. Г. Еленина за обсуждение работы.
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