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УДК 517.9 

О РАЗНОСТНЫХ МЕТОДАХ АППРОКСИМАЦИИ ЗАДАЧ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

А. А. С а м а р с к и й , И. В. Ф р я з и н о в 
В работе построены и исследованы консервативные схемы для эллиптических урав­

нений в произвольной области. Для получения разностных аппроксимаций в случае 
уравнений со смешанными производными и при краевых условиях третьего рода оказа­
лось полезным понятие векторной схемы. Векторные разностные схемы строятся при 
помощи интегро-интерполяционного метода (метода баланса). 

При получении экономичных алгоритмов решения многомерных параболических 
задач используется метод суммарной аппроксимации, приводящий к аддитивным схемам 
и векторным аддитивным схемам. Построены, в частности, экономичные аддитивные 
векторные схемы для параболических уравнений с краевым условием третьего рода 
в произвольной области. 
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Л и т е р а т у р а 

Введение 

Для численного решения задач математической физики часто применяют 
метод конечных разностей. В теории разностных методов основными являются 
вопросы: 1) аппроксимация дифференциальных уравнений на сетке; 2) иссле­
дование свойств разностных схем (устойчивости, сходимости и др.); 3) чис­
ленное решение системы разностных уравнений. К разностным схемам, как 
правило, предъявляют такие требования, как однородность и консерватив­
ность [1], [2], устойчивость, точность, экономичность (число операций, необ­
ходимых для отыскания решения задачи, пропорционально числу узлов 
сетки, безусловная устойчивость). 
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Основное внимание в данной работе уделяется методам построения раз­
ностных аппроксимаций для эллиптических уравнений с учетом указанных 
выше требований. 

Естественно требовать, чтобы основные свойства исходной задачи, 
такие, как, например, знакоопределенность, самосопряженность дифферен­
циального оператора сохранились в пространстве сеточных функций при 
переходе к соответствующим разностным схемам. 

Дифференциальные уравнения математической физики обычно являются 
следствием некоторых интегральных законов сохранения (массы, импульсаг 
энергии и т. д.). Разностные схемы также должны выражать законы сохра­
нения на сетке. Законы сохранения для всей сеточной области должны быть 
следствием разностных уравнений. Схемы, обладающие этими свойствамиf 
называются консервативными. Такие свойства как самосопряженность 
разностного оператора (когда исходный дифференциальный оператор — само­
сопряженный) тесно связаны с консервативностью схемы. Для построения 
консервативных разностных схем можно использовать интегро-интерполяци-
онный метод или метод баланса [2]. 

Область применимости принципа консервативности разностных схем, 
в развитии и обосновании которого важнейшая роль принадлежит А. Н. Ти­
хонову, в настоящее время существенно расширилась. Дальнейшее развитие 
принципа консервативности привело к понятию полной консервативности [3], 
[4]. Полностью консервативная схема, например, для уравнений газовой дина­
мики характеризуется не только выполнением разностных аналогов законов 
сохранения, но и дополнительных соотношений, выражающих баланс отдель­
ных видов энергии. Отметим также полностью консервативную схему для 
кинетического уравнения [5]. 

Применению метода баланса для построения консервативных схем для эл­
липтических уравнений посвящена глава I данной работы (см. также [6], [7]). 

При переходе к уравнениям, содержащим смешанные производные, 
оказалось целесообразным расширить понятие разностной схемы, введя 
понятие векторной схемы. Исходная задача для дифференциального урав­
нения заменяется эквивалентной задачей для системы дифференциальных 
уравнений, каждое из которых аппроксимируется на своей сетке. В резуль­
тате мы получаем разностную схему для вектора У", каждая из компонент 
которого есть сеточная функция, заданная на «своей» сетке и аппроксимирую­
щая решение исходной задачи. Можно говорить, что вектор Y £ &8{Ш), где 
$3(7П) есть прямая сумма т сеточных пространств Ш\ч Ш^ - . ., $вт, таких, 
что компонента ук вектора Y принадлежит $8h: yk 6 $8к. В двумерном случае 
т = 2, в случае трех измерений т = 4. Введение векторных схем позволяет 
существенно расширить область применения метода баланса для построения 
консервативных разностных схем [8], [9]. 

В последние годы большое внимание уделяется построению экономичных 
схем для нестационарных уравнений математической физики [10], [11] (лите­
ратуру см. в [12], [13]). Наиболее эффективным и общим методом получения 
экономичных разностных схем является метод суммарной аппроксимации 
[11], [12]. В связи с этим было введено понятие составной схемы как цепочки 
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разностных уравнений, определенной структуры, осуществляющих переход 
от временного слоя tj к слою tj+1. 

Составная схема, погрешность аппроксимации которой определяется 
как сумма невязок (погрешностей аппроксимаций на решении исходной зада­
чи) всех уравнений цепочки, называется аддитивной схемой. 

Семейство аддитивных схем является весьма широким, экономичные схе­
мы для многомерных задач следует искать в этом семействе. Большое число 
экономичных аддитивных схем построены для многомерных уравнений и си­
стем уравнений параболического и гиперболического типов (литературу 
см. [12]). 

Дальнейшее развитие метода суммарной аппроксимации, которому посвя­
щена глава II, естественно привело к понятию векторных аддитивных схем 
[14]. Использование векторных аддитивных схем позволяет получить эко­
номичные алгоритмы решения достаточно общих задач математической физики 
для параболических уравнений. 

ГЛАВА I 
КОНСЕРВАТИВНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 

§ 1. Разностные схемы для уравнения Пуассона 

1. Постановка задачи. Построим разностные схемы с самосопряженными 
знакоопределенными сеточными операторами для уравнения Пуассона в слу­
чае первой краевой задачи. При построении схемы используем интегро-интер-
поляционный метод (или метод баланса) [12]. 

Пусть Q — ограниченная область в плоскости Ох±х2с гладкой границей Г, 
Q = Q у Г, х = (хг, х%) — точка плоскости Охгх2. Для простоты изложение 
проведем для выпуклой области й. 

Рассмотрим задачу 
(1.1) Аи = —f{x), х е Q, и = v(x), х 6Г. 

Пусть /, v, Г таковы, что существует решение задачи (1.1) — функция и(х) £ 
6 СЩ, f(x) 6 C2(Q), v(x) 6 С2(Г). 

2. Сетки. Обозначения. Введем решетку Rh у з л о в х ==Xi±i2 = (i-Ji-L, £2^г)>-
ia = 0, ± 1 , ± 2 , . . ., а = 1, 2 с шагами къ h2, h = m a x ^ , h2). 

Построим сетку &h в области Й. Узлы решетки Rh, принадлежащие Q, 
назовем внутренними узлами сетки. Множество их обозначим через о h . 
Точки пересечения прямых, параллельных осям координат, проходящих через 
узлы решетки Rh, с границей Г назовем граничными узлами. Множество их 
обозначим через yh, a>h = ын (J Ун- Расстояния от граничных узлов х 6 7 л-
до соседних внутренних узлов x^+ia) £ сол, либо ж(~1а) 6 ®h B направлении 
оси координат Оха обозначим через h%, h% ^ ha (a = 1, 2). 

Проведем прямые ха = (ia + 0,5) ha (ia = 0, ± 1 , ± 2 , . . .; а = 1, 2), 
и каждому узлу х £ сод поставим в соответствие прямоугольник Н0(х), огра­
ниченный справа и слева ортогональными оси координат Оха отрезками s|ja 
указанных прямых {х^а = (j3_a ± 0,5)fe3-a ( a == 1» 2)). Фигуры и их 
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площади, отрезки, дуги и их длины будем обозначать одними и теми же 
буквами, а все постоянные, не зависящие от шагов сеток, одной и той же 
буквой М. Тогда Н0(х) = h±h2, s$a = h3.a (a = 1, 2) (рис. 1). 

Введем множества ©Ai, C0A2 потоковых узлов — середин отрезков sfj, 
.<?±, ограничивающих площадки Н0(х), х £ соЛ: 

К = * ( ± 0 ' 5 l ) = ((it ± 0,5) hu i2h2) e сом, 

х'г = х(±°>Ь2) = ( ^ (i2 ± 0,5) h2) 6 % 2 , ®Л = <*>м U ®Л2-

Сеточные функции будем обозначать через у (ж), ж £ сод. Введем сеточный 
аналог производной ди/дха в потоко­
вых узлах х'а 6 С0Ла-
< = У*а (Х(+°'5С)) = (j,<+'«> _ y)jK, 

= (y-yi-i«))/K, у ( ± 1« ) = »(ж(±1а)). 

Здесь h'a = ha либо h'a = ha, h'a — 
расстояние между соседними узлами 
X И ХК * . 

3. Консервативная схема. Пе­
рейдем к построению консерватив­
ной разностной схемы. Для этого, 

р и с i# следуя [6], запишем уравнение ба­
ланса для каждой площадки Н0(х), 

,.х £ сод. В приграничных узлах уравнение баланса также запишем для 
прямоугольной площадки Н0(х), если предварительно продолжить функ­
ции и(х), f(x) с сохранением гладкости на полоску Ан ширины | h | = 
= (hl+hl)1/2 вне области Q. Полученные в Qh = Q(J АЛ функции будем обо­
значать теми же буквами и и / . Функция гг(#) удовлетворяет урав­
нению Агг = —/0, # £ Q \ где / 0 = / , а; £ Q, / 0 = / + 0( \ h |), а; 6 Д \ Про­
интегрируем уравнение Аи = —/0 по площадке Н0(х), х £ co^: 

2 

(1.2) 2 (50а^0а ~ «Оа̂ о"а) = ~ J /о d * l ^ 2 -
а=1 Яо 

Здесь w^a — средний поток (с точностью до знака), через отрезок SQ^: 

WQ<Z-- (sfa) i J du/dxudx3-a. 

*0a 
Заменим в (1.2) потоки cook сеточными аналогами cooa = Ух ? правую часть 
{1.2)—приближенно на f(x)H0(x). Разделим получающееся выражение на 
Н0(х). Приходим к сеточному аналогу уравнения баланса: 

2 

(1.3) Az/ = ^ - 2 ( s o + a < - s o a O = - / W ' *£соЛ, 
а=1 

:где 
(1.4) <а = У*а 

х'а = х{±0^еа>ка (а = 1,2). 
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Исходной задаче (1.1) поставим в соответствие разностную задачу 
(1.5) Ay = —f{x), х 6 co/i, у = v(z), х 6 yh-

Здесь и в дальнейшем под Ау будем понимать выражение, получающееся 
после подстановки в сеточное уравнение баланса (1.3) выражений для пото­
ков (1.4). Эта пятиточечная схема в [6] была записана следующим образом: 

Ау = Агу + Л2у = —f{x), 
где в строго внутренних узлах 

1 / У*а+1~К К~~У*а~* 
в узлах приграничной зоны 

А«У=Т-(—h~ „- / • 

Введем пространство SS0 сеточных функций, определенных на сод, со 
-скалярным произведением и нормой 

(У, v) = ^y{x)v(х)Н0(х), ||у|1 = (у, у)т. 

Оператор —Л является самосопряженным и положительно-определенным 
в $8о (на функциях, обращающихся в нуль на yh). Для оператора Л имеет 
.место принцип максимума [12]. 

Введем также нормы: 
2 

II У \\w\l*h) = Ч у II2 + ? ^ # о а (*«) У*а Ю , Я о а = h'asm, 

1М|сс»Л) = тах |у(я)[ . 

Т е о р е м а 1 [6]. Решение разностной задачи (1.5) сходится при h-> О 
к решению исходной задачи (1.1). Справедливы оценки 

\\y-u |Ц(^)<М^3 / 2 , || у - u l|c((D/i)<M2fe2, 

где Мх, М2 — постоянные, не зависящие от h, y{x), и(х) — решения задач (1.5) 
•и (1.1) соответственно. 

Весьма распространенной является пятиточечная схема для уравнения 
Пуассона с аппроксимацией в узлах приграничной зоны, предложенной в 
{15], [16] (см. также [12], стр. 235). Эта схема также имеет второй порядок 
точности в C(a>h), однако в случае произвольной области она является несамо­
сопряженной и, вообще говоря, незнакоопределенной. 

Для уравнения Лапласа в [17] на квадратной сетке также построена 
схема (1.5). 

4. Пример другой консервативной схемы. При построении схемы (1.5) 
область Q заменялась фактически ступенчатой областью, образованной сово­
купностью всех прямоугольников Н0(х), х £ со̂ . В узлах приграничной зоны 
уравнение баланса записывалось для площадок Н0(х) <£ Q. Однако можно 
построить схему с оператором —Л, самосопряженным и положительно-
определенным, не заменяя Q ступенчатой областью. 

file:////y-u
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Приграничным узлам х £ сод(х 6 <*$, H0{x) (J Q) поставим в соответствие* 
площадки Н(х) = Н0(х) f) fi, ограниченные отрезками 5« = «оа П & (а = 
= 1, 2), и дугами As = Н0(х) f] Г (рис. 2). В строго внутренних узлах х £ 
6 сод = со^Хсо^ Н(х) = Н0(х). Если соответствующая узлу х£ ын площадка 
//(#) не ограничена отрезком s«, дугой As, то положим s j = 0, As = 0. 

Проинтегрируем уравнение (1.1) по площадке Н(х), х £ a)h: 
2 

2 (4"^а — *a ^ a ) — A s ^ n == — \ f dxi dx2. 
ct=l H 

(1.6) 

Здесь 
^ a ^ ^ a ) " 1 J du/dxadx3„a, wn = (As)-1 j du/dndT, 

•2= 
тг — внутренняя нормаль к Г. Соединим концы дуги As прямой и проведем 
к ней нормаль An из соответствующего узла х £ со̂  до точки #г пересечения 

Рис. 2. 

А/г с Г. Множество точек х'т обозначим через у^. Множество всех потоковых 
узлов, включая граничные узлы х? 6 yL обозначим через сод. 

В точке X'Y 6 ?л введем сеточный аналог ди/дп: 
Уп(х'т) = (у{х) — у(хт))/Ап, 

и в узлах х' 6 сод сеточные аналоги потоков 
(1.7) ик Ух„, Яа€<*>Ла, и £ = У п » * г € Т л . 

Заменим в (1.6) потоки w^, wn их сеточными аналогами (1.7), правую часть 
(1.6) заменим на f(x)H(x). Получим 

2 

а=1 

Исходной задаче (1.1) поставим в соответствие разностную задачу (1.8) при 
условиях (1.7) и 

(1.9) y ( S r ) = v( ; r r ) , XrZy'h, y = v(x), x£yh. 

Схема (1.7) — (1.8) отличается от схемы (1.3)—(1.4) только в приграничных 
узлах дополнительным слагаемым Asiv>n и значениями .s«, H(x). 
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В пространстве <Ш сеточных функций,~определенных на сок (обращаю­
щихся в нуль на yh и -ул), со скалярным произведением и нормой 

(y,v)=^1y{x)v(x)H(x), | |у | | = (у, у)т, 

оператор —Л задачи (1.7)—(1.8) является положительно-определенным и 
самосопряженным; для него также справедлив принцип максимума [12]. 
Пусть 

II У I I W = II У II2 + S 2 У1а (*У На (Х'а) + 2 VlHn, 

Ha = sah'a ( a = l , 2), Hn = AnAs. 
Т е о р е м а 2 [7]. Схема (1.7)—(1.9) сходится в сеточных нормах W\{(dh), 

C(ah) со скоростями соответственно 0(h3<2) и 0(№). 
Схемы для третьей краевой задачи можно построить в соответствии с [9], 

114], [18]. 
5. Уравнения с переменными коэффициентами. Для уравнения div(k(x) 

grad и) = —f(x) введем сеточные аналоги коэффициента к(х), полагая, на­
пример, 

аа = к(ха), x'a£Q, аа = к(х*), х'а§0>, 
где ## — точка на Г, ближайшая к х'а, а — к(хТ), ^гб7л!» Положим 

w а>аУХ(х1 ^ о а 1 = а*Уха' Х^ £ ю Ла, 
( 4 - 1 0 ) 1 Л 

Ып^аУп, ^гб7л 
В этом случае для схем (1.3), (1.5), (1.10) и (1.8) —(1.10) имеет место сходимость 
в сеточных нормах Wl((dh), L2(a)h) и C(coh) соответственно со скоростями 
0(h3/2), 0(h2) и 0(h2 In 1/h). Подобные же оценки имеют место и на неравно­
мерной решетке i? f t c шагами ha(x'a) (а = 1, 2) [6]. Случай разрывных коэф­
фициентов рассмотрен в [6], [19]. Аналогично строятся схемы для любого 
числа измерений. Отметим, что схема (1.3), (1.5), (1.10) записана в [6] в виде 

Лу - К у ^ ) * ! + К*/х2)*2 = —/(ж), я 6 « Л . 
Построенные здесь схемы сохраняют свойство самосопряженности 

и знакоопределенности исходной задачи, что позволяет для решения полу­
ченных разностных уравнений применять быстросходящиеся итерационные 
методы. В отличие от этих схем, как было уже отмечено выше, известная 
схема [15], [16] (см. также [12], стр. 235) в общем случае не является ни кон­
сервативной, ни знакоопределенной. 

§ 2. Векторные схемы для эллиптических уравнений 
со смешанными производными 

1. Постановка задачи. Сетки. Рассмотрим в области Q задачу для эллип­
тического уравнения со смешанными производными 

2 
(2.1) Lu= 2 La$u= —f(x), x^Q, u = v(x), x£T, 

a, 3=1 
где La^u=d/dx0L (ka$ (x) ди/дхр). Условие эллиптичности оператора имеет вид 

2 2 
У\ kafilab^Ci 2 Й> q = COnSti > 0 . 

a, 3=1 a=l 
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-• Пусть &а3(а, р- = 1, 2), V, / и граница Г таковы, что решение задачи 
(2.1) — функция u(x)£C\Q). Будем предполагать, что кад £ C2(Q), / £ 

есЩ, vec2(r). 
Схемы для уравнений со смешанными производными в произвольной 

области можно построить вариационно-разностным методом [20], однако 
мы здесь будем пользоваться лишь методом баланса, с помощью которого 
построим схемы в пространстве сеточных функций, являющемся прямой 

суммой двух (или нескольких) про­
странств. 

Эти схемы будем называть век­
торными. 

Наряду с основной сеткой сод? 
введенной в п. 4 § 1, введем до­
полнительную сетку Qh с узлами 
X = Xin-l/2, i2+l/2 = ((к + 0y5)hu 

(i2 -г 0,5)fe2) 6 & (рис. 3), расположен­
ными в шахматном порядке по отно­
шению к узлам х основной сетки сод. 
Каждому узлу X 6 й/г поставим в 
соответствие площадку Я (X), огра­
ниченную отрезками 5« прямых, ор­
тогональных осям координат Оха(а = 

= 1, 2) и вблизи границы Г дугой AS 6 Г. Площадку Я(Х), отрезки 
5а, дуги AS построим следующим образом. Рассмотрим прямоугольник 
#0(Х|1+1/212+1/2)7 ограниченный отрезками Sta прямой х3-а = (z3-a + 1)^з-а? 

и отрезками Soa прямой х3-а = г3-сАз-а(а = 1» 2). Положим Я(Х) = 
= Я0(Х) П Q» Sa = S^ П Й, AS = Я0 f] Г. Подобное построение пло­
щадок Я, Я0 при X 6 ЙЛ, отрезков £«, Sob, дуги А5, совершенно аналогично 
построению Я, Я0 , s*, 4а, As, проведенному в пп. 2—4 § 1 по отношению 
к сетке сод. Введем также множества приграничных узлов X 6 £$(Я0(Х) (J 
$ Q), строго внутренних узлов X 6 &л = ^д X QJE, а также множества гра­
ничных X 6 ГЦ и потоковых граничных узлов Хг 6 ГА (Хг — точка пере­
сечения AS и нормами AN из соответствующего узла X 6 £$). 

Сеточные функции в узлах Qhl Tk обозначим через У. Положим 
,(+о,5„) 

Рис. 3. 

Г . (*3-«) = ( Г •г(-°'5а))/%, # 3 - а £ «дз-а? 

где Y а —значения функции Y в соседних узлах, расстояние между 
которыми %<Л« ( а = 1 , 2). Также Y~(Xr) = (Y(X)-Y(Xr))/AN, ^ г б П . 

Положим 

r*(*W = Y(X+)-Y(X.) У*(Х'г) = у (х+) — у (а?-) 

где Х ± , ж± —концы и начала дуг As и AS. Введем сеточные аналоги коэф­
фициентов &а3 дифференциального оператора, полагая ааЬ(х'т) = ка$(х'т)г 
х'т 6 солт П Q, «аз(^т) = ^ а ^ * ) ? ^т $ Q, ^* — ближайшая к х'т точка на Г 
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(т = 1, 2). В узлах х' £ Ун U T'h введем коэффициенты 
2 

apq(x')= 2 ^ a p ( ^ , ) C 0 S ( P ( ^ ' ) ? Z a )COS(g(s ' ) , Яр), р , g = ft, 5. 
a, 3=1 

В силу условия эллиптичности апп, ass ^ сх > 0. 
2. Векторные схемы. Проинтегрируем уравнение (2.1) по площадке 

Н(х). Получим равенство (1.6), где 

( Wa = (5a)"1 J ^ a Жг3-а, Wn = (Л*)"1 J Wn d l \ 

(2.2) < S a As 

duldxa + ka3_a ди/дх3_а, ~wn = ann ди/дп + ansdulds, 
V Sa=Sa(*a)> ^ a = ^ a ( ^ a ) , ^a = X{±0/°^ g ©Ла» a = l , 2 . 

Введем сеточные аналоги средних потоков wa(x'a), wn: 
Wa (*«) = aaa2/xa + ^ а з - а ^ , ^a € ©Ла (a = 1 , 2), 

(2 3) { ~ ~ 3_a 

1 ^ ( ^ r ) = ann#n + ansY"~, ^гбТл-
Для получения разностной схемы напишем уравнение баланса, соот­

ветствующее уравнению (2.1). Оно имеет такой же вид, как и (1.6). Потоки, 
входящие в это уравнение баланса, определяются формулой (2.2). Заменим 
средние потоки wa, wn сеточными аналогами (2.3). Тогда в узлах х основной 
сетки со̂  получим сеточное уравнение баланса (1.8), где м;£ и w% определяются 
по формулам (2.3). Эти уравнения содержат не только значения у(х) в узлах: 
х 6 сад, н ° и Y(X) в узлах дополнительной сетки X 6 &н- Поэтому схему 
(1.8), (2.3) можно записать в виде 

Г А(х; у, Y) = — / ( * ) , ж£©л, 
I y = v ( z ) , ^бТл, y = v(^rr), ^гбТл-

Перейдем теперь к выводу разностных уравнений в узлах X дополни­
тельной сетки Qh. Проинтегрируем уравнение (2.1) по площадке Н(Х) и полу­
чим аналог уравнения баланса (1.6), в котором $«, As, Н(х) следует заменить 
на Sa, Д£» Н(Х) соответственно. Сеточные аналоги средних потоков через 
£* , A5 определим так: 

{ Wa(Xs-a) = ClaaY- + аа3-аУхч „ , ^3-абсОЛЗ-а (« = 1, 2) , 

W j ( X 9 = a n n r ^ + oneyef Х г б П . 

Как и выше, И^* = Т^а(^(±0'5з~а))- Заменяя в уравнении баланса потоки 
их сеточными аналогами (2.5), интеграл от f(x) выражением f(X)H(X), при­
ходим к уравнению 

2 

(2.6) А(Х; у, У)= д ^ - [ 2 ( # Р ^ + - 5 Ж - ) - Д 5 И ^ ] = 

= -/(*), геол. 
в котором потоки И^Й, И п̂ определяются по формулам (2.5). Кроме того, следу­
ет задать граничные условия 

(2.7) Y = v(X), Х € Г Л , r = v(Zr) , * г 6 П . 
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В результате для пары сеточных функций {у(х), Y(X)} получена раз­
ностная схема, совпадающая в узлах х £ со^ с уравнением (2.4), и в узлах 
X £ Qh — с уравнением (2.6). Для описания схемы удобно ввести простран­
ство SB1 сеточных функций у(х), заданных на сетке соЛ, так что у(х) £ SB1 

при х 6 сод, и пространство SB2 функций У(Х), заданных на Qh, так что 
'Y(X) 6 SS'2 при X 6 Qh. Пусть SB = SB-г © SB2 — прямая сумма пространств 
-SBг и SB2, так что вектор у = -{у, У} £ SB, если его компоненты у и У явля­
ются элементами ей?! и SB2: у 6 <$?i, У G <$?2-

Очевидно, что y£.SS можно рассматривать как вектор-функцию пары 
точек х = {х, X}, где x£(ohj X £Qh. Обозначим через Sh множество пар 
г = { # , X}, где x£(uh, X £Qh. Тогда можно записать, что у~у(х), x£&h> 

Если ( , )i, ( , ) 2 — скалярные произведения в SBi и SB2, то скалярное 
произведение векторов у = {у, У}, г; —{г;, У} в SB определяется как сумма 
(У-> v) = (yi v)i-\-(Y, V)2. В рассматриваемом случае 

(У, v)i^^y{x)v{x)H{x)1 (У, V)2^^Y(X)V(X)H(X). 

Норма ||z/|| = (j/, z/)1/2 в SB определяется по формуле 

\\y\\z=(y,y)i + (Y,Y)2 = \\y\\* + \\Y\\l 

Естественно ввести оператор 

Лу = {А(х; у, Y), А(Х; у, Y)} 

и записать уравнения (2.3) — (2.7) в виде 

(2.8) Ау=-Т(х), x ^ h 

при граничных условиях 

(2.9) y=v(i), xeyh, y=v(?), ? е я . 
Здесь ^ГЛ и Jf^ множества пар х = {х, X}, #б7л* -£ £ Гл и х' = {х'Г, Х г } , 

•*г £Чл, Х г б П , /(ж) = {/(*), / (X)} , v(<z)=={v(z), v(X)} и т. д. В результате 
получена векторная схема (2.8), (2.9) для решения задачи (2.1). 

В пространстве SB (на вектор-функциях у, обращающихся в нуль на У}1 

и З'ь) оператор — Л является самосопряженным при ki2t = k2i и положи­
тельно-определенным. Пусть 

где Ha = saK ( a = l , 2) # п (zf) = An As, Hn(Xr) = AN AS. Справедлива 
Т е о р е м а 3 [9]. Разностная схема (2.8), (2.9) сходится в сеточной 

норме Wl(&h). Справедлива оценка \\ у — и \\ wi{$h) ^ Mh3/2. Здесь и = 
= {и (х), и(Х)}, и — решение задачи (2.1), у — решение задачи (2.8)—(2.9), 
М — постоянная, не зависящая от h. 

Векторные схемы для второй и третьей краевых задач уравнения (2.1) 
в произвольной области, а также схемы для уравнения с разрывными коэф-
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фициентами рассмотрены в [9]. Векторные схемы для эллиптических урав­
нений со смешанными производными в переменных (г, ср), (г, 9), (г, z), а так­
же векторные схемы для уравнения (2.1) в случае трех измерений построены 
в [21]. В трехмерном случае вводятся четыре сетки узлов, и пространство S3 
является прямой суммой четырех пространств сеточных функций. Схемы для 
эллиптического уравнения со смешанными производными в переменных (г, ср), 
(г, 0) и (г, z) на одной сетке coft построены в [22]. 

§ 3. Векторные схемы для эллиптических уравнений 
на неортогональных сетках 

1. Схема на криволинейной четырехугольной сетке. Рассмотрим задачу 
(1.1) в криволинейном четырехугольнике й. Построим две сетки узлов v £ со ,̂ 
X £ Qft (рис. 4). Соединим соседние узлы х £ со̂  и узлы X ^ QhB направле­
ниях £ ь и £2, определяемыми направлениями сторон четырехугольника, 
отрезками ha и На(а = 1, 2). Каждому узлу 
х 6 со д, X 6 &h поставим в соответствие вы­
пуклые четырехугольники Н{х) и Н(Х) 
(рис. 4), ограниченные отрезками Sa и Sa 
(а = 1, 2). Введем, как и ранее, потоковые уз­
лы Ха = ^(±0,5а) 6 ыка, как точки пересечения 
соответствующих отрезков 8а{ха) и S^a(x'a). 
ОчеВИДНО, ЧТО Sa(x'a) = ft3-a{Xa), Sz-aWa) = 
= ha{x'a) (a - 1, 2). 

Будем предполагать, что сетка удовлетво­
ряет требованиям: 

[ 
I 

(3.1) { 
I 
I 

Рис. 4. 

m0ha < ha (ха) < hjm0, 
т0ка<^Па(х'з-а)^:К/т0, 
О < т 0 == const^ 1, 

Sin 0 (Ха) "^1711 = COnstj > О 

( a = l , 2). 
Здесь ha — характерный шаг сетки в направлении £а, совпадающем в каж­
дом узле х'а с направлением отрезка £3_а (д£), 6(^а) — угол между направле­
ниями 1а{х'а) и £3-a(#a)i #a € сода (а = 1, 2), 77г0, т1 — постоянные, не зави­
сящие от /&!, /̂ 2. Положим /г = шах (/гх, /г2). 

Проинтегрируем уравнение (1.1) по площадкам Н(х), Н{Х). Тогда полу­
чим уравнение баланса (1.6), в котором As = О, 

(3.2) w( 
•t = (sa) 1 j du/dndsa ( a = l , 2), 

где ?г — нормаль к sa. Аналогично записывается средний поток через Sa. 
Выразим производную ди/дп через производные по направлениям lt и | 2 : 

97г /3и = sin е1^) ( ^ u / ^ a ~ c o s ° (*«) ди'д^-а) (а = 1, 2). 

Введем разностные отношения У%а(х'а), 

12 Успехи матем. наук, т. XXXI, вып. 6 

63-а средние потоки wa 
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из (3.2) аппроксимируем следующим образом: 
1 

(3.3) { 
Wh

3_a(x'a): 

' sin G (x'a) 

1 

(У\а (Х^ — C 0 S 6 (х'<*) Y\% _ (*«)) 

sin 0 (ж') v s (У* (-4) — COS 9 (х'а) уг (x'a)) (« = 1, 2). 

Заменим в уравнении баланса (1.6) потоки wa их сеточными аналогами 
(3.3). Приходим к следующей векторной схеме: 

2 

Л(*; у, Y) = 

(3.4) { 
a = l 

2 
1 ЧП /о+тл7 /1+ сг-тт//г-

З б О ) Л , 

A ( X ; y J ) = j l r 2 ( Й И > Г - 5 - Т П - ) = - / ( Х ) , ХбОл, 
a = l 

z/=v(x), ж 6 7л, y = v ( Z ) , ХбГд, 
где ш>а, Wa определяются по формулам (3.3). 

Как и ранее, уравнения (3.4) запишем в виде 
(3.5) Л » = - 7 Ф , xe&hj y = v(s), ^6<П, 

с оператором — Л самосопряженным и положительно-определенным в <Ш — 

Т е о р е м а 4. Схема (3.3), (3.4) тгра условиях (3.1) сходится в сеточной 
норме W\(Sh). Справедлива оценка 

(3.6) || у — u l l ^ g ^ < Af (m0, mOfc. 

Здесь и={и(л:), u(Z)}, и — решение исходной задачи (1.1), у — решение 
задачи (3.3) — (3.4), М — постоянная, зависящая от постоянных т0 , ть 
из (3.1) и не зависящая от ft, 

II У Ни(»Л) = I! # + ? 2 (у|в + П 3 в) *сЛ-« sin e ю . 
В случае уравнения div (k (x) grad u) = — / (х) правые части формул (3.3) 
нужно умножить на к(х'а). Справедлива оценка (3.6). 

2. Векторная схема на сетке, заданной произвольной совокупностью 
точек. Рассмотрим вопрос об аппроксимации уравнения (2.1) на сетке соЛг 

заданной произвольной совокупностью точек х £ й. Построим дополнитель­
ную к сод сетку узлов X 6 £2Л. 

Около каждого узла ж £ (&h построим ячейку Дирихле, которая опреде­
ляется (см. [23])] как минимальный из вложенных друг в друга многоуголь­
ников, стороны которых — перпендикуляры, проходящие через середины 
отрезков прямых, соединяющих данную точку с окружающими ее узлами. 
Вся область покрывается ячейками Дирихле без пересечений и дырок (см. 
рис. 5). Множество вершин X ячеек Дирихле образуют дополнительную 
к соЛ сетку ЙЛ = ЙЛ U ГЛ. 

Каждому узлу х £ соЛ поставим в соответствие ячейку Дирихле Н(х)г 
ограниченную совокупностью отрезков s = sk(x) (k = l, 2, . . ., К(х))у 
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включающую, быть может, отрезок s*, соединяющий концы дуги As£T, (x£ coj). 
Каждому узлу X ^Qh поставим в соответствие ячейку Н(Х) (как правило, 
треугольник), ограниченную отрезками S = Sk(X) (к = 1, 2, . . ., Я"(Х)), 
соединяющими ближайшие к X узлы х из множества ooh (рис. 5). 

Узлы х'т — точки пересечения нормали Arc, проведенной из узла х 6 со* 
к отрезку s*, с границей Г,— будем относить как к множеству уи потоковых 
узлов, так и к множеству гранич­
ных узлов yh. 

Отрезки s и S образуют по пост­
роению локально-ортогональную си­
стему отрезков. Точки х пересече­
ния соответствующих ортогональных 
отрезков sk и Sm назовем потоко­
выми узлами (х' £ сол, У к с : со&). 
Вместо sh(x), Sm(X) будем писать 
s = s(x'), S = S(x'), x £ ол. 

В узлах х' g сод введем нормаль­
ное тг(ж') и касательное Z(x') направ­
ления к отрезку s(x') {l(x') — на­
правление, ортогональное к S(x')). Каждому узлу х, X поставим в соответ­
ствие наборы Ш(х) и 1Н(Х) потоковых узлов х', соответствующих отрезкам 
sk(x) (к = 1, 2, . . ., ВД), Sk(X) (к = 1, 2, . . ., 7 В Д ) . 

Введем разностные отношения уп(х'), Y^{x') для сеточных функций г/(х)г 

Л: 6 (Oh и У(Х), X 6 Q^, аппроксимирующие производные ди/дп и dw/dZ в, 
в точке х' £ сод, д = га(ж'),' Z = Z(#'). Пусть fe = max (s(x'), S(x')). 

«A 
Запишем средний поток w через отрезки s(x') и 5(ж'): 

Рис. 5. 

и; 
s S . 

где 
2 2 

^n = 2 kavdu/dx$cos(n, xa), wi— 21 kapdu/dxfiCOs(l, xa). 
a, p= l a, p= l 

Выразим u;n и u;e через производные дгг/дтг и ди/де: 
тп = ann д^/дтг + anZ du/dZ, ' Wi = din ди/дп + аг1 ди/dl, 

где 

*pg =• S &apCos(p, x a)cos(g, яр), р , g=ra , Z. 
a, 3 - 1 

Очевидно, что an n , a n ^ q > 0 (см. (2.1)). 
Введем сеточные аналоги средних потоков wn, wt: 

wh(x') = annyn + anlY7, 

+ anYv 
(3.7) { Wh(x') = alnyn 

№ 
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Запишем уравнение баланса для ячеек Н(х), Н{Х). Для этого проинте­
грируем (2.1) по площадкам Н(х), Н(Х). Заменим в получающихся уравнениях 
баланса средние потоки wn, wx их сеточными аналогами (3.7), правую часть 
заменим приближенно на Hf. Приходим к задаче: 

[ A(x;y,Y) = ̂ T 2 s(x')wh(x')=-f(x), xeahl 
I х'еш(х) 

(3-8) j Л(Х;у, y ) = I L ^ S{x')Wh(x')=-f{X), X60Л, 
Х'6Ш(1) 

y=v(x), xeyh, Y(X) = V(X), xerh. 
Введем, как и выше, пространства сеточных функций 38 г (у(х), х £ со )̂, 

382(Y(X), X £ £2Л), № =ШХ@ 38'а. Схему (3.7), (3.8) запишем в виде (3.5), 
оператор —Л в пространстве с$? является самосопряженным при &12 = &21 

и положительно-определенным. Схема (3.7), (3.8) сходится в сеточной норме 
W\{Sь) со скоростью 0(h) (Л. А. Маслянкина, И. В. Фрязинов), 

l№i(sA) = l|y||2+ 2/(*')£(*')(у,2г+П)-
Аналогично рассматривается третья краевая задача. 

Г Л А В А I I 

МЕТОД СУММАРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

§ 4. Аддитивные схемы 
1. Суммарная аппроксимация. Перейдем к построению и исследованию 

экономичных схем для параболических уравнений. Экономичные схемы 
являются безусловно устойчивыми (как неявные схемы) и требуют для нахож­
дения решения числа действий, пропорционального числу узлов сетки (как 
явные схемы). 

Наиболее общим и эффективным методом построения экономичных схем 
является метод суммарной аппроксимации. 

Следуя [12], введем понятие составной схемы, как «цепочки» разностных 
уравнений определенной структуры, осуществляющих переход от временного 
слоя tj к tj+v 

Начнем с простого примера двухслойной составной схемы: 

(4.1) 

v 
J+1/2 — у' -4 i^ + 1 / 2 = cpj\ 

т 
j+i 7 Ji+i/2 У —У ! л , / + ! _ (0j 

X£(Oh 

[ / - О , 1, . . . , / 0 , i/° = uo, 
где Аа(а = 1, 2) — разностные операторы, заданные в пространстве 38 
сеточных функций, определенных на сетке со ,̂ т — шаг по времени. Зада­
ча (4.1) разрешима, если операторы (Е + тЛа)""1, а = 1, 2 существуют. Это 
имеет место при 

(4.2) (Аау, у)>0, 
где ( , ) — скалярное произведение в 38. 
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Пусть и = u(t) является решением некоторой исходной задачи (абстракт­
ной задачи Коши). Погрешностью аппроксимации составной схемы назовем 
[11] сумму погрешностей аппроксимаций (определяемых как невязка на реше­
нии исходной задачи) всех разностных уравнений цепочки. Так, для состав­
ной схемы (4.1) погрешность аппроксимации 

Ч>' = 1Й + яй, 
где я|)а(а = 1, 2) — погрешности аппроксимации (невязки) отдельных урав­
нений (4.1) 

. J + a / 2 , . j+ ( a - l ) / 2 
%=< — \ А*иМг 

на решении исходной задачи (функции и = u(t)). Составные схемы, погреш­
ность аппроксимации которых понимается в суммарном смысле, называются 
аддитивными. 

Для решения задачи (4.1) при условии (4.2) справедлива оценка 
(4.3) ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ / ( т а х У ф ^ + ф ^ ^ + т ^ т а х У ф ^ ! ) , 

a = l , 2 
гДв II У II = (у, у)1/2, М = const, не зависящая от т, со .̂ 

Ошибка zJ+a/2 = j/i+a/2 — u?'+a/2? a = 1, 2 удовлетворяет уравнениям (4.1) 
с правыми частями \J){, г|)|, z° = 0. Поэтому из (4.3) следует сходимость схемы, 
если имеет место суммарная аппроксимация 
11^ + ^ 1 1 - ^ 0 при /г, т - * 0 , | | ^ | | = 0(1) ( а = 1 , 2), (Л=0, 1 у0). 

Условия || tya || = 0(1) обычно выполнены в случае гладких функций и. 
Из суммарной аппроксимации и устойчивости следует сходимость схемы (4.1). 

В общем случае составную схему рассматриваем как систему операторно-
разностных уравнений для перехода с временного слоя tj на слой tj+1: 

7 j + a / 2 , j + ( a - l ) / 2 Z , 
(4.4) (Zy^B-1 \ + 2 Aat(tj)rf+Up-

-Ga(tj)yj=^a ( a = l , 2, . . . , р ; / = 0, 1, . . . , /0), y° = u°t 

где В, Аа$, Ga — операторы, отображающие SB на SB, u°, Ф̂  — заданные 
функции, ос, Р = 1 , 2 . . . р. 

Для перехода со слоя tj на слой tj+1, т. е. определения yJ+1 по у3 нужно 
решить систему операторных уравнений. При t0 задается произвольная функ­
ция у0 £М. 

Погрешность аппроксимации *ф(м) на функции u(t) — решении исходной 
задачи, определяется как сумма, 

(4.5) яр= 2 ^ И , 
a = l 

где ^a(u) = i|y+a/p — невязка для уравнения (4.4) номера а. Схема (4.4) 
с суммарной погрешностью (4 .5) называется двухслойной аддитивной схемой 
[12]. Если | Аа$ | — нижняя треугольная матрица-оператор и В + тАаа — 
экономичные операторы, то устойчивая аддитивная схема является эконо­
мичной. 



182 А. А. САМАРСКИЙ, И. В . Ф Р Я З И Н О В 

2. Аддитивная схема it-го ранга. Пусть задача (4.4) однозначно разрешима 
и схема устойчива, так что 

(4.6) №+"<*> \\^М( max max || Ф£1|(2) + || и°||(1)), 

М = const, не зависящая от t, /г, г, ||-||<D, || - 11с̂> — некоторые функционалы 
в SS. Ошибка z''+a/2 = у>'+а/2 — ui+a/2 ( а = 1 , 2, . . . , р) — решение задачи 

c£z = l& ( a = l , 2, . . . , р ; ; = 0, 1, . . . , / 0 ) , г° = 0, 

где tya = Cau — фа — погрешность аппроксимации отдельных уравнений (4.4), 
^ a = t|5a, t = t h . 

Назовем составную схему (4 .4) аддитивной схемой гг-го ранга, если на 
решении исходной задачи — достаточно гладкой функции и = u(t) — по­
грешность аппроксимации tya может быть представлена в виде 

(4.7) 

причем 

- (4-8) 

ТЧТР 
х де 

2 Y*e=0 (5 = 0,1, . . . ,и 
a = l 

Р = 1 

| 3 = 1 

Будем говорить, что схема тг-го ранга аппроксимирует исходную задачу 
в суммарном смысле с порядком т1 -f- /&г, если 

(4.9) | |Т* п | | ( 2 ) <Л/(тЧЛ г ) (а = 1 , 2 , . . . , р ) , ^£сот, 

М = const, не зависящая от т, h, tk. 
Если аддитивная схема тг-го ранга (4.4), (4.7), (4.8) обладает суммарной 

аппроксимацией (4.9) и устойчива (4.6), то она сходится со скоростью 
0(т1 + ¥) (см. [24]). 

Идея суммарной аппроксимации тг-го ранга позволяет построить адди­
тивные экономичные схемы повышенного порядка точности (см. § 5). 

§ 5. Примеры экономичных аддитивных схем 

1. Локально-одномерная схема. Рассмотрим простейшую экономич­
ную аддитивную схему — локально-одномерную схему (л. о. с.) — для урав­
нения теплопроводности [в произвольной области Q с границей Гз 

{ du/dt = Au, x=(xi, x2)^Q, u = v(x), х£Т, 

0 < * < Z \ и(х, 0) = u°(s), r£Q-
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Пусть u°, v, Г таковы, что решение задачи (5.1) — функция и(х, t) 6 
•€ С4>2(<?г) (дЫ/дх^, d2u/dt* 6 C(QT)), QT = Й X (0 < t < Т), и0 £ C(Q), v6 
€ С(Г). 

Введем сетку coh, как в п. 2 § 1, и сетку по времени сох: 
• Юх = {^+а/2 = (7+0,5а)т, а = 1,2; / = 0, 1, . . ., /0 = Т/г}. 

Укажем следующий эвристический прием построения л. о. с. Перепишем 
уравнение (5.1) в виде 

2 

а = 1 

Рассмотрим цепочку из двух одномерных задач. На каждом промежутке 
tj < t < £/+1 будем рассматривать «цепочку» из двух одномерных задач* 

f $ V i = 0, x£Q, Vi = v, x£ Г, ^ < £ < £ j + i / 2 , 

( • ) \ c9V2 = 0, * £ Q , ^2 = v, * 6 l \ ^ + i / 2 < « < ^ + i , 

причем 

Vi (*j) = *> (*/) ' ^2 (^i+1/2) = ^1 (*j+l/2)» 

*>fo+i) = M*i+i) (7=0, 1, . . . ,7 0 ) , i;(0) = u°. 
Для i^, У2 получаем одномерные уравнения теплопроводности. Аппрок­

симируем каждое из уравнений. Продолжим, как и в п. 3 § 1, решение в об­
ласть Qh, проинтегрируем каждое из уравнений по площадке Н0(х), х £ со :̂ 

Н'1 \ 0,5dv/dtdXidx2 = Н'1 ($оам;£ — $0а^а)-
Но 

Заменяя, как и в § 1, w^ сеточными аналогами w^r, приходим к оператору 
Л а — сеточному аналогу Ьа — д2/дха: 

(5.3) Аау^-jj- (staWa+--S0aWa~), 

где в данном случае 

(5.4) и & ^ у ^ , - ^ = ж(±0,5«)6©ла ( а = 1 , 2). 

Тогда Аау = у- , Лу = Л ^ + Лгу. Заменяя также производную по времени 
а" а 

сеточным аналогом, приходим к л. о. с : 

(5.5) 
V fj+a/2__ j + ( a - l ) / 2 

г 
= Л а ^ + а / 2 , ж 6 ©Л, У''+а/2 = V (х), X 6 Ун 

( а = 1 , 2 ; у = 0, 1, . . . , / 0 ) ; у° = и°, ^ с о ^ . 

Для ошибки zJ'+a/2 = yi+a<'2 — u '̂+a/2 получаем неоднородные уравнения 
с однородными краевым и начальным условиями. Правые части уравнения — 
погрешности аппроксимации ty3

a = 0(1) (a = 1, 2). Из формулы 

\|3j + ^ i = - M J + 1 " M J + AiM*+i/2 + A2Mi+i 
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видно, что на решении исходной задачи (5.1) 

i|£ = 0 ( l ) (<z=l, 2). 

Схема (5.5) — аддитивная схема первого ранга. В пространстве сеточных 
функций $в0, определенном в п. 2 § 1, операторы — Ли—Л2 являются поло­
жительно-определенными и самосопряженными. Из (4.3), где Аа — — Л а , 
следует сходимость л. о. с. (5.5). В [25] показано, что л. о. с. для уравнения 
duldt = div (k(x) grad и) + /(#) в сеточной норме С(соЛ) на неравномерной 
сетке сходится со скоростью 0(h2 In llh + т), на равномерной сетке — со 
скоростью 0(h2 + т). В этом случае вместо (5.4) следует записать 

(5 • 6), Wa (Ха) = к (х'а) уХа (х'а), Ха € «>№, 

и в правые части (5.5) добавить слагаемые / а (а = 1, 2), f1 + /2 = /; л. о. с. 
является экономичной. 

Аналогично строятся л. о. с. для параболических уравнений в случае 
любого числа измерений [11], [25], для уравнений в криволинейных ортого­
нальных координатах [26], уравнения колебаний и для систем параболических 
и гиперболических уравнений [12], [27]. 

Отметим, что нетрудно построить л. о. с. на сетке соh из п. 4 § 1. Для этого 
проинтегрируем уравнения (5.2) по площадке Н(х). В этом случае приходим 
при х 6 сод к выражениям 

(5.7) АаУ=-^—у (s£wa+ — SUWa~ — Asw%a), г£<д>Л, 

где Wna, — сеточный аналог среднего потока 

(5.8) wna = As'1 J wna ds, 
As 

wna = duldxa cos (n, xa), n — внутренняя нормаль к Г. Выразим произ­
водные ди/дха через производные ди/дп, du/ds, которые заменим сеточными 
аналогами. Приходим к выражению 

(5.9) Wna (*г) = СпаУп + CnaCsaYs, Y / = VS~ 

где спа =cos (п(х*), ха), csa = cos (six*), xa), x* — середина дуги As. Адди­
тивная^ схема (5.7),(5.5)г (5.9) сходится в ей? (см. п. 4 § 1) со скоростью 
0(^3/2 + т1/2). 

Уравнение баланса при построении л. о. с. записывалось для каждого 
из уравнений цепочки (5.2). Это соответствует специальной аппроксимации 
потоков в уравнении баланса для исходной задачи (5.1) с точностью до 
0{% + h2) на гладких функциях. 

2. Аддитивные схемы переменных направлений. Классические схемы 
переменных направлений — схема Писмена — Рэчфорда (П.— Р.) [28]^ 
и схема Дугласа — Рэчфорда (Д.— Р.) [29] также могут рассматривать­
ся как аддитивные схемы. Схемы П.— Р. и Д.— Р. для уравнения (5.1) 
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в произвольной области Q имеют соответственно вид 

7 J + l / 2 _ 7yj j + 1 J + l / 2 
(5.10) 2 _ * i = A2»i+i/2 + A ^ , y° ~* = Л2у^+1/2 + A ^ * , 

а: б соЛг 

, J + 1 / 2 j # # 7,j+i 7 / i+l /2 j+i j 

при граничном и начальном условиях 

(5.12) ^+«/2 = v(x), xtVh (а = 1, 2; ; = 0, 1, . . . , / 0 ) , У ° = ^ , ж б ^ -

Здесь операторы Л а определяются по формулам (5.3), (5.4) (либо по фор­
мулам (5.7), (5.9)). 

Каждое из уравнений (5.10) обладает обычной аппроксимацией (Уао = 0)г 
а в случае, когда область £2 — прямоугольник, является аддитивной схемой 
второго ранга ( Ч ^ + ^ i 2 =0» см- п. 2 § 4 при соответствующем задании гра­
ничного условия [30]). Схема (5.11) — аддитивная схема первого ранга. 

Схемы П.— Р . , Д.— Р . рассматривались как аддитивные, схемы в про­
извольной области Q в переменных хг, х21 а также переменных (г, ф), (г, z), 
(г, 8). Удалось установить их сходимость без обычного в подобных случаях 
требования перестановочности операторов Лх и Л 2 . Схемы (5.10), (5.11) 
сходятся в S6 QJS.SE (см. § 1) со скоростью <9(/i3/2 + т) (А. В. Гулин, И. В. Фря-
зинов). 

3. Аддитивные схемы повышенного порядка точности. Рассмотрим 
вопрос о построении аддитивных схем повышенного порядка точности. Напи­
шем схему переменных направлений с весами для задачи (5.1) при однородных 
краевых условиях (v(x) = 0 , х £ Г) в прямоугольнике Q: 

1 ^ - = ааА2^+1/2 + (1 - а,) А 1 У \ 
П1 i + l / 2 Х€®Ь 

(5.13) \ V—^ = ( l - c r 2 ) A 2 i / i + i / 2 + a1A1y i+1, 
yi+i/2 = y i + i = 0 , x£yh (у = 0, 1, . . . ,Уо), z/°=uo, 

х £ сол. 
Схема (5.13) устойчива при a a ^ 0,5 — h%(l + е)/4т, е > 0, имеет второй 
ранг (см. п. 2 § 5) для a a = 1/2 и a a = 4/2 — h%)Ylx и сходится в SSQ со ско­
ростями 0(т2 + /г2) при а а — 4/г и 0(т2 + &4) при а а = 1/2 — h%/12x. 

Укажем способ построения аддитивных симметризованных (относительно 
момента t = fy+i/2) схем в случае любого числа измерений, использующий 
в качестве блоков уравнения типа (5.13). 

Обозначим первое уравнение (5.13) символом А%*> 1"~Gl. Тогда для вто­
рого уравнения получим запись А°*> х~°2, а схема (5.13) может быть записана 
в виде А%* 1_a i -»- А%£>1_(J2, где стрелка указывает порядок решения уравнений. 
В случае р измерений каждый интервал т делится на 2р — 2 интервала, вво­
дятся промежуточные значения. 

http://qJS.SE
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Аддитивная схема строится как цепочка уравнений 

дЛ202, Я1(1 -01 ) 
i 2 1 

ЛЛ3О3, J l 2 ( l - °2) 

P - i V l » " p ( 1 - V _: 
<tlpp- l 

Р-1 ( 1 - J P " 1 ; 

4 Р - \р ^ - р - 2 р - 1 ^ 1 2 ? 

где я а = 0,5, аф 1, р, Jt± = лт̂ , = 1, аа=- 0,5 —1£/ (12таа) (а = 1, 2, .. ., р). 
Большое число аддитивных симметризованных схем было построено в [30] 

и [31]. В случае неоднородных краевых условий при построении схем повы­
шенного порядка точности потребовалось введение поправок 0(т2) в краевое 
условие {0(h2) в правую часть уравнения). Однако для ряда аддитивных схем 
с помощью сеточного аналога принципа Дюгамеля удалось установить устой­
чивость схем по краевым условиям, что позволило отбросить поправки 0(т2), 
не меняя порядка точности схем [32]. Схемы повышенного порядка точности 
в переменных (г, z) построены в [21]. 

4. Схемы с уравнениями на графах. Существует ряд задач математической 
физики, для которых локально-одномерный метод не обеспечивает достаточ­
ной точности. Для решения этих задач экономичным методом целесообразно 
в некоторых узлах сетки aoh пользоваться разностными уравнениями, аппрок­
симирующими исходное уравнение в обычном смысле, а в остальных узлах 

пользоваться уравнениями локально-
одномерной схемы. Поясним это на при­
мере двумерного уравнения тепло­
проводности ди/dt = div (k(x) grad и), 
когда коэффициент к (х) терпит разрыв 
на кривой Г°, не параллельной коор­
динатным осям. На линии Г° выполне­
ны условия непрерывности функции и 
и проекции потока на нормаль к Г°, 
wn = —к ди/дп, п — нормаль к Г°. 
Составляющие потока вдоль осей Оха, 
wa = —к(х)ди/дха терпят на Г° раз­

рывы. Для простоты изложения будем считать функцию к(х) кусочно-постоян­
ной. В рассматриваемом случае л. о. с. является недостаточно точной. 

Пусть Q = {0 < ха < 1а, а = 1, 2} — прямоугольник, Г° — отрезок 
прямой, делящей Q на две области Q+ и Q~ с границами Г+ и Г", £2° = 
= Q , \ r ° , Г°=Г+ П Г~.Введем;равномерную сетку сол с шагами h± и h2, согла­
сованную с линиями Г° и Г, как показано на рис. 6. Введем множество у% 
узлов сетки со̂  — со̂  U yh, лежащих на Г° (на рис. 6 2?4, Е5, Е6 6 7л)• Опе­
ратору La = д/дха(к(х)д/дха) поставим в соответствие оператор Л а : 

Л а у = к±Ухаха, я £ а>л = и!*1 П ©л ( « = 1 , 2), 
Aiy = l/hi {k+yXi — k-y-^, Л2у= l/h2 (k-yX2 — k+y-2), x£y°h. 

Так как Ааи = 0(l/ha) при х £ 7л» т° в л. о. с. -фа = 0(l/ha) при х £ 7л 
и ||г|?а || = 0(1/]/ha). Поэтому в оценку (4.3) войдет величина 0{Y%lha). 
При этом величина я|)а при х 6 7л умножается на величину скачка потока 
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вдоль оси Оха. Если скачок коэффициента к велик, то для получения доста­
точной точности необходимо выбирать шаг т столь малым, что применение 
л. о. с. становится нецелесообразным. 

Из предыдущего ясно, что необходимо повысить аппроксимацию схемы 
при х £ у\, что может быть достигнуто применением обычной многомерной 
схемы, в остальных узлах можно пользоваться уравнениями л. о. с. В ре­
зультате мы приходим к аддитивной схеме с уравнениями на графах [33]. 

Рассмотрим задачу 

{ du/dt = k±Au, x^Q±, u = v(x), x£T, 
и+ = и-, к+(ди/дп)+ = к-(ди/дп)-, ^6Г°, 0 < £ < Г , 

и(х, 0) = и°(ж), x£Q. 

Здесь v± — предельные значения справа и слева функции v на Г°, к(х) = 
= fc± = const* > 0, х 6 Q*. Пусть и 6 C^2(QT), Qf = Q* X (0 < t < Т). 

Рассмотрим графы Gx, G2, . . . , Gm двух типов: графы типа «крест» 
ж графы типа «отрезок», изображенные на рис. 6. Графы построены таким 
образом, что совокупность точек пересечения всех ребер и вершины графов 
образуют сетку соh. Вершины графов лежат на границах Г и Г°, а их ребра 
параллельны координатным осям. Вершины различных графов на рис. 6 
отмечены различными значками, вершины одного и того же графа — одина­
ковыми. 

На рис. 6 изображено три графа типа «крест» с вершинами Ап, Вп, Сп, 
Dn, Еп и ребрами (Ап, Еп), (Сп, £*„), (Еп, Вп), (Еп, Dn) (n = 4, 5, 6) и три 
графа типа «отрезок» с вершинами Ап, Вп и одним ребром (Ап, Вп) (п = 1, 
2, 3); ш = 6. 

Обозначим через gn множества узлов из со ,̂ лежащих на графе Gn{n = 
-= 1, 2, • . ., тп). Определим на каждом графе. Gn оператор А(П)у == Аау 
в узлах на ребрах графа, параллельных оси координат Оха(а = 1,2), А{П)у = 
= Агу + А2у при х 6 7л-

Исходной задаче (5.14) поставим в соответствие следующую разностную 
задачу: 

{ Уо-=У\ я€<»л, 

J Уп~»п-* = А<п>уп, x£gn, y ^ v , x£yh, 
(5.15) { -

\ Vn=\Vn' X, (11 = 1 , 2 , . . . , ™ ) , yUi = ym, хещ 
I Уп-i, *§gn 

{ ( / = 0 , i, ...,/<>), y°=uo, xe^h-
Отсюда видно, что переход от слоя tj к слою tj+1 осуществляется путем после­
довательного решения задач на графах С?х, G2, . . . Gm. При нахождении 
функции уп используется метод прогонки. 

Каждый узел х (J у\ принадлежит двум графам, Gni и Gn2, ребро одного 
из которых параллельно оси Охг, другого — оси Ох2. На каждом из ребер 
решаются те же уравнения, что и в л. о. с. В силу определения оператора Л(П) 
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будем иметь Л(п1) + Л<п2) == Л. Отсюда следует наличие суммарной аппрок­
симации в таком узле х (J y°h. Каждый узел х £у% принадлежит только одно­
му графу типа «крест», и в нем имеется обычная аппроксимация. Имеет место 
оценка (4.3), из которой следует сходимость схем на графах [34]. 

Аналогично строятся аддитивные экономичные схемы на графах для треть­
ей краевой задачи для одного класса областей с криволинейными границами, 
часто встречающимися в технических приложениях [35], а также и в случае 
других р-мерных задач (р ^ 2). В общем случае эти схемы приводят к спе­
циальным системам алгебраических уравнений на графах. Для решения 
этих систем используются различные модификации метода прогонки [361 
(см. также [37]). 

§ 6, Векторные аддитивные схемы 

1. Векторная аддитивная схема для первой краевой задачи. Пусть О 
— произвольная область в плоскости Ох±х2 с гладкой границей Г (как 
и выше, для простоты изложения будем считать область выпуклой), QT =• 
= 2 х ( 0 < К Д 5г = Г х ( 0 < К Л -

Рассмотрим задачу для параболического уравнения со смешанными про­
изводными: 

{ ? 
du/dt = 2 LafiU, (х, t) e QT, и (х, t) = v (я), (х, t) е STr 

а, Р=1 
и(х, 0) = и0 (х), x£Q. 

V 

Здесь, как и в § 2, Lapu= д/дха (кар(х) ди/дх$), L= 2 Ьар — эллиптичее-
а, 0=1 

кий оператор. Будем считать, что 

(6.2) к1г{х) = к21(х). 

Пусть существует решение задачи (6.1), (6.2) — функция 

и=и(а?,^с*'2(ад, карес2(Щ, ы°ес4й, v6C2(r). 
Введем сетки со ,̂ £lh как в п. 1 § 2, сетку cot как в п. 1 § 5. Рассмотрим 

цепочку уравнений (5.2): 
(6.3) &аРа = 0,5dvjdt — LaVa = 0, t a-_l_< t < tj+a/2, 

]+ 2 
ГДе La = Laa + Laz-a ( a = 1 , 2 ) , Vx (tj+a/2) = ^2 (*j+a/2) • 

Проинтегрируем уравнение (6.3) по площадке Н(х), х £ оэ ,̂ заменим пото­
ки wa = kaadvjdxa + ka3-adva/dx3_a, производную dvjdt сеточными ана­
логами. Оператору La поставим в соответствие сеточный оператор Аа со­
гласно (5.7), где wa(x'a) определяется первой формулой (2.3), wna — сеточный 
аналог (5.8), где wna — wa cos(n, xa). Выразим wna через производные dvldn 
и dvlds и заменим их сеточными аналогами. Вместо (5.9) получим 

Wna = каа (Спауп - j - CnaCsaYS) - |- /Саз-а \спаспЗ-аУп "Г cn<xcs3-aY S), 

Ys =s vs, xv £ ун. 
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Поскольку теперь i%, ^ a зависят от у и У, то вместо Аау в (5.7) будем писать 
Аа(х; z/, У). 

Аналогичные выражения получаются при интегрировании по площад­
кам # ( Х ) , X е ЙЛ: 

Л а (X; у, У) = ^ ( 5 + ^ + - 5 " Т ^ - - Д Я И ^ ) , 

где Wa определяется nepBoii формулой (2.5), 

Wn
na (Х'Т) = &сса ( С ^ + С п а С в а У s) + ^ а З - а (у nvS^пЪ-оУ- п 4" ^na^s3-a l / s )» 

ye = vs, ХгбГА. 

Здесь C n a ^ cos (rc(XJ, z a ) , C 8 a =.cos ( s (XJ , # а) , X* — середина дуги AS. 
Если граница площадок Н(х), Н (X) не содержит каких-либо отрезков s^, Sa 
или дуг As, AS, то соответствующие слагаемые в выражениях Аа(х; у, У), 
Аа(Х; у, У) следует^опустить. 

Положим 

1 л<х(^; У, Y) = Aua(x; y) + Aa3-a(x; У), ^6сол , 
( Л) \ Аа(Х; у, У) = А а а ( Х ; У) + Л а з - а № у), X £ Йл. 

В (6.4) зависимость A a a ,A a 3 -a от заданных величин У $ = vs, ^гбТл» ys = vs? 

Х'т 6 Г& не указана. 
Рассмотрим абсолютно устойчивую экономичную схему: 

Г J+a/2_7J+(a-l)/2 j . a~i, 
У V — = A a a (я; у'+«/2) + Aa3-a (я; У 2 ). * 6 «л, т 

a - 1 

<6.5) 
I 1 = Л а а ( Х ; У ' + а / 2 ) + Л в 8 ^ ( Х ; » 2 ), 

yi+«/2 = Vi ^67/l, ^ e^, y j+a/2-v, xevh Xven 
_(a = l , 2; 7 = 0, 1, . . . , / 0 ) , i / 0 -uo , * е © л , Y° = u°, X £ ^ . 

В (6.5) смешанные производные вычисляются по значениям сеточной 
функции на предыдущем временном слое (см. [38]). Решение задачи (6.5) 
осуществляется с помощью прогонок вдоль цепочек узлов (х £ сэЛ, X £ Qh), 
лежащих на отрезках, параллельных осям Охх и Ох2. 

Как и в п. 2 § 2, вводим пространства сеточных ф у н к ц и й d ^ , 3/>2иЗ£ = 
_ $£г 0 (^?2. Для решения задачи (6.5) имеет место аналог оценки (4.3). 
Схема (6.5) обладает свойством суммарной аппроксимации и сходится в S3 
со скоростью 0(/г3/2 + т1/2) [39]. Аналогично строятся схемы для уравнения 
duidt = Аи на неортогональных сетках из п. 1 § 3. 

2. О построении векторных аддитивных схем. В рассмотренных выше 
случаях построение векторных схем было связано с введением двух (или 
нескольких при р ^ 3) сеток соЛ и Qh с соответствующей аппроксимацией 
смешанных производных. Однако в случае третьей краевой задачи в про­
извольной области задачи с разрывными коэффициентами при произвольной 
линии разрыва коэффициентов для параболического уравнения, даже не содер­
жащего смешанных производных, применение л. о. с. и схем с уравнениями 
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на графах встречает трудности. Для их преодоления необходимо снова 
расширить класс схем, перейдя к более общей трактовке понятия вектор­
ной схемы. 

В каждом узле сетки ayh (также и Й ^ в случае уравнения со смешанными 
производными) будем рассматривать р-мерный вектор y(Y), где р — число 
измерений, каждая из компонент которого будет приближать решение исход­
ной задачи. К постановке подобной разностной задачи можно прийти следую­
щим образом. Исходной дифференциальной задаче ставится в соответствие 
задача для системы дифференциальных уравнений, эквивалентная исходной 
задаче: каждая из компонент вектора U решения системы есть решение исход­
ной задачи. Рассматривается цепочка уравнений, как и в п. 1 § 5, из эле­
ментов эквивалентной системы. Различная аппроксимация уравнений этой 
системы приводит к различным векторным схемам, сводящимся в частных 
случаях к л. о. с. и к схемам с уравнениями на графах. 

3. Построение эквивалентной системы дифференциальных уравнений» 
Для простоты изложения ограничимся случаем двух измерений и построим 
эквивалентную систему дифференциальных уравнений для следующей задачи: 

{ du/dt= Au + / (х), (х, t)£QT, 1и = ди/дп — ou = v (x), 
(*,t)esTf 

и(х, 0) =и° (х), x£Q. 
Здесь а = const > 0, п — внутренняя нормаль к Г. 

Будем рассматривать вектор-функции U(x, t) = {их{х, t), u2(x, t)} о 
равными друг другу компонентами щ(х, t) = u2(x, t) при каждом (#, t) £ 
£ ST. Введем матрицы-операторы 

' ) , LaJL = d2fdx%
a ( a = l , 2 ) , 

Ф = {/,/}, H = 2v. 
Исходной задаче (6.6) поставим в соответствие задачу для системы дифферен­
циальных уравнений 

dU/dt = LU + d>, (x,t)£QT, TU = ii, (x,t)eSTf 

U(x,0) = U°(x), s£Q, 

Где 7— оператор граничного условия — определим следующим образом. 
Переобозначим компоненты вектора С/, полагая U = {u1? u2} = Uk =-. 
= {иЙ, Щ-к} № = 1, 2). Введем операторы lk (к = 1, 2) и /: 

2 
TkU = TkUh= S cos(w, xa)duhJdxa-Guh (&=1, 2), 

где ик=^и^=и^ при (x,t)£ST и 7=7!+7 2 . В данном случае IU = 2 1щ-

Пусть SB — пространство вектор-функций с равными друг другу ком­
понентами на ST со скалярным произведением и нормой: 

2 

( F , Z ) = j %yhzhdQ, | |У | | = (У,У)1 / 2 . 

Mo; 
и оператор L = 

(6.7) 

Ь22Г 2 \0 
= Li-\-L2- Положим 

U° = {u°, и0}, 

(6.8) { 
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Равенство иг = и2 на ST и определение операторов lh обеспечивает положи­
тельную определенность в Зё операторов — Lk(k = 1, 2). 

Решение задачи (6.8) единственно. При условии (6.7) компоненты 
иг{х, t) = и2(х, t) = и(х, t) при (х, t) £ (?т, где w = u(x, t) — решение исход­
ной задачи (6.6). Эквивалентная система построена. 

В случае общего параболического уравнения со смешанными производ-
2 

ными (Ь= 2 La$) ПРИ краевом условии третьего рода следует положить 
а, 3=1 

-<ти" ^m=( r
m m

 Г
Ш З m ( / 7 1 = 1 , 2 ) , TmUm= ^ kafiCOS(n,Xa) д 

\^3-тт Vm3-m/ а g = 1 P 

Операторы — Lm — положительно-определенные и самосопряженные при 
к12 = /с21 в с$?. Аналогично рассматривается случай р измерений. 

4. Аддитивные векторные схемы Роте. Построим аддитивные векторные 
схемы Роте, аппроксимируя лишь производные по времени на сетке сот. 
Как и выше, рассмотрим цепочку уравнений 

&aVa = 0,bdVJdt-LaVa — <b/2=0 (а*= 1,2). 

Пусть Vj+a/2 = {i4+a/2, 4-a / 2} ( a = 1, 2). Задаче (6.6) и эквивалентной задаче 
(6.7) —(6.8) поставим в соответствие векторную схему Роте: 

(6.9) 

Fi + a/2_yj + (a-l)/2 _ 

laV3+aJZ = vl2, и\+а/г = и?а/\ хеТ 
^ (<х=1, 2; у = 0, 1 70), У°=С/°, *6Q. 

Задача (6.9) имеет единственное решение. Точность схемы Роте (6.9) 
определяется величиной Z'*+a/2 = Vj+a/2 — U3+i, где UU1 = {u(#, £/+]), 
u(#, ^j+i)}, w = u(x, t) — решение задачи (6.6). 

Погрешность аппроксимации отдельных уравнений (6.9) (краевые усло­
вия аппроксимируются точно, так как laU = lu, uV2 = v) 

где ба>1 — символ Кронекера. Имеет место суммарная аппроксимация 

Справедлива оценка (4.3), так как Аа = —La > 0 в 38. Векторная схема 
Роте сходится в 36 при т -> 0 [40]. Каждая компонента г^+а/2 приближает 
решение исходной задачи в L2(Q) при каждом tj+a/2 6 ют. 

В случае первой краевой задачи I = E, lk =Е (к = 1, 2), £ — еди­
ничный оператор, схема (6.9) распадается на две независимые л. о. с , отли­
чающиеся порядком перебора операторов L a a . В случае третьей краевой 
задачи в специальных областях [35] решение задачи сводится к решению 
уравнений на графах. 



1 9 2 А. А. САМАРСКИЙ, П. В. ФРЯЗИНОВ 

При р = 2 рассмотрим векторную схему Роте типа [38] для третьей крае­
вой задачи для параболического уравнения со смешанными производными: 

yj + a/2 _yj + (a- 1)/2 

•L/OLOL 

(6.10) 

• Здесь 

2 

= 2 C0SK ХтЖ 
т=1 

% 
x i+a/2 

•=гв ву'+ в /чга з-вп+ ( в-1 ) / 2+ф/2, *еа, 
L ( а = 1 , 2; / = 0, 1, . ч /о), 

° ) 

i + a / 2 _ j 

У0 = £7°, 

0 

+ a/2 
= y J + a/2 

x£Q. 

^аз-ос 
о 

dJ+«/2 

^ m + 2 C0S ("' XS-m) k 
/ i+a /2 

^ 
^„ 

.0ryi + a/2 i 

Й+в/2>. n+a,z=№a« /2,. 
Для схемы (6.10) справедливы предыдущие утверждения [40]. Случай любого 
числа измерений рассмотрен в [40]. 

5. Аддитивная векторная схема для третьей краевой задачи в произ­
вольной области. Перейдем к построению разностной схемы (и по перемен­

ным хг, х2) для задачи (6.6) в произволь­
ной области Q с гладкой границей Г. 
Пусть решение задачи (6.6) — функ­
ция и = и(х, t) 6 С4»2(<?г), v 6 С2(Г), 
и0 £ C(Q). Введем сетки со ,̂ сот и будем 
аппроксимировать уравнения цепочки 
(6.9). 

Проведем из каждого узла х[£ соЛ, 
лежащего вблизи границы Г, прямые, 
ортогональные отрезкам s«, ограничи­
вающим площадку Н{х). Точки пересе­
чения этих прямых с Г, отстоящие от 
узла х на расстоянии ha ^ha, назо­
вем граничными узлами по направле­
нию Оха. Множества их обозначим 
через yha(a = 1, 2), yha = у£а U Уш, 
Y?a — множества правых и левых гра­

ничных узлов по направлению Оха(а = 1, 2), 7/1 = 7/n U 7/i2- Введем 
множество узлов приграничной зоны со* = со̂  \J yh. 

Каждому узлу х £ ула соответствует по построению отрезок s*, огра­
ничивающий площадку J7 соседнего узла £(^1а) f wft. Проведем из концов 
отрезка s& нормами AN* и AN~ к Г, как это делалось в п. 1 § 2. Узлу х £ у^а 

поставим в соответствие площадку Н{х) £ Q, ограниченную отрезком s^, 
отрезками AN+, AN~ и дугой As (см. рис. 7). 

Рис. 7. 
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В узлах х £ со* запишем уравнение баланса для площадок Н'(х), инте­
грируя по Н(х) исходное уравнение (6.6). Приходим к сеточному оператору 
Лапласа 

(6.11) Ау = Агу + А2у + Asy + Апу. 
Здесь 

каУ^-щ^^и^—в^ик) ( а = 1 , 2 ) , А п у= — -щ-f У>П, 

A8y = ^(^+wh
s
+~-AN-wh

s-). 

Потоки iv>a, ^s» ^n определим естественным образом: 
Wa (Ха) = УХа (Ха), ^а 6 ©Ла (а = 1, 2), w£ (Хг) = у8 (Хг) , 

Хт 6 T'h, w\ (хг) = ау (ж) + v (а*), *г 6 7/м # £ со£ . 

В узлах #Gco?[ ДЛР^О и в (6.11) Лу = Л4у + Л2у + Any. 
Исходной задаче (6.6) (схеме Роте (6.9)) поставим в соответствие сле­

дующую векторную разностную схему: 

(6.12) 

.j + ot/2 .j+(a-l)/2 
Й £=S - Л Й * " ' » , * е » £ (Р=1 ,2 ) , 
|J + a / 2 _ . j + (a-l)/2 

Zi? 1£ - = Aiy[
+a/2 + Л2^2

+а/2 + А.И+2в/2 + Ui\a,\ 
y{+a/2=yi+a/2==yi+2a/\ * е 5 * . 

{ ( a = l , 2; ; = 0, 1, . . . , /0), y\=y\=^u\ x£ah. 

Схема (6.12) абсолютно устойчива. В строго внутренних узлах х £ 
€ (оЛ(#0(#) 6 Ф каждое из первых уравнений (6.12) (р = 1,2) при t =• 
= ^ч-а/2 содержит значения лишь одной из компонент т/р+а/2 вектора 
yi+ъЦх) ='{i/i+a/2(a:), yita /2U)}. Между собой компоненты г/{+а/2 и г/|+а/2 свя­
заны уравнениями (6.12) в узлах х £ со* приграничной зоны. Решение зада­
чи (6.12) сводится к прогонкам и решению алгебраической системы отно­
сительно значений искомой функции у{+а^2 = у{+а^2 = у{£а/2 в узлах при­
граничной зоны. 

Первые уравнения (6.12) — уравнения л. о. с , аппроксимирующие 
исходные уравнения эквивалентной задачи (6.8) в суммарном смысле, вто­
рое уравнение (6.12) аппроксимирует исходное уравнение (6.6). Схема (6.12) — 
векторная аддитивная схема. Имеет место оценка (4.3). 

Т е о р е м а 5 [14]. Схема[(&Л2) сходится в $£со скоростью 0(h -f т1/2). 
Справедлива оценка 

||^+a/2_^+a/2||^Af(/i + Tl/2) i , 

где М= const, не зависящая от й,т, yj+a/2 — решение задачи (6.12), uj+a^2 = 
= {и(х, tj+a/2), u(x, tj+a/2)}, и —решение задачи (6.6), 

ii»iia=2#(*) 2 #(*). 
13 Успехи матем. наук, т. XXXI, вып* 6 
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Каждая компонента г/р+а вектора yi+a/2 приближает решение исходной 
задачи в сеточной норме L2((Dh). 

Аналогично строятся схемы для задач с разрывными коэффициентами 
при произвольной линии разрыва Г° [14]. Векторные схемы переменных 

направлений (схемы типа П.— Р.) рассмо-
JUL трены в [41]. 
Т~ j 4 ^ Д л я специального класса областей из 

[35] (пример области см. на рис. 8) решение 
задачи (6.12) сводится к решению задач на 
графах (на рис. 8 к прогонкам вдоль лома­
ных, например, вдоль ломаной PQR). 

В случае задачи со смешанными произ­
водными следует аппроксимировать схему 
Роте (6.10), используя сетки coh, Qh1 вве­
денные в § 2. В каждом из узлов сеток a)h 

и Qh определяется вектор yi+ai2(x) = 
= {#i+ a /^ta / 2}^ 
Sei ией?2векторов~^+а/2(^), x £ (днш Yi+a/2(X), X £ Qh и пространство SS — 
= €$?! © SS2i в котором и устанавливается сходимость схем [39], [40]. Анало­

гично строятся векторные аддитивные схемы для уравнения колебаний 
d2u/dt2 = Дм. 

Рис. 8. 

§ 7. Разностные схемы и метод суммарной аппроксимации 

Из сказанного выше следует, что векторные аддитивные схемы являются 
естественным обобщением л . о. с , а также схем с уравнениями на графах. 
Последовательный переход от л . о. с. к векторным аддитивным схемам был 
вызван усложнением исходных задач для дифференциальных уравнений. 
В процессе этого перехода понятие суммарной аппроксимации играло опре­
деляющую роль. Таким образом, можно говорить о методе суммарной аппро­
ксимации как о весьма общем и конструктивном методе построения экономич­
ных схем для многомерных задач математической физики. , 

Метод суммарной аппроксимации использовался для построения эконо­
мичных схем. По мере усложнения исходных задач экономичные схемы ста­
новятся все более сложными. Так, например, при рассмотрении экономичных 
алгоритмов для решения третьей краевой задачи в произвольной области 
в каждом узле сетки оказалось необходимым определять вектор с двумя 
компонентами (в случае двух измерений) и решать систему алгебраических 
уравнений относительно значений искомой функции в узлах приграничной 
зоны. Таким образом, возникла новая проблема, связанная со сложностью 
реализации на ЭВМ решения разностных задач, которая в подобных 
случаях приходит в противоречие с исходным требованием экономичности ал­
горитма. 

В связи с этим следует рассмотреть также чисто неявные экономичные 
схемы. При отсутствии в уравнении смешанных производных исследование 
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соответствующих пятиточечных схем осуществляется различными методами 
из [12]. 

В случае двумерного параболического уравнения с самосопряженным 
оператором (к12 = к21) можно написать следующую векторную схему, обла­
дающую аппроксимацией в обычном смысле 

I y , 4 1 - y i = A ( s ; у»1, Y% xeah, 
(7.1) I . . 

где в случае первой краевой задачи операторы Л определены согласно п. 2 
§ 2 (у = v, а: 6 7 ь 4 6 Y/n Y = v, Z 6 ГЛ, Х^ £Г£), для третьей краевой 
задачи в произвольной области й — в [9]. 

Схема (7.1) является абсолютно устойчивой (при к12 = к21). Решение 
соответствующей задачи сводится при t = £/+1 к решению двух систем 
пятиточечных разностных уравнений. ' » ' ' 

Методом энергетических неравенств устанавливается сходимость схемы 
(7.1) в сеточной норме L2(&h) (в 38 = 38 г © 382) со скоростью 0(Ь?1% -f т). 

Рассмотренные методы построения экономичных схем, различные приемы 
аппроксимации уравнений позволяют в каждом конкретном случае выбрать 
наиболее удобную схему и метод решения соответствующей задачи. 
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