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Посвящается академику Л. Илиеву к его шестидесятилетию 

Резюме. Рассматриваются итерационные методы (и. м.) решения операторного урав
нения первого рода в гильбертовом пространстве. Теория и. м. трактуется как раздел 
общей теории устойчиво:ти двухслойных и трехслойных разностных схем, развитой авто
ром. Подробно рассмотрен т. н. попеременно-треугольный метод, основанный на поочеред
ном обращении нижней и верхней треугольных матриц. Дано его применение к разностной 
задаче Дирихле для эллиптического уравнения.

Область применения численных методов в настоящее время стреми
тельно расширяется., охватывая основные разделы физики и техники. Рас
сматриваемые при «том математические модели в большинстве случаев 
описываются при помощи линейных и нелинейных уравнений в частных 
производных математической физики. Поскольку каждому дифференциаль
ному уравнению можно поставить в соответствие бесчисленное множество 
разностных аппроксимаций (схем), а для численного решения появляю
щихся при этом разностных (сеточных) уравнении— ряд методов их реше
ния, то нет ничего удивительного в том, что м. настоящее время для ти
пичных задач математической физики предложено чрезвычайно большое 
число алгоритмов, предназначенных для глаекпюнно-нычислительных Mdiiinii 
(ЭВМ). Между тем при решении конкретной задачи возникает приблсм!: 
выбора одной схемы и одного алгоритма на ЭВМ ; ->та проблема ныбира 
может быть решена путем применения некоторого критерия предпочте
ния. Фактически здесь имеется два вопроса — о выборе разностной схемы 
и о выборе вычислительного алгоритма для ЭВМ. Естественно требовать, 
чтобы теория помогла сформулировать общие принципы выбора, доста
точно простые и легко проверяемые в конкретных случаях. В конечном 
счете алгоритм должен дать решение исходной задачи с любой заданной 
точностью за минимальное число операций на ЭВМ (за минимальное ма- 
нюноевремя), Это требование экономичности алгоритма является есте
ственным. При теоретических оценках оно часто заменяется требованием 
минимума арифметических действий Q(s), достаточных для получения 
решения с заданной точностью $ > 0 .

.Любой сеточный метод для дифференциальных и интегральных урав
нений приводит к решению больших систем линейных алгебраических



уравнений, порядок которых равен числу / /у з л о в  сетйи~(к&гОрое в случае 
многомерных задач может быть большим, N.~  104.-г10?^|ВЬпрос о выборе 
схем нужного качества на основе общей теории разностных схем доста
точно подробно исследован в работах автора [1]—[2], и мы на нем не 
будем здесь останавливаться.

1. Рассмотрим лишь итерационные методы решения линейных сето
чных уравнений. Чтобы установить иерархию методов,'надо сравнить их 
по каким-либо характеристикам. Часто использую тся, асимптотические 
оценки для числа действий при стремлении порядка системы к бесконеч
ности (шага сетки h к нулю). Однако, несмотря на огромное быстро
действие современных ЭВМ, следует признать, что существует фактически 
ограничение на число узлов в случае многомерных задает. Так, например, 
для трехмерного уравнения Лапласа (/? =  3) среднее число по каждому 
переменному «^100 приводит к системе уравнений AfcwlO6. Вряд ли целе
сообразно увеличение числа узлов. Поэтому надо сравнивать методы, 
прежде всего, на реальных 
сетках. г‘ " 4

. Часто методы рассматриваются в п р е д п о л о ж е н ^ ж щ  щэОдесс вычис
лений является идеальным (вычисления ;ведутся,'. числом
знаков). Реальный вычислительный процесс должен учитывать конечную 
разрядность чисел и существование ошибок округления, „машинного нуля" 
и ^машинной бесконечности*1, с наличием которых связана возможность 
машинного авоста (аварийного останова). Естественно требовать, чтобы 
реальный вычислительный процесс был безавостным.

Чтобы выяснить качества метода на реальных сетках (для систем 
допустимого ,порядка), в том числе вопрос о безавостности, необходимо, 
.во-первых, получить точные оценки для числа арифметических действий 
Q(s), во-вторых, исследовать вычислительную устойчивость метода. При 
этом представляет большой практический интерес характер зависимости 
Q(e) от точности задания априорной информации об г исходной системе 
уравнений. ■ ■ ■ '

Теория итерационных методов может быть изложена как один из 
разделов общей теории устойчивости разностных схем, развитой в рабо* 
тах [1]—(3J. - . - , .

Характерными'чертами этой теории (см. [4]—[8]) являются:
I) трактовка итерационных методов как операторно-разностных схем 

с операторами, заданными .в гильбертовом пространстве;^
.2) отказ от изучения структуры операторов схемы— теория исполь

зует минимум информации общего характера относительно операторов;
3) конструктивный характер теории, имеющей, в  конечном счете, 

целью указание общих принципов построения оптиыамышж итерационных 
методов в , зависимости от о б ъ ^ ш р о р я о й  н в ф о р м щ ц г : ; ,

^  Поскольку в большинстве итерационных методов конкретная 
структуре матрицы системы неис^ользуется, то теорикхможно строить 

,с единой точки, зрения, рассматривая, в,качестве исходного объекта иссле
дования операторное уравнение первого рода • .

(1) A u ^ f .  ;
Здесь А — линейный оператор, заданный на линейном конечномерном 

пространстве Я  со скалярным произведением, так что А г Н —*Н,  а / £  Я

(допустимых или о б ^ ч н ^  применяемых)
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Относительно оператора А  могут быть заданы нескодько тийов ин
формации ;i- rV # .■ ( ' ' ..

' '  £ ‘Оператор "А положителен й самбсопряжёк, . ’ *„£*• , ,ч

(2) ■ ’ ■" . : : ‘ ‘ . А=±А*>0. ; ' • ' :

II. А — А* и заданы границы оператора А: 6 Е ^ А < А Е  или .

(3) '■ - d \ \ y \ ? < ( A y , y ) < L A \ \ y f v y i H ,
 ̂ а

где Е  — единичный оператор, <5>0 и Л > 0 .
III. А = А *> 0  и известны постоянные yL и уа энергетической эквива

лентности оператора А  и некоторого оператора

(4) В =  В*>0,
так что .

( 5 )  ytB<A^y2B, ^ > 0 ,

или у^Ву,у)<;(Ау,у)^уъ(Ву>У)  Для всех у $ Н .
IV. Если А  несамосопряженный оператор, то берется один из типов 

условий.

(6) а) Л > 0 ;  :
. б) АщдЕ, д > 0  \ \А у \ \* < ^ Щ у ,у )  , ; ,

ИЛИ - . • • Qb '
(7) .. ; A - ^ E j A ,  А > 0 ;

■ ‘ - • * 1 • '* * i / ‘ . • ь • ’ * ‘
в) заданы:- положительные постоянные у±, ьу2, уз, такие, что выполне-

НИё'усЛ0МЙЙ'ф(5.- w  : ■ .-..V.iv'- w  - - -;;..£\П .....
(8) У1В ^ А 0<УъВ, А0= ( А + А *)/2 ■ -  о- нт ,

(9) {B~^Al y t А Ау ) ^ у \ { В у ,у )  для всех

где A i = { A - A * ) j 2, а В = В * > 0. ' '
. . Замечание 1. Из энергетических неравенств

(10) ^ R ^ A ^ c ^ R ,  с х > 0, : ■

(П) ■ y l B ^ R ^ y 2B , уг>  0,

где А, В , R — положительные самосопряженные операторы, следуют не
равенства (8), в которых

' ■ "  о •. ' о ' ■

П =  с1У1-> Уъ =  СъУ* . .

З а м е ч а н и е  2. Если А  не является самосопряженным и знакоопре
деленным оператором и однородное уравнение ]Аа=0 имеет нетривиаль
ное решение, то рассматривается ; обобщенное решение, т. е. решение 
уравнеништЛ /# ^14М и ^Л */= = 7^  где А ’~\А*)*; : ;ь :

3. Любой одношаговый итерационный метод для уравнения, (1), свя- 
зывающий^две .итерации, можно записать в каноническом виде .

г. 'v.v?p Л и.; ;. ' азе л»! «л ' v , "С к
(12) ВЖук+1- у к)/тк+1 + А у к= / ,  6 = 0 ,  .< ■;



где у к — итерация (последовательное приближение) номера k t 2?*= Я £ > 0  —
произвольный линейный оператор, заданный в Н  и ta + i> 0 ,  А =0, 1 , . . . — 
итерационные параметры. ■ • ' ■

Так как итерационный метод по форме совершенно аналогичен двух
слойной разностной схеме (см. [2]), соответствующей абстрактной задаче 
Коши ^

, ш % + А и = / ,  . '
i ■ 1. . • * ' « 

то (12) шл будем называть двухслойной итерационной схемой (методом).
Задача ставится так:6пера?<э||1  ̂ ф и к си р о ван , а д а ш м е т р ь г  rk+i и 

оператор Вм нужно выбрать из усЩвйя^минимума арифметических дейст
вий для получения решения задачи (1) с заданной точностью е > 0 .

Из уравнения (12) следует •.

(13) y k + i—yfi—ik+iWky
где ■ ■ .' * • • . г J

•' '* Wk—B j lrk ~:'ПОПрквка, ; ■■ ■
Гк—A yk—f — A ( y k—u) — невязка. ."

Применяя к (13) оператор А, получаем для поправки однородное 
уравнение
(14) Bk (wA+1—w A)/TA+l+ A w Ar=0.

Таким образом, схему (12) можно трактовать как метод поправок (13),
где поправка определяется из однородного уравнения (и). ;

В качестве у с л о е и я  окончания итераций можно ставить условие ма
лости поправки: . ' ' ' .

( 1 5 )  I! г & И о ^ е И т о о Н о  ( j | . ® l l o = v / ( 0 ™ , •?» )) .  +

где D =  D * > 0 — некоторый оператор, или условие

(16) \\yn—u\\D^ \ \ y 0~ u \ \ Dl £b=Z )*>  О,

а  — точное решение уравнения ( 1 ) .у  : г : ^
Недостаточно убедиться в* сходимости итеоадий, тр^%фтся . еще найти 

оценку1 для скорости с х о д |ш о с т и ' ' , Ш т е р ^ й ^ : ^ ^ ^ Д ^ ^ ^  итераций, при
котором выполнено условие (15). -vr-. •

Из (15) видно, что ' - w !
(17) t \  Wk^i—Sk+iWftt Sb+i — E —ib+iBk1 А
и, следовательно, :

48)п~  Tn~ S nSn~\ • • • *̂ 1» ,f '

(18) ■ . -
Условие окончания итераций означает,'что норма разрешающего опе

ратора Тп меньше е: |f Тп | |—qn< £ * . r  i! :
Необходимо выбрать параметры {т*} и оператор Bk так, .чтобы усло

вие || Уд 11=  Qn< е выполнялось при минимальном я, т. е. число итераций 
было минимальным. ' ■
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В этом и состоит основная задача теории.
р

В частном случае, когда А — А а есть сумма самосопряженных, по-
«=1

ложительных и попарно перестановочных операторов, применяются т. н. 
методы перемейных направлений (МПН), для котсфых Вн « с ть  файтори-

■ • Я < Р : : < К  ■ ■

зованный оператор (ф. о.) в и д а : Вк=  J ~ J (/Г+е^вМ а), где — итерацион-
. -■ а_1 . 

ные параметры, подлежащие определению. Если р - - %  а даЕ ^ А а<,АаЕ, 
а —1,2,  то известен оптимальный набор параметров соW и coJ  ̂=  za+i — 
при котором для получения точности е достаточно О (In 1/^.1п 1/е) итера
ции, точнее л (е )^ л ~ 2 In 4/j?.In 4/е, где ^ =  min ??,л) rju — d„fAu. Если р > 2 ,  то

 ̂ ^ a=t, 2,
имеются т. н. циклические итерационные параметры; при которых п{е)~ 
0(1п \/г} In 1/fi). . .

4. Для основной группы методов оператор Вк не зависит от к :

' Bk= B = B * >  о,

так что двухслойная итерационная схема имеет вид

(19) В(Ук+1 —Ук)1ть+1+ А у к = / ,  k — 0, 1 , . . . ,  V -Уо £ Я-

Пусть выполнен^ условия II. Тогда схема (19) может быть заменена 
эквивалентной явной схемой

(20) (xfr+\“-*m)tk)/Tfl+ \*4*Cxk — ф, k —0, 1, • * • j

где хн — B lizy k, <р=  B ~ ^ f ,  C = B - W A B - w .  .
Отсюда и из (8) следует, что оператор С удовлетворяет условиям

(21) ' С = С * > 0  , и yiE ^ C ^ y 2E.
Явная схема, о ч е в и д ^  О т в е т с т в у ет ^  уравнению -/0? П(Ч'• , ,-^v  /
(22) • '•; .М' ■ iff^ ^ i,: Q v v (S'./" A. f ‘■ч

где и — точное решение уравнения Au^=f. Для невязки • si.- г г Г

. ■ rk = Cxk-—( p ^ B - lVrk, rk^ A y k—f .
получаем однородное уравнение .

(23) (гk4- \~  гк)/ък-\-1~\-Сгk—О или rA+, = 5 ft+irA , ■

где За-н — Е —tk+iC— оператор перехода от /г-й к (/гн- I)-й итерации. 
Для гп находим

(24) ' гп= Т п70, .
Ta—S nS n- 1. ..*S0 — разрешающий оператор. Отсюда слёдует оценка

". .4 i • ■ II Гп 11^1 II li r° II’ -
которой эквивалентна оценка . , .

для решения уравнения (14). ■ , , ^ ; >
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Разрешающий оператор. Тп(С) представляет собой ^полином степени 
п относительно оператора С с коэффициентами, зависящими от парамет
ров i lt г.2, . .  . ,  тп. Задача состоит в нахождении min Ц-ГДС) ||== min | Tn{t) |.

■ |ТЛ'} ‘
Решение этой задачи, известно~  Tn(t) должен быть, полином .Чебы

шева., Это имеет место, если параметры .т* выражаются /через нули. s( . по
линома Чебышева: ' . . . . . .

; •• ;-•'* , 5 / ^ c o s ( ^ ^ l W 2 ^ , - i = = l ;  2, ;■-.1, ж '}
■ ‘t | V4-&. ‘ ■

При этом' к о э ф ф и ц и ^  с н р ^ :  оп ^ ^ ^ а;; (см.пP I N g " : ' ''••• :

(26) ; 4 * V ■■
параметры г* определяются -п6’:формуле ; •• 4 ; •  ̂ v '? ' .•

(27) xk =  r0/( 1 +  дфк), - т0 =  2J(yt + у2), q0 =  (1 - - '$ /(  1 +'£), - : ■

а — один .из. нулей 5/,:. т.|.е,'.- ; ... . . ■■

Л*л € ЗИ«*^{сов (2/— l)ji/2«t. / = l , 2 ,
• . .1' . у̂г ' . ■ , ■ /л

Здесь 9ft„ — множествр.; нулей полинома Чебышева о&$9 порядка, 
упорядоченное произвольным образом.

Если положить п =  1* 'Г. е. взять постоянный параметр тк~т, то опти
мальное значение г~т0, а : .

Яп =  1% ■

(схема простой итерации)., . ... . . .•
На практике (см. (9, 10, 12]) была выявлена численная неустойчивость 

;лностность) метода при выборе [Xk — Sk-n+i или ,iik~Sk, k — 1, 2 , .  . .  , п. 
Ааостность метода связана с ростом промежуточных значений уи  при 
к < л  при указанных способах упорядочения множества 5ЯялВ  работах 
[2, 9j для случая п ~ 2?, а затем в [11]—[12] и для произвольного п ука
заны способы упорядочения множества при котором' чебышевский 
метод (19), (27) становится численно устойчивым и безавостным.

2 1 ’ ■Для числа итераций л(е) имеем /г(«)^In ^ . /1 п -г   ̂ откуда следует
■ В Q

(28) . ' п (е )^ -^ = \п—=  in —* -г*1 ' >■, ••• i
К/ . ...

5. Для явной схемы (20), оптимизация достигается .путем выбора па
раметров {гА}. Полученный набор параметров^ очевидно, пригоден и для 
неявной схемы’(19). Остаётся выбрать оператор Б  (стабилизатор), исходя 
из требований экономичности и максимума отношения уч/уа. : .

Для построения оператора В  выбирается оператор R  (регуляризатор), 
такой, что /?—/?*>0 , . ■

(10) ■' cxR ^ A < k c %R t с£> 0\........‘ "
Оператор В  строится при помощи регуляризатора R. Укажем не

сколько способов выбора стабилизатора В:  •>' • '  ̂ ‘ ' . > f . п -ч
1) f f = R ;  ч  ■ . ....
2) если R  предстаь'им в виде ’ суммы р  самосопряженных попарно

перестановочных неотрицательных операторов >? ,.т.
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то в качестве В  можно выбрать факторизованный оператор
-  ’ р ■ 1 . .

(29) В = ] ^ ( £ Ч ш , ,£>,,);
rt=I

...___ _ _ Г\ ____ __ - . _ _ ............. . - . . . .i V.~3) в случае произвольного оператора R  всегда можно нзять в ка 
стве В  факторизованный оператор (ф. о.)

(30) - . B ^ E + a R M E + t o R J ,
где Ri=^Rl> R i + R ^ - R .

При таком способе факторизации операторы Вг =  Е -f wR1 и В2~  Е  
Н-а>/?2 имеют треугольные матрицы и являются экономичными. Неявную 
схему (19) с ф. о. (30) мы называем попеременно-треугольным методом 
(ПТМ). ... г

Попеременно-треугольный. метод с со —т/2 был предложен впервые 
автором в [8], усовершенствован в [2, 4, б, 7] и неоднократно рассматри
вался в более поздних работах других авторов, например, в [15].

• ' О  о

Ограничимся изучением ф. о. (30). Найдем постоянные у2 эквива
лентности операторов В и R:  -

' . ;■ > ;  h B £ R t £ n B 4l -  , , .

предполагая, что выполнены условия 1

,5 R ^ d E ,  R i R ^ A R / 4 ,
где <3>0, 0, Е — единичный оператор.

Представим В  в виде

-  В = ( Е — wRi)(E—a)R2) +  2co{RL + R2)^2coR,

так как (E-—(oRl)(E-~wR2)—(E —(oR1)(E ~(oR l) * ^ 0. Далее имеем 
. 3  = Е +  goR + qP R ^  4 <S (1 /д -f ш +  m2A/4)R.

Из этих двух неравенств следует

уг =(5/(1 +с£><3+ф2<5 AJ4).

Определим ct) из 'условия максимума функции
* " i'1' 1 ' " O ' ' 1 -

| :(co)=sy1/y2 =  2 a )d /( l+ a )^ 'f<хРдА/4)<.
* t • л\к' • ‘ ■ '

• .. . . • О
.Дифференцируя до ш, найдем точку максимума £(со):

(31) 'Г\ - - (o~m0~2jyjdA.
' " 4 ’ К - \ ' ***» *

*• Эт<й»^зна»$ёнйЬ• со^собтветству&т’ п а р а м е т р
О I__

л*
"Л

(32) >. *Ух=Щ(\+4ч)> Ya=i/4\lv> . 1 =  2i/j7/(I +\/ч), П =  >№•
„  «  s e t  ,,. . • / ‘Ч ,-. ^
Если R —Ay т ,е*  с1= с 2==1) то Ух *=*у и у& ; ’



(33) *■' . ' ” ; ^  £=n/yt=^2^ч/(1+^), ' , •: г-л -гЛ;
а для числа итераций ПТМ с чебышевским набором параметров верна
оценка J и .: ' ' ■ V

(34) « (е )^ Ь -/2 ^ ^ П п -/2 \/2 у /^ .
. 6 ■ В .

В случае простой ит^щции^(тА==г0) * ‘

Л ( € ) ^ 1 п Л /2 ^ 1 1 п  —/ 2 ^ .  . .
■ $ & • •

Переход от у  к к yk+i для схемы с ф, о. (30) можно осуществить с 
помощью алгоритма .

(35) (E+<jqR J w  =  — rA, rk= A y k- f )

(E+cojR2)wk= w t y k + i = y k —Tk+iWk
или алгоритма '

(36) (zj ^w$i)y~(E-{-Q)$i)[E-\-oyR2)yk— tk+ifkt v-

(Е-\-тЩук+1~у .  - .
Первый алгоритм более экономичен, но требует запоминания не одного, 
а двух векторов.

6. Поясним ПТМ на модельной задаче для уравнения Пуассона.
В /ниерном кубе G = { 0 ^ ;c a^ l f  в к Му2; . . . ,  р}  с границей Г  рассматрива
ется задача Дирихле /  и:. ; . : г /о  ;л -

L ii—2 i  Lau = —f(x ), x i G ,  ii\y—ju(̂ x), Laa~ - j^-
i—i ■ “

Пусть <x)h =  {xi =  (ii h , . iph) £ G, l /N }  — сетка с шагом hx =  h2 — • • *
^ h p ^ h ,  у = { х ^ Г \  — граница сетки а>л. Формулируем разностную задачу

. » ' H-'tiv. *•’ -V • • •
' Р  ' , ' . '

Л у = 2 ^ л - У = —./(■*)> *£«>/» У/У=К*)> '
(37) «=i . . .... . .

л а У —( y ia- i  — 2У^ + ^ / а+ 1)/ h \

Обозначим Ау---—А у  — оператор в пространстве / / сеточных функций,
заданных на сол и равных нулю на границе ун. Операторы R t и R 2 опре
делим по формулам . '

р р ■

(38) R i y ^ y j y T j h ,  Я ъ У ^ — 21Уха1К + ’ ■
. а =  I ' «=■ 1

причем R=Ri~t-R2 — А. Скалярное произведение ( . , . )  в /^О пределяется  
таким образом:

а ‘ ’

1 (у ,  .
” ■ " ■ '. ■ ■ ' г‘®А- • ■ V ! " : ' ■ ■.->'- {■■ л- ■
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“  А2

Оператор А=А*>дЕ, где,
л е 4р . 0 nh

Л =  -Иг81П*-=-
• • * * . * - , ё ' I ■

Вычислений! даю тл(см. [2])
' ■* ‘ i s * - * ‘ ■

. . * ■ . * 

т. е . . '

р
У 1 УХд 

ha=l а=1

■ ■ ■■ ^
. ' л - Ар . о яЛ

V , ,  4 = sl" 8- r - . . .  .

.Если k ^ l y то отсюда и из (34) следует

(39) < ^

Число итераций для ПТМ не зависит от числа измерений р. От р  
зависит лишь число операций, производимых, при вычислении j /*+i, если 
задана^к-я итерация. Нетрудно заметить, что

р

, S jJ '= (£ + (« V ? 1)j/ =  ( l  +  ^ W —
а —  1

. B i y ^ ( E + o ) t i ^ y = l l  +  2̂ ] y — ^ 2 J y t u+i.
t ■ . . а —  1

Отсюда и из (35) получим формулы для ун+\* .
. ■ . . .  р . . . . ,

, ■ V = a 2 w , - y - b , k, . -
> •;»' •: • i';' „• ;• Л»1 ■ . •

(40) a~co/(^Q-f2o)/?), b — k2/(k7-i-2cop),
v

P ... ■ - ,

- - » ■ , • , !'■* Ь * I • * -* ‘ .. . a—I -
‘ . 11 * 4 ** 1 . ■. ' • ;/ ,л‘ц ;  ̂ ‘' 4 j' : 1 ' - ' • - *

где rk==—Ayk—f — невязка. Очевидно, jh \o  . ^ = 0 . . , , , , .  .. ,
Д ля  определения j/*+i надо затратить 7 умйо&ени& и 3( /? -}-1) сло

жений на каждый узел сетки. - ■■■.;
Вычисления w  можно вести, например, вдоль строк, параллельных 

оси О хх (при * 1 = 1 , 2 , . . . ,  N — 1), начиная с узла с координатами 4 = 1 ,  
а — 1, 2 , .». ,  р,  а вычисления Wk — вдоль тех;.же .строк в обратном напра
влении, начиная счет с верхнего узла с координатами /J— TV— 1, a =  1, 2

^ Д л я  метода переменных; направлений (МПН)' оператор Аау =  — у -  и
' . . . л ,х '¥<< 

определение уь+\  сводится к последовательному решению трехточечных
уравнений вдоль строк Оха, а =  1, 2 , . с помощью формул прогонки.
При этом число действий' на узел не зависит от числа узлов сетки и
превосходит число действий на узел для ПТМ.

Представляет интерес сравнение МПН и ПТМ для разностной задачи
Дирихле при р> 2 ,  на реальных сетках с шагом 1/100. В случае р  — 2

11 Математические с т р у к т у р ы , • 1 6 1



МПН с оптимальным Набором параметров требует в 1,5-т-2ч.раза меньше 
итераций по сравнению с ПТМ с чебышевским набором _ параметров.
В случае /?;>3 для МПН не найден оптимальный набор Параметров, а 
применяются циклические наборы [16]—[18] (наилучший из них^см. в [14]).

ПТМ с чебышевскими параметрами требует при А^>1/10(Ьдля трех
мерных (и тем более для jp > 3 )  задач в 3—4 раза меньше итераций, чем 
и сп о л ьзу ем ь |^ |ы н ^  ш то д ы  [17, 18], и е 1,5—2 раза меньше по сравнению 
с [14]. Кром^Вгого, дена одной итерации'* больш е 'в  МПН п о 1 сравнению 
С ПТМ. ' ■ V :: ' ’■ :K v.V  ,  ■

7. П]5и изучении вычислительной устойчивости итерационного метода 
требуется выяснить характер зависимости решения и числа итераций от ' 
изменения входных данных, т. е. от правой части / ,  операторов Л  и В,
а также чисел уг, у2. rt . , г . ..

Введение ошибок округления эквивалентно возмущению входных 
данных задачи, так что реальное решение задачи (В, A t f ,  t*+i) мбжно 
рассматривать как точное решение следующей задачи

<#, A , f k +  Wk+i/Tk+h t*+i). . (
В работах [2], [4], [10]-—[13] исследована устойчивость различных 

итерационных методов, а в [13] получены точные оценки.'
Важным является вопрос о характере зависимости скорости сходи

мости от неточности задания уъ у2. Показано, что двухслойная схема 
слабее зависит от возмущения уи  чем трехслойная (см. [13]).

8. До сих пор предполагалось, что постоянные ух и у2 известны.
Если это не так, то можно воспользоваться вариационно-итерационными 
методами скорейшего спуска и минимальных невязок, не требующими 
знания ух и у2. ,

Изменение алгоритма в этом случае сводится к изменению формулы 
для параметра t̂ +i : ' ... .
(41) а) хk+l — (wk, rk)/(Awk, w k), w k^ B ~ lrk —  для метода ско
рейшего спуска; . . ^

* - . *
(42) б) xk^ i ~ { A w kf'Wk)l{B~1Awki AWk) — для метода мини
мальных* невязок, точнее^поправок. “ “

Метод минимальных поправок применим, если оператор Л не явля
ется самосопряженным, Л ф Л * ; при этом справедлива оценка;

(43) Ц г^Ц д-^ё^Ц гоЦ в-!, ■’ '

где , /

Q -  (во+»)/(! +  «е0)> * = Уз/ЛУ2+Уз» ■ , :., ''
Рс= ( 1 —^)/(1 -Ь f )* £=yi/y2> 1

если выполнены условия .

• А = Л 0+ А и А а= ~ ( А + А %  А , = ± ( А - А > ) , '

y i B ^ A 0^ y 2B, {В-^А^у, A l y ) ^ f j <B y i y )
или Л\В~-1А ^ у1В, 7 !>0 , Уз>0.
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Если Л =  Л * > 0, то Q—Qo и  qn — 6%, так что как для ме
тода скорейшего спуска, так и для метода минимальных поправок.

9. Рассмотрим случай, когда Д =0 является собственным значением 
оператора Л =  Л * ^ 0 ,  которому соответствуют ортонормированные соб
ственные векторы £lt Пусть #<°) —^шнейное подпространство
размерности т с  базисом £i} / ^  дополнение Н (°> до'ТУ. Любой
вектор удовлетворяет уравнению А у ~ 0. Можно указать несколько
способов решения задачи A y = f  в этом случае. Оператор /? = .£ * > 0  ото
бражает И  в И. Рассмотрим схему (19).

Первый способ. Если /А_Н (0\  т. е. то все итерации уц {1 1 11\
при условии, что нулевое приближение у 0^Н^\  Справедливы неравенства

' ул \\х\\*в ^ { А х %х ) ^ у %\ \ х \ \ \ \ ? у { Н ^ \  у у > 0 .
■4

В качестве {г*} можно взять устойчивый набор чебышевских пара
метров, используя постоянные y j > 0 и у2> 0 . Из-за ошибок округления 
у слови е/ £ / / (1) может нарушаться и потому нуждается в контроле.

Второй способ. Представим /  в виде / = / (0)+ / (iV где / (0) 6 Н {0), / (1) ( 
и предположим, что / (0>Ф0, т. е. не выполнено условие разрешимости. 
Тогда решение является обобщенным и определяется из уравнения

A2u = A f= Fi

причем условие согласования выполняется автоматически, так как F t f l W  
Будем пользоваться итерационной схемой с параметрами, выбираемыми 
для А как оператора в /^> . *

Д ля поправки W k=B~lrk имеем уравнение

B (w k+i —w^/zk+i-^Aw/t—O.

Рассмотрим для простоты случай простой итерации, когда rA+i ~ т0 
=  2/(y i-f  у2). где п > 0 .  Представим у к и /  в виде у л - У ^ + У 1 \  / = / (0)+ / {1> 

i —0,1. Из. уравнения (19) следует, что* *

Суммирование по k —О, I, 2 , . . .  дает

у Г = у р ~ т 0в - у т .
Таким образом,

* У *= Ж ,,+ У?>= Л "+ Л 0>- '  ов “ 1Д ч

Отсюда следует, что вектор

■ V k = y » - k ( y k+i- y 6) = W + y ^ - k ( y $ > + l-)/$>)

принадлежит / f t1 V если О (И. Н. Молчанов и М. Яковлев).
Если а — решение задачи А2а=А />  то разность щ -r-M также сходится 

к нулю при А.-».оо, однако скорость сходимости н е с к ш Й || |  йеньше, чем 
для у%>—а  (вместо получаем 1 +  ̂ ) = f ^ * ( ^ (1 +  q0) —1)).

Указанный £ыше метод „сбрасывания" ком поненЙ ^из Я (0> может
быть распространен на случай чебышевского набора параметров {т*}:

\ ■ * • . * '

■ 163



■ A + l
*&k У  к~~ k-\-l У li)i ~  ^ ^i(^k + ','

.̂ , *

Впрочем, можно не производить регуляризацию решения переходом 
.-т у  я к &к. Так как Z?> 0, то задача (19) всегда имеет единственное ре
шение, содержащее компоненту ^ ° |г Если она не слишком велика, то 
можно в качестве приближенного решения задачи Аи-=/  взять найденную 
итерацию у к+ь . ■
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