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ЭФФЕКТ М ЕТАСТАБИЛЬНОЙ ЛОКАЛИЗАЦИИ ТЕПЛА  

В СРЕДЕ С НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ  *

Член-корреспондент АН СССР А.А. САМАРСКИЙ,

Н.В. ЗМИТРЕНКО, С.П. КУРДЮМОВ, А.П. МИХАЙЛОВ

1. При теплопроводности, зависящей от температуры, 
распространение тепла может происходить с конечной скоростью [1], [2]. 
В настоящей работе показано, что при нелинейной теплопроводности в 
среде без объемных источников и стоков возможна локализация тепла в 
пространстве в течение конечного промежутка времени. Ранее явление 
локализации тепла связывалось [3], [4] с действием объемных стоков 
тепла. Найден класс граничных режимов (S - и L 5-режимов), действие 
которых порождает метастабильную локализацию тепла; при этом 
область, в которой температура отлична от нуля, не меняется в течение 
некоторого промежутка времени. Внутри области температура может 
возрастать до сколь угодно больших значений. На примере задачи 
Коши показано, что свойством метастабильной локализации обладают 
также определенного вида начальные распределения температур. 
Приведены численные и аналитические решения, иллюстрирующие 
эффект метастабильной локализации тепла в одномерном, двумерном 
и трехмерном случае. Рассмотрен процесс нагрева полностью 
ионизованной плазмы лазерным излучением в 5-режиме.

2. В полупространстве 0 < г < +оо для значений t Е (оо, 0) (см. 
[5], [6]) ищется решение уравнения теплопроводности

с коэффициентом теплопроводности к(Т) = коТа, где а > 0.
При г =  0 задан граничный режим

Т(0, t) =  T0( - t )n, п < 0, Т0 =  const > 0, (2)

а при t =  оо начальные данные

Т(г, -о о )  =  0. (2')

Задача (1), (2), (2') автомодельна и имеет решение
ВиДа T(r,t) = Tq(—t)nf(t;), где безразмерная переменная
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£ =  r/(/coTor( ~ i ) 1+nc7)1/2. Если п  < —1 /а, то тепло распространяется 
в виде волны, имеющей конечную скорость. Если п — —1/сг, то 
поступающее тепло локализовано в ограниченной области пространства 
(S-режим). При п  > —1/сг эффективная глубина прогретой области 
сокращается с течением времени (LS-режим).

3. При п =  —1 /а  задача (1), (2), (2') имеет решение в виде 
остановившейся волны (S'-режим)

где Гф -глубина прогрева, определяемая свойствами вещества (0 ,<т) и 
константой Tq граничного режима по формуле

Задача (1), (2) была решена также разностным методом. Результаты 
расчета приводятся на рис. 1. В качестве начального профиля выбрано 
аналитическое решение (3) в момент в — 1,25 ■ 10-2. Если начальные 
данные нулевые, то, как показывают расчеты, волна сначала выходит на 
глубину Гф, а затем останавливается.

4. В случае п > —1/сг существует решение в виде волны 
с сокращающейся эффективной глубиной проникновения тепла: LS- 
режим. Величину гЭф определим как расстояние от границы г = 0 до 
точки, в которой температура равна половине температуры на границе. 
На рис. 3 приведены результаты решения уравнения (1) с условием (2) 
при п =  0, 25. Расчет начат в момент в — 0,25 с нулевыми начальными 
данными. Крестиками показаны значения гэф(£) для различных моментов 
времени. Так как начальные данные неавтомодельны, то волна сначала 
продвигается от границы в вещество, и гэф увеличивается. Начиная с 

момента t =  1 ,05 -10-2, фронт волны останавливается, а решение вблизи 
г =  0 приближается к автомодельному (гЭф начинает уменьшаться). 
Если процесс начинается в момент t = оо, то задача автомодельна 
и при п > —1/сг ее решением является волна, фронт которой уходит 
в бесконечность. Нарушение автомодельности, состоящее в появлении 
остановившегося фронта, связано с тем, что реализация процесса

впервые внимание на остановку фронта было обращено в работе [7], хотя решения
в разделяющихся переменных для квазилинейного параболического уравнения 
известны давно [8],[9].

(3)

гф =  (2 ВД(<т +  2 )/<т)1/2. (4)
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проводится с конечного момента t — в. При этом всегда существует 
граничный 5-режим, мажорирующий

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Параметры: а=2; п.= —0,5; Ао—0,5; 7’о=0,354; гф=0,5. <= — 1,25-iO-1 (./); 
-5,3-10-» (2); -2,910-* {3 ) \  -910-* (4 ) ;  -5-10"‘ (5 )

Рнс. 2. Поле ^-режимов. J — ^-режимы, 2. — мажорируемый 1,5-режим

Рис. 3. Параметры: о—2; л=-0,25; *<,—0,5; Го-1,06. < — — 1,02-10~* (J); -3,1- 
■10-г (г); -1,05-10-* W ;  -3-10-* (4 ) ;  -2,4-10“ * (5); -110-° (6)

Рве. 4. Параметры: о«*2, го**2, у1<,— 1, в =  — 1. ;=■ — 1 (i ) ; —0,73 (2); —0,09
С3) ; 1,27 (4 ) ; 5 (5)
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рассматриваемый граничный L S -режим от момента t — 9 до t =  О 
(см. рис. 2). Из теорем сравнения [10] следует, что L S -режим не 
может привести к проникновению тепла на глубину, большую Гф, 
определяемую мажорирующим 5-режимом и, следовательно, в LS'- 
режиме имеет место локализация тепла. Сказанное справедливо также 
для всего класса решений, мажорируемых по граничному условию и 
начальным данным S-режимом (аналитическим решением (3)).

5. В частности, из вида (3) следует, что решение задачи Коши для 
уравнения (1) с начальным условием

локализовано в области |rj < rg в течение времени 9 < t < 0, где

Для среды с заданными ко и а распределение (5) является 
предельным в классе начальных распределений, обладающих свойством 
локализации тепла. Действительно, из теорем сравнения следует, что 
произвольное липшиц-непрерывное начальное распределение, заданное 
на отрезке [—Я, Д], локализовано, если оно мажорируется функцией (5) 
с некоторой о и Го — R. Время локализации оценивается по (6) снизу. На 
рис. 4 приведены результаты расчета задачи (1), (5). До момента t =  О 
происходит перестройка профиля, при t > 0 начинается распространение 
тепла.

6. В двумерном и трехмерном случаях также имеет место 
локализация тепла. В качестве примера рассмотрим решение уравнения

в области Xi > 0 для значений t € (—оо,0) с граничными условиями

При |г| <  Го, 

при |г| >  Го,
(5)

в -  ~rl<7/ (2ко(сг +  2)Aq). (6)

Го( _ 0 - ^ ( 1 _ г ./гф)2/ при Г < Гф, 

при |г| >  Гф,о
3 3

г з =  'Y .io c iX i -  Q j X j ) ,  Qj >  0, =  !; 3 =  1, 2 ,3 ,
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и начальным условием

Т{хи оо) =  0. (9)

Решение задачи (7)-(9) получается методом разделения переменных
_  ̂з

(5-режим) и имеет вид (3), где г =  J]i=i Qix i- Область локализации 
тепла представляет собой пирамиду с вершинами в точках (0,0,0), 
(0 ,0 ,Г ф /о;з), (0,гф/ а 2}0), (гф/ а ь 0,0). Аналогично получается двумерный 
5-режим. Областью локализации является треугольник. Беря 
за основу решение задачи (7)-(9) легко указать класс граничных 
режимов и начальных распределений для задачи Коши, при которых 
осуществляется локализация тепла. На многомерный случай переносятся 
все представления, развитые в п.п. 2-5 для одномерного.

7. Приведем оценки некоторых параметров, необходимых для 
разогрева полностью ионизованной плазмы с а — 5/2 лазерным
излучением в 5-режиме. Предполагается, что лазерное излучение 
поглощается на границе, вещество неподвижно, излучение плазмы 
несущественно (см. оценки в [11]). Для нагрева дейтериево-тритиевой 
плазмы плотностью п = 5 • Ю20 частиц в 1 см3 до температуры 
Т ~  107 °К за время в ~  5 • 10-9 сек в 5-режиме требуется, чтобы 
к концу процесса максимальный поток лазерного излучения составлял 

~  Ю14 вт/см2, энергия на единицу площади Е  ~  103 дж/см2; 
при этом глубина прогрева Гф ~  8 • 10_3 см; температура Т  ~  107 °К 
удерживается в течение £ ~  5-10—12 сек. Чтобы обеспечить одномерность 
задачи, достаточно взять плоский слой с площадью $ ~  (Югф)2. На 
его нагревание надо затратить энергию Eq ~  510 дж. В результате 
реакций выделится ~  105 нейтронов. Чтобы получить температуру 
Т  ~  3 • 107 (10s) °К , требуется предельный поток Wm ~  1015 
(1016) вт/см2 и энергия ~  103 (105) дж соответственно; при этом 
выделится ~  109(1012) нейтронов. Газодинамикой в указанных условиях 
Можно пренебречь. Если требуется выполнение критерия Лоусона, то 
газодинамика существенна. Можно отказаться от условия s (10гф)2, 
°беспечивая одномерность другими способами [12],[13] или осуществляя 
•^'Режим в трехмерной геометрии. Тогда s ~  г |,  оценки требуемой 
энергии снижаются в несколько сот раз.
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