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Введение

В настоящей работе рассматривается итерационный метод Ри

чардсона решения операторного уравнения первого рода в гильбер

товом пространстве.

Мы рассматриваем класс уравнений, для которого прямые мето

ды обращения оператора являются неэффективными. Примерами таких 

задач могут служить большие системы алгебраических уравнений, 

возникающие в линейной алгебре, разностные схемы, аппроксимиру

ющие краевые задачи для стационарных уравнений математической 

физики. '

Специфика последних задач выражается в большой размерности 

матрицы (порядка нескольких тысяч), редкой запслненсоти ненулевы

ми элементами и прсхой обусловленности. В настоящее время такие 
t

задачи решаются в. основном итерационными методами.

Среди ширскс известных и часто применяемых итерационных ме

тодов. можно указать процесс Ричардсона f I] - [б] с Чебышевским на

бором параметров. Он обладает высокой теоретической скоростью . 

сходимости, однако, для задач о плохо обусловленными операторами 

на практике была выявлена его численная неустойчивость [з]-[б].

Детальное исследование причин неустойчивости метода, про

веденное в последнее время В.И.Лебедевым и С.Афиногеновым в[7 ], 
показало, что она связана с порядком использования итерационных 

параметров и что предлагавшиеся ранее [з]-[4] способы упорядоче
ния параметров не устраняют численную неустойчивость, а лишь 

уменьшают ее. Дальнейшие исследования показали, что существует 

такой порядок в наборе итерационных параметров, для которого ме

тод становится численно устойчивым.

и
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Этот порядок был построен и обоснован в [7] и на основе 

другой методике исследования в [8] для случая, когда число па

раметров есть степень 2* п*2 -

В данной работе предложен набор параметров, при котором 

метсд Ричардсона устойчив в случае цроизвольногс числа итераций 

н . При построении такого "устойчивого набора параметров" ис

пользуется метод упорядочения параметров дяя п *» 2 р , изло
женный в [в] .

Для последования устойчивости метода применялся численный 
эксперимент. В заключении приводится АЛГОЛ - программа построения 

параметров, которая использовалась при реализации метсда на прак

тике.

Так как основные характеристики рассматриваемого метода не 

зависят от конкретной структуры оператора задачи, а определяют

ся лишь его функциональными свойствами, тс мы будем рассматри- 
. - : , ' ■ * 

вать зтот метод для абстрактного операторного уравнения в гиль

бертовом пространстве.
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§ I. Итерационный метод Ричардсона.

Пусть дана система линейных алгебраических 'уравнений

а » . /

где C i - квадратная матрица, LL - искомый, f - заданный 

векторы.

При теоретических, исследованиях целесообразно трактовать 

систему алгебраических уравнений как операторное уравнение 1-го 

рода . . ■

А ы (i.i)

с линейным оператором А , заданным в вещественном гильбертовом 

пространстве Н , А : Н — ^ Н

В качестве примера можно рассматривать разностные уравнения, 

получающиеся при разностной аппроксимации краевых задач для эл

липтических уравнений; разностный эллиптический оператор тракту

ется как линейный оператор в соответствующем пространстве сеточ

ных фушций. . •

Для приближенного решения уравнения (1*1) применяется не

явная двухслойная итерационная схема

В + А У« = /  , *-олл>... (1.2)

с произвольным начальным приближением у 0 с. f l
, Предполагается, что оператор Q легко обратим и удсвлет-

• . ; ■ ■ 
всряет условиям

: В = В * > $ Е  , ji*o (1.з)

Yi  &  * А  6 Уа В  , fa  ? 0  ' (1.4)

где и )̂а. ̂достоянные энергетической эквивалентности опе

раторов А и 6  . Неравенство. (1.4) понимается в тем смысле,
$

7



что для любого X g H

Х± (&*>*) 4 ( А *’ х ) * Y* ( в *-*),

где ( X, у) - скалярное произведение в Н  .

Изучение сходимости итерационного процесса (1.2) сводитсяI ■
к оценке при к— * оо решения 2.* = однородно

го уравнения

0  - *у ~ ~  *-<?*,... , (1.5)

Неявная схема (1.5) эквивалентна явной (см. © )  •

X* у  ̂ хо-г*$А**о (1.6)

где Хк'*А*^Х1/* , С*т £* - А ^ лВ  1А  или

- С - С г - В Т * А  е г ч*

Оператор £?k*i (Ф называется операторам перехода со слоя 

К на слой К+1 - .

В силу условий (1.3) и (1.4) оператор С - самосопряженный 

с границами yt & у  х ; '

с *  с * , *с  * У ,Е  (Ь7)

Пользуясь рекуррентной формулой (1.6), находим .

X п “'| #7,0 X ̂   ̂ ^ *** '
(1 .8)

Т*; = П  S'; - Г7 f e -ъС ).,  Ти.к =. Е 
,J i~j+*

Оператор Tk J  r f )  называется разрешающим оператором со 
слоя j на слой к  . Разрешающий оператор 75»^ (Ч ) есть опе
раторный полином степени п и норма его оценивается оледующим 

образом f9j : , .



II Тп.о (С )Н  < 1 Тп' °  U ) l

Параметры Г*, Г*, Т п итерационного процесса (1.2) ,

находятся из условия минимума Ц Тп> 0  ( С ) / или

max lTn.0(i)i

Решение этой задачи1' имеет вид [в}:
С* = ± Л с~/ Г« > ? *  6 ^  ’ 1тев* / г-/ ‘ я % & *  ‘-^-п](1.9)

где - множество нулей полинома Чебышева п - ой степени,

расположенных в порядке возрастания индекса i ,

Го‘ i w l  '  ?• “ Т ^ Г  ' * ^
Здесь мы фиксируем порядок расположения элементов множества /Й&?, 

не определяя пока правила выбора у** из этого множества.

При таком наборе итерационных параметров { tu J для нормы 

разрешающего оператора Тп, о справедлива оценка

ЦТп,а II

гда Л - г р Г  р г =
7+ рГ  ' r  * - * V f

Для решения задачи (1.6) из (1*8) получим оценку

Л*"* 1

которой соответствует следующая априорная оценка для решения 

задачи (1.5)

II Zn II® * £ п I <«**8 (1.Ю)

х) Полиномиальная миншизацая I в? М  / на отрезке Га**3 бы

ла дана еще В .Марковым в 1892 году..
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Здеоь || • Цф - норма в энергетичеоком пространстве J-/j) , оп

ределяемая следующим образом: /X » (3)Х> , для

. Из (1.10) следует,, что через п итераций начальная погреш- 

нооть I I lo ts  уменьшится в раз. Требование &£
будет выполнено» если число итераций п п , где

n / f t ) ' I f A S e  „  i e * & s * L  
п ( *‘ч ) -  £п гут*

Схему (1.2) с указанной в (1.9) последовательное тью параметров 

tu называют неявным итерационным методом Ричардсона с чебышев

. сними параметрами.

2. При изучении сходимости метода (1.2) мы предполагали, 

что вычислительный процесс является идеальным, то есть счет ве~ 

дется с бесконечным числом знаков. Однако, в реальном вычисли

тельном процессе мы можем оперировать с величинами ограниченны

ми, не превосходящйш̂границу максимально возможного для пред

ставления в ЭШ числа, и кроме того, процесс округления резуль-
S . . 1

£атов арифметических операций вносит в решение </* некоторые
,_ч - *

погрешности на ка*Щш этапе вычислений. .
■ ■■ ■ ■ ■ t  

При реализации метода Ричардсона для больших п и

(плохо обусловленный оператор) была отмечена как потеря оконча

тельной точности из-за ошибок округления, так и останов процесоа 

вследствии катастрофического роста промежуточных решений*

Полученная выше оценка (1Л0) фактически выражает устойчи

вость схемы (1.2) по начальным данным в том смысле , что итера

ционное решение {//» после выполнения всех итераций устойчиво 

по отношению к возмущению начального приближения у 0 .

Для реального процесса необходимо исследовать устойчивость 

по начальным данным при переходе от к у* для любого
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я и тем самш иметь возможность оценить рост про

межуточных решений, а также исследовать устойчивость по правой 

части, что позволяет учесть влияние погрешностей округления*

Поясним это утверждение* Можно считать, что введение погреш-
*

ноотей округления эквивалентно возмущению входных данных задачи - 

начального приближения, правей чаоти уравнений и операторов зада

чи Л и в  .

Пренебрегая для простоты возмущением операторов А и В , 
реальное решение у* можно рассматривать как точное решение 

следующей задачи .

- задано.

Очевидно, что для получения необходимых оценок достаточно 

исследовать устойчивость следующей явной охемы

Хк+1 “ SIk+i Хк + VK+j_ ifu+i + (fSu+t - задано (X.I2)

Бели нужно оценить рост промежуточных решений, то

и если нужно оценить погрешность решения, то

Пользуясь рекуррентной формулой (1*12), находим

х* = б ^ ф - и )  , tf* - £ ' V Y A  - / )



Будем говорить, что итерационный метод Ричардсона устойчив 

("набор параметров устойчив"), если существуют положитель

ные Си » С*, , Сз , зависящие, быть может, от fo , fa , ■

но независящие от п , такие, чтс равномерно пс и & п спра-
• 'v 

ведливы оценки А *

ЦТ*,о М  С  , ZT iT„4 iU C t S T Л ±С3
j-.i

Ли устойчивого набора параметров при любом К имеет мес

то сценка решения задачи (1.12)

||Х*||4 + С* Itpl + 6*3 HifJtj .

которой соответствуют следующие априорные сценки для задачи (I.II)

Пук 1в * с, # f* И в+ С* ?« * * * И й  Ив* + Сз Я5& и V 1

H ijn-ullB^C jIift-U le + CL т а * "  if r- f le r*  + ll^ igt

Из этих оценок следует вычислительная устойчивость метода, ' 

Данное выше определение устойчивости является общим для 

всех двухслойных итерационных схем вида (1.2), .. ■"* 1 ' \ У ‘ ' v '
Исследуем устойчивость набора параметров { Гк ] метода 

Ричардсона, .

Пусть в (1.9) есть к -ый элемент множества 7 П п .
В работах [? ] , [в] построено для случая и =* 2 ** переупоря

дочение множества т  п такое, чтс порождаемый этим множест

вом набор параметров {  Z'u }  является устойчивым.

. Применяя развитый в [8J метод оценок норм операторов, нами
■ Р * С\

получены для Л =* 2 следующие оценки ( m =j-2 # *; >0 ,

j  - нечетное).

И Тт,о If * ~]=~ } .. ' ^ с

!2

5^ ti iTm.lt * -|г- 01+  4 ^
Г— f



m  , л 4

Здесь S i,j - символ Кронекера*. Важно подчеркнуть, что оцен

ки равномерны по т  • Они являются можорантными, независяlIKVr/t'f
от п . Более точные .сценки включают в себя зависимость от т  .

р ■
Для т - 2 справедливы более точные оценки

ii.i3)
 ̂— Д

(I.14)

Доказано, что для набора параметров из [7J , [в] оценки 
(I.I3) неулучшаемы и (I.I4) точна по порядку малооти £ (ср. с 

леммой 6 из [7] ). Также доказано, что для любого п , в част-
р ■ ■ 

ности и дон г; = 2 . нельзя получить более точной; чем (1*13)

сценки, как бы мы не упорядочивали множество /7Ж п • •

Мы отметим сценки (I.I3), (I.I4) как основные характеристики 

устойчивого набора параметров { V*>s для случай 2 •

*
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§ 2. Построение "устойчивого набора параметров" для любого 

числа итераций. ■

I. Рассмотрим сначала случай 2 Р р > О • Обозначим 

через Мг ( ? )  множество, состоящее из одного элемента:..

Mi
с

Тогда множество з.р можно записать в виде

W V м * V M t(ff) (2Л)

где A ' = ^ 5 * ^  .

Под объединением множеств мы понимаем здесь упорядоченную 

сумму элементов этих множеств в том порядке, в каком эти множеот- 

ва объединяютоя* .
■

Заметим, что справедливо следующее равенство

p £ i * i - v - f i  t 1-*Л,г,... а ? '1
Поэтому в (2.1)для каждого ) най
дется соответствующее ему .

Переупорядочим теперь т * ,  объединяя M i (J* 0  и

M i (Я-f t ) 9 Тогда П0ЛУЧИМ ^

Ж е  <№  (?*2>
гае М  х. (fi) - М*. ( f i )  V M ?  (тг- f i)

f

есть блок из двух элементов

м  ( f i )  = { - Cffsrf з
Далее заметим, что

- %  - f t , г-*л... г **

и переупорядочим 'Ш г »  , описанное формулой (2.2), объединяя
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где

M t (ft) и M i ( lE 'f i) . Получим

i M t * *  и  * * ( / * >

Мч С/) - мя (Jt) и м я № -/)• i- 'o s f ' coS/> -suaJ*‘
есть блок из 4 элементов.

Замечая, что вообще .

Jbzp~-i+i ■= ~рг ~ J* C , <>*,«*,... * *
Для К=0,±, („ /э-̂  г_ , продолжим процесс последовательного 

переупорядочения множества ' f l f t .

Тогда в конце получим

Ш а ?  =  M l*  (f t* ) , f t t  = jp n ' (2.3)

и множество М t p (f t ) строится по рекуррентным формулам

Мг« (&) ~Мг**(J3) Z /M г** (Л ? - в)

Ы  г - > (2*4>
М? Ш  ~ i-coffi} .

 ̂ '
Упорядочение множества If lf l3f> по формуле (2*3) построено в

* .

работе и  и на основе другого подхода в [ 7] . Оценки устойчиво- 
оя #5ра параметров { ? « ]  , приведенные в п.2 § I для

п« 2 Р » соответствуют описанному упорядочению множества 

iK z ?  по формуле (2.3).

Основной принцип построения множества 732^ состоит в вы
делении блоков М г*  (А ) и последовательном их укрупнении̂ при

чем каждый блок содержит все более мелкие блоки. На этом же прин

ципе базируется и построение устойчивого набора параметров для 

произвольного числа итераций п .

2. Пусть п - произвольное число целое. Представим его в 

виде разложения в сумму по степеней 2 с целыми показателями Hz :
п =2^**2 *+«■ + 2 ^ ^ 1



Здесь t  ~ целый индекс. Введен следующие величины

(2.5)

и положим - — i . Отметим, что все nj - нечетные чис

ла. '

При упорядочении множества 'Ш г, будем исходить из мини

мального . 7Г

' Образуем следующую оумму множеств

М » ( ? )  = 1/ М 2*г(п ;й )~М гь  f a f )  Т /М я*(л .̂ )У ...
£=Г* (2.6)

(7... U M **(»*/>), 
где множество -Мг * (#) определяется рекуррентным образом:

Л * (fi) = l-cos'/} {2V7)

.^2* /•/*} = M i*’1' (f) ~fi)
для К * удовлетворяющего условиям 

^   ̂ * * *j
Тогда . • .

qffl„ =  M r, (J* i)  "  ■ ( 2 .8 )

Формула (2.8) задает порядок расположения: элементов в множестве 

^ffCn . Тогда устойчивый набор параметров ( Та] метода Ри

чардсона строится по формуле (1*9), где ji*> есть к -ый эле
мент множества ш

Заметим, что упорядочение TfUZn согласно (2*8) является 
обобщением на случай произвольного п построений» описываемых 

формулами (5*3), (2.4) для п~ 2Р .

16



p J
Действительно, если 2 , то t=±t

- * ■ ■ 
bi - 1  и формула (2.6) переходит в

М» Г ф - М г ' ^ )
и рекуррентные соотношения (2.7), определяющие М г р(fi) , пе

реходят в формулы (2.4), ■ \

Построение множества ж »  непосредственно по формулам

(2,6)-(2.8) неудобно на практике, и мы используем их лишь для 
компактного описания упорядочения 7 П п  и получения оценок ус

тойчивости.

Мы изложим оейчас легко реализуемый алгоритм упорядочения 

множества tffLn в соответствии с (2.4). ■

Пусть 6 т  - множества из т  целочиоленных элементов

$ т . ^  6 U  а), 0т а ), . . .  &»* (">) }

Положим ** 2п + ± , Пусть j  * ± .По формулам (2.9),

(2.10) строим множества ~

Bn j =. / Qrij (nj ) s nJ  / 6»j (* ) e 8»j-t (*)> to j'l] (2.9)

в г т О г т Ш - ± ) = 0 т ( £ ) ,  (2.10)

mZ'fif, t»j. [SitfJJ .
f f c j целая часть cl

Если j  ш * * то необходимое множество 0 п  уже построено,

иначе полагаем

и строим множества

62т - { В*т (М) ~ф**+2) - а),
9*™ (&£-*) “ 6 ”  (* ) J т  J  (2.II)
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Затем j  увеличивается,на I и процесс повторяется, начиная с 

формулы (2*9), в результате будет построено множества 6п . 

Тогда

9ЯГ„= {-cos f it , fii-jfcGnU) . ”  ]
и параметры Хи. находятся по следующей формуле

тфг,?. ./•■£*■<*>> * « • » >

а
Для случая 2 формулы (2.9) —(2.II) принимают более

простой вад

•Л - {вх ti)~i } .
Q r̂yi * / &1М fitt-t)* А» (

Приведем некоторые цримеры 

п = 8 0* = fl, 15, 7, 9, 3, 13, 5, IX {
п= 9 0, =. {Г, 17, 7, IX-,. 3, 15, 5, 13, 9 j

и= 12 & * =  |.1, 23, II, 13, 5, 19, 7, 17, 3, 21, 9, 157

0 =  16 8it= |i, 31, 15, 17, 7, 25, 9, 23, 3, 29, 13, 19,

S, 27, II, 21 }
n = 18 в а *  {I, 35, 17, 19, 7 , 29, И, 25, 3, 33, 15,

21, 5, 31, 13, 23, 9,. 27 }

3. Исследование характера итерационного метода очевидно мо

жет быть проведено на простейшей модели, так как характер, процес-
_ ' I

оа определяется лишь основными функциональными свойствами операто

ров в гильбертовом пространстве. ‘: -Л
Для изучения устойчивости метода Ричардсона с последователь

ностью параметров / Ха } , построенной в соответствии с упорядо

чением множества K fln  по формуле (2.8), проводился численный 
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эксперимент на модельной задаче.

Эксперименты подтвердили, что при использовании предлагав

шихся ранее способов упорядочения параметров [V u ] (ом. [I] - 

)метод Ричардсона является численно неустойчивым. Рассматри

вались различные последовательности параметров, получающиеся из 

блоков в 4, 8, ... 2К параметров, при общем числе итераций 

г\ у 2К . При этом выяснялся вопрос о том, при каком значении 
н _ п (и ) в зависимости от к произойдет потеря точности 

из-за ошибок округления и наступит аварийный останов (авост) ма

шины вследствие роста, промежуточных решений.

Оказалось, что с увеличением * = 2, 3,... растет и 

число и, при котором происходит потеря окончательной точности, 

и П авост, при котором происходит останов. -

Для произвольного п были получены характерные оценки 

для метода, то есть определялись величины .

* 1 1 й 
и было' проведено сравнение с известными для случая п « 2 тео

ретическими оценками (1*13), (I.I4). ■

J  i  ‘ $&йаяосЬ| что они остаются одраведошвыми для модельной за

дачи и в^случЪе, когда1 п .  -  произвольное чиоло.

Промежуточные решения при этом были ограничены по модулю 

константой, не зависящей от п , и точность после выполнения 

п итераций не превосходила теоретически ожидаемую:

H y n - u f f z >

—4
В наших экспериментах п 4. 1024, 5 « 1 0  - 10 . Более

подробное описание экспериментов приведено в [ю ] .
Использовать набор параметров { Г* J , ппедложенный ъ [7 ] , 

N для , не всегда удобно, так как это может привести
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для больших П (&> % ) к значительному величеншо объема работы. 
Набор параметров, описанный здесь, позволяет применять устойчи

вый итерационный процесс Ричардсона для любого числа итераций

П .
4. Приведем в заключении программу на языке АЛГОЛ, реали

зующую алгоритм построения набора параметров { £м } для произ
вольного г\ по формулам (2*12), (2.9)-(2.П).

Программа оформлена как процедура PAR A M ET  R с вход

ными параметрами & t , &Z , t/ , задающими , fa и
' ' • " т

чйоло необходимых итераций Л. . Выходными значениями являются 

S' f T A U  , дающие значение ( Е Р ^ * $ * ) и массив 

параметров { * * }  •

Фактический параметр, соответствующий ЕР$> , должен быть 
описан как действительная переменная; фактический параметр, соот- 

веотвующий T A V  - как действительный массив размерности L1 :̂ 0

PROCEDURE PARAMETR (G i  G&, M  EPS, T A V );
va lv c  Q i 'Q i y ;  R e H L S iJ S i J 'fM re e e z  a/;  '

b E G Itf IM T G 6 ER  ARRAy [0 ‘
1M TE6ER J£! Ii, I2 13 1 к.I f T ;  SW ITCH A l ;

iv - t/ j FOR iJT + t W H ILE M +O %>0 e s G Itf
ZQ\=l%i = U} t* * ~Ji-i;

РОЯ 13 : -10^2 \frtfTLE TO ~13 fl3 £>Q

IQi^TSj X£t=li+I4~Z& £MD; i* TO BA'S);

l/VC#} •* +
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OV J± :-//Vcrj; Г/IV Z0:*1;

It : -  (Ы1Г[7-12 -i) -T-Q j IS :* 4 *7i;

L i• I F  U * I i  T tJEA ' GOTO L i  ;  2 F  Г- i  T H M  SOtO L3j
13 : » 13+2; tQ>=2j '

a  : FOR TS:=n £T£p -i w TiL  * ъо eeSJM
1 4  !  = TAV [IS] ;  T A U  [IS + /5 J  ;  -  2 3  -  .
T A V  [lS*IS-i}i«I4 e/*T>; GOTO t&'ci9j;

fit: I3:=I3+I3; Л  s -li+H • &0T0 L i ;

Lb- 6 Z ‘ - S./C G i+ & t); G l- = i - G i * S 2 ;
EPS: »  3. 44 iS'SS.fS3^9/  {У +л /);

FOR IO-.= i STEP i irt/TlL f/S>0

7AU 6 i / ( i - G i  * GloS (eP i  /  TAV [IOj'jj-
« . • '

Si ■« S S R T f ( iS i ) / f i * & i ) ) ;  G i'= ((i- & ty № i))te
■ : BPS ? (Si + Gi) /  (4. + Gi *&!■} EM.-Z);

r, ■ * • , ,

Тест I J У *  9 ,

£P g  = 0. 010 iSB 3 4 /S i

ТД1/= (0 . £$* ?*&9Я6  ̂ S fg z U j (9.i62
■ 0.090 3*3 e i9 j  o. w  sob st6y побв 6*# рщ

о. m  m  m ,  o. w  оеэ щ  о м /  <w

Т̂ст ггросчи ТАИ £ ПА U£Q.bUU.HCn В ЭСМ - 6 ,
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