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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 
С НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

1. Пусть Н — конечномерное гильбертово пространство (вещественное
или комплексное), А и В — линейные операторы, действующие в Я , <о< =  
=  {tn =  пт, п — 0, 1, . . .} — сетка на отрезке 0 <  t <  Т, уп — y(tn) е Я  — 
функции со значениями в Н. Рассмотрим двухслойную разностную схе­
му (3) .

В Уп+1Х Уп + Ауп =  0, п =  0, 1 , . . у0 задано, (1)

в которой Л и В н е  зависят от п, В~1 существует. '
Зададим самосопряя<енный положительный оператор D ((Dx, х) >  О 

для всех и образуем пространство #и, состоящее из элементов
у, у, .. , е Я  со скалярным произведением (у, v)D — (Dy, v) и нормой

IIУ Ил =  У (А/, у). Схема (1) называется устойчивой в пространстве HD,
если при любых у п е  II для решения yn+i задачи (1) выполняется нера­
венство

Цг/п+11!о< 1|г/п!1в, п =  0 , 1 , . . .  , (2)

В (*, 2) были получены необходимые и достаточные условия устойчи­
вости схемы (1) в пространствах НА и Нв в предположении, что хотя бы 
один из операторов (А или В) является самосопряженным и положитель­
ным. Условия устойчивости формулировались в виде неравенств между А 
и В. Так, если А* =  А >  0, то необходимое и достаточное условие устой­
чивости в HA имеет вид .

В а>0,5тА, 5„ =0 , 5 (5+  £*). (3)

В настоящей работе рассматриваются разностные схемы, в которых оба 
оператора (А и В) являются несамосопряженными. .

2. Т е о р е м а  1. Пусть операторы А и В  связаны тождеством

В =  D + ахА, (4)

где о — число, D — самосопряженный положительный оператор.
Тогда, если А~1 существует, то необходимым и достаточным условием 

устойчивости в HD схемы (1) является условие

Ао+(во — 0,5)тА*Б-1А > 0 , А0 =  0,5 (Л+ -4*), c<> =  RecF. (5)

Д ока з атель ств о .  Применяя к схеме (1) оператор DA~l, запишем 
■ее в виде

Byt + Ay =  0, yt =  У п + 1 ~ У п  , Я  =  А  Б  =  DA~XB.

Условия (3) приводят к неравенству (DA~'B)a Зг 0,5 xD, откуда, учи­
тывая (4), получаем

D (A-1) J )  + {со -  0,5) xD >  0,

что эквивалентно (5).
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П р и м е р  1. На сетке to*. =  {0, хи . . . ,  ж*} с шагами Ы =  x.L — х дана 
схема

. пп+х — V7} ( и̂+1 _  Vv-+X v^-v? \Vi У г . V i - i  | i л v У г *1- 1 '
+ a i (n i £ l ^  + (1_ o )« !) =  0, « - о ,  (б,

где ъ =  1, 2, . . . ,  N, п — 0, 1, . . . ,  0 — числовой параметр, я» >  0. Прост­
ранство Я  состоит из действительных функций у,. v, . . . ,  заданных на сет­
ке (Dft+ =  {лч, х2, . . .  , #*} и снабжено скалярным произведением (у, v] =

N  '

~ 2  УФи Вводя операторы Аж В:
г=1

(Ay) 1 =  у и (Ay)i =  Уг — У<~ U i =  2, 3, . . . ,  N,
‘ h.

{By)i =  -^-Vi +  aт (^)i, г =  1, 2 , . . N, .
a i

запишем (6) в виде (1). Тождество (4) выполнено с {Dy)i =  hiyi / а*, 
а условие устойчивости (5) приводит к неравенству 0,5 +(ст — 0,5)та* / h^  
^  0, i =  l, 2 При этом справедлива оценка (2), где llj/IU2 =

N . ■

=  S  Ыу* / а{. .
г=1

П р и м е р  2. На равномерной сетке (oh =  {ж0, xlt , . . ,  #w} дана схема

и?+1 _  UV- vV-' — v? 
г г vi+ l г

h

п+1 _  „Л „Ш-1 _  „П+1 
г i - i

ж ^ г =  1, 2....... JV, (7)

и?, =  у„ =  0.

Введем сетку a)*- == {ж0, гс15 . . . ,  a^-i} и пространство Hi функций, за-
N — 1

данных па <ah~, со скалярным произведением [у, v) =  2  yi^ih. Аналогич-
' - i=o

но, Я 2 — пространство функций у — {Уи у г, . . . ,  Vn) , заданных на о>д+ =
■ W

=  {ж1} ж2, . . . ,  ж^} qo скалярным произведением (у, v] =  yiVih. Опре-
i=l •

делим операторы L: Hi -*■ Я 2, Ь*\Нг-*- И ± следующим образом:

(Ьу){ =  (y t —  г/i-i) / Л, г =  1, 2, . . . ,  iV —  1, . ( Ly ) N =  — / A, 
(L*v)0 =  vl /h , (L*v)i = — (vi+1 — v{) / h, £ =  1, 2, .. ., iV — 1.

Эти операторы сопряжены в том смысле, что (£г/, у] =  [у, L*y). Пусть 
Я — прямая сумма пространств и Я 2, # =  {г/(1), ^ (2)} е Я ,  г? =
;=  v(2)} ^ H .  Определим в Я  скалярное произведение (г/, у ) =
=  [у*1*, i7(i> )  + (y{z), у(2)] и зададим операторы

где S — единичный оператор. Тогда схему (7) можно записать в виде 
; (1), где у — {и, v} е  Я. Условие (4) выполнено с о =  0,5 и

Ё — 0,5т L*\

: При этом (Du, и) =  [и, и) — т(у, Ln] + (у, у] и оператор £> положи­
телен, если х <  h. Так как А — кососимметричный оператор, 70 условие
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устойчивости (5) выполняется со знаком равенства^ Следовательно, схема
(7) устойчива при х <  h.

3. Рассмотрим факторизованные схемы для уравнения Шредингера

ди 1 -ст д2и /QN

~dt Т “ ^  а ? ”
а = 1  °  а

в кубе 0 <  <  1, а =  1, 2, . . . ,  р, с пулевыми граничными условиями.
Введем пространство I I  функций у (х,), v (х,), , заданных на кубической
сетке ’

COft =  {Xj =  {UK . . . ,  jah, • • • ,  jph), U ~  i  W

и равных нулю па ее границе. В Н определим, скалярное произведение 
(у, и) =  2 y(x)v (x)hp. Зададим в Н операторы Аа (а =  1, 2, .. ., р ) :

— h*Aay (zi) — у ( j i h , ( j a + 1) h ,. . . ,  j vh) — 2 у (x̂ ) +  у (7 A  , Of а —
1) , 7p/l). ; 1
Операторы являются положительно определенными и попарно пере- 

станов очпыми.
П р и м е р  3. Исключение промежуточных значений из локально-одно­

мерной схемы (3) , построенной для (8), приводит к факторизованной схеме

. р .

П ( Е  ix A ^ ) Уп+х — Уп, и =  0, 1 , . . ,  (9)
а=1 . .

которую можно записать в виде (1) с

р

В =  П  (Е -  ixAa), А =  (В ~  Б)/х.
а=1

Условие (4) выполнено с D — Е, а =  1. Неравенство (5) принимает 
вид В * В ^ Е  и выполняется при любых ти h. Схема (9) абсолютно устой­
чива в Н. _

Следуюхций пример показывает, что условие D >  0 в теореме 1 не яв­
ляется необходимым для устойчивости.

П р и м е р  4. Аналогом схемы Писмена — Рекфорда для уравнения
(8) при р =  2 является схема

(Е — 0,5i-t4i) (Е — 0,5ixAz)yn+i =  (Е + 0,5гт̂ 1±) (Е + 0,5ixA2)yn, (10)

для которой А =  —i(Ai + А2), В =  (Е — 0,5&t.4i) (Е — 0,5гтЛ2). Тождество 
(4) выполнено с о =  0,5 и D =  Е — (т2 / 4)^41Л2. Оператор D положителен 
лишь при т <  0,5А2. Вместе с тем схема (10) абсолютно устойчива в Н. 
Действительно, записывая (10) в виде. yni-i =  Syn, ползаем S*S =  Е, т. е.
НУп+ilI =  IlyJ.

4. Имеются схемы, неустойчивые в смысле (2) при любом операторе
D* =  D >  0. Покажем, что не существует оператора D* =  D >  0 такого,
что схема:

Уп+1Х У~ + Луп — 0, А* =  — А, А~1 существует, (И)

была бы устойчивой в HD. Применим; к (11) оператор D и воспользуемся 
теоремой 1. Условие (4) выполнено с а =  0, а неравенство (5) принимает 
вид

D A — AD>xA*DA. (12>
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Так как D >  0 и А~1 существует, то в правой части (12) находится
положительный оператор. Вместе с тем левая часть (12) представляет
собой коммутатор двух операторов и не может быть положительной (след 
DA — AD равен пулю, см. (4) , задача 473). . '

5. Расширим определение устойчивости. Именно, вместо (2) будем 
требовать

Ну»+1||в<р1Ыв> п =  0 , 1 , . . .  (13)

с какой-либо постоянной р (такой, что р "  ограничено при всех п ) . Требо­
вание (13) с D =  Е  для схемы (11) эквивалентно выполнению неравен­
ства

(р2-  1 )Е > х гА*А 

или х2\\АО2 ̂  ра — 1. Это условие выполнено, если

т||А ||2 ^  с02, с0 =  const, (14)

и р =  1 + 0,5с02т.
Аналогично доказывается, что схема (уп+1— уп) I  т + A (oyn+i + 

+ (1 — а)уп) = 0 , А* = —А, где а — действительный параметр, абсо­
лютно устойчива в 7/ с постоянной р =  1 при о S* 0,5 и устойчива в Н  при 
условии (14) с постоянной р =  1 + (0,5 — а) с02т, если (т <0,5.
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