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§ I* 0 теоретическом и экспериментальном исследовании

разиоотнтд схем

I* Для решения одинаковых иди близких задач различными автора̂ 

ми предлагается большое количество разностных схем* Естественно 

возникает вопрос: какую из предложенных схем использовать при 

решении реальной задачи? Традиционных оденск сходимости, устойчи

вости, точностиs как правило, недостаточно для ответа. Это связано 

с рядом особенностей, присущих результатам теоретических методов 

исследования схем.

1« Для большинства нелинейных задач, в частности для газодина

мических, нет доказательства сходимости или, хстя-бы, устойчивос

ти разностных схем. Соображения об их устойчивости и сходимости 

основаны на анализе линеаризированных задач*

2« Оценки точности схем являются асимптотическими при стремле

нии шага к нулю* Но бнстродействие и память современных ЭЗД не 

настолько велики, чтобы можно было относительно сложные реальные 

задачи считать достаточно малым шагом*

3. Как правиле, априорные оценки точнооти схем далеки от опти

мальных. Они бывают завышены в десятки и сотни раз, и только в 

исключительных случаях удается получить "неулучшаемне” оценки.

При этом такие "неулучшаемые оценки относятся обычно к достаточно 

широкому классу функций, а для конкретного ранения могут быть 

сильно завышены*

4. Даже наличие доказательства сходимости разностной схемы 

не гарантирует хорошее качество полученного по схеме решения. 

Сходимость в интегральных нормах обеспечивает только передачу 

некоторых интегральных характеристик реиения. Сходимость в норме 

обеспечивает хорошее качество решения только при достаточно 

подробной сетке. Так, широко известна "болтанка", возникающая в
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расчетах на грубых сетках по некоторым сходящимся устойчивым 

схемам и делящая результаты расчета фактически неприемлемыми» 

Большой опыт численных расчетов показывает, что помимо аппрокси

мации и устойчивости разностные схемы должны удовлетворять доба

вочным критериям, обеопечивагацим передачу некоторых качественных 

свойств решения* Для примера приведем известный критерий моно

тонное та разностных охем* Другим примером является требование 

консервативности охемы, иди в более общей форме — требование 

инвариантности разностных уравнений относительно определенной
. I

группы преобразований* По сути дела необходимо исследование схе

мы методами пока еще не разработанной качественной теории разност

ных уравнений* „

Я. В овязи с вышеизложенным нам представляется существенным эле

ментом характеристики схем их проверка на небольшой системе тес

тов* Тестами могут служить задачи, имеющие точное-решение и содер

жащие специфические трудности рассматриваемого класса задач*

Для проверки схемы следует провести серию из- трех или более рас

четов задачи-теста с последовательным сгущением оеток» Точность 

разностной схемы оценивается по норме погрешности сеточного реше

ния по сравнению с точным*

Для гладких решений оценку можно производить в нормах С 

и • Для разрывных решений в норме С нет сходимости и возмож

ны оценки погрешности в каких-либо интегральных нормах. В теорети

ческих исследованиях обычно используют норму /,* зли связанные
■ Др

с задачей специальные нормы [i] * При этом получаются оценки 

погрешности разностного решения, имеющие, как правило» следующий

ввд: lluL - u i ~  M l v *  + оСкГ) пРи А<к. .

Анализ численных расчетов разрывных решений показывает, что выход

на асимптотичеокий режим, когда членом о (к?) можно пренебре 

гать реализуется в пространстве при более крупном шаге Л ,



чей в пространстве L% • Поэтову целесообразна использованная 
в данной роботе оценка погрешности разрывных решейий в норме Li • 

Отметим» что интересный критерий близости непрерывной х раз

рывной функций, аналогичный близости в норме С , был предложен 

ъ [2] . К сожалению, этот критерий не имеет свойотв норны, и 

поэт оку использовать егс для доказательств сходимости схем не 

удается. Использование же его для оценки погрешности схем на из

вестных точных решениях ( на теотах) возможно, хотя и содержат 

произвол, связанный с масштабами разных переменных*

При сравнении схем на тестах надо вычислять погрешность оеточ

ного решения одинаковым фиксированным способом* Следует обратить 

особое внимание на район разрыва точного репения, потоцу что 

именно этот участок зачастую дает заметный вклад в погрешность. 

Опишем способ вычисления погрешности, использованный в данной ра

боте и рекомендуемой нами для подобных тестов.

Пусть F(xJ - точное решение, имевдее разрыв в точке X е с,

X; ^ с < X ; +JL ^ f “ сеточные значения функции!»

Тогда погрешность разностного решения в норме , на интервале 

( у. ) равна сумме площадей заштрихованных трапеций (см*рис. 1)«
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Ш. В качеотве тестов для сопоставления одномерных газодинами

ческих схем целесообразно использовать следующие задачи:

(1) схождение сферической ударной волны к центру ;

(2) выход ударной волны из' плотвой среды в сильно разреженную

среду ; '

(3) столкновение двух пластин, разделенных вакуумом*

§ 2. Четыре гвао̂яшгческие схемы*

В данной работе проведено сравнение на тесте (I) нескольких 

одномерных газодинамических схем сквозного счета,
е

Сравнивались неконсервативная, консервативная и две полностью 

консервативных схемы* Опишем зти схемы»

Из многочисленных неконсервативных схем рассмотрена наиболее 

употребительная в американских работах схема Неймада-Рихтмайера 

[3] » [4] • Это явная схема типа "крест", 2-го порядка аппрокси

мации по времени и пространству. Она имеет следующий вид:
Г  v v „ * v v v  '

Ч-Vt _ г/ЧРи.+«>г..-Рг-с01)
о-ЩП7 - р ' ^ Т (г '° ;. z '->) .

воначальные значения плотности и Эйлеровых координат, обозначения 

остальных величин — общепринятые» В соответствии с [AJ полагаем

V

при Vui - Ч. <: о 

при Vu,

[o-5fPi + P^) + «  

Pi=P(b,K) -

Здесь n~ о - i ,  1 - показатель оимметрви, я *1°^ пер-



коэффициент искусственной вязкости ^-1,5 ♦

Из различных консервативных схем рассмотрена схема, описанная 

в [5] , хорошо зарекомендовавшая себя в разнообразных расчетах.

Это неявная абсолютно устойчивая схема, имеющая 2-ой порядок 

аппроксимации по пространству и I-ый по времени. Она имеет следую

щий вид:

У.У=. rTrtWCJi.--Р.-- 

г " o-etWt.,+ж;)
_  V '
г_- ъ+т-Vi

7

р. _ ОНО W l
Г*- •» Л+1 п

(б)(
'!7*Л+| _ ̂7 п+*
4 + )  К
■ *P l ( W V при .

v° 1 JL VI

c A * A +
4  TLfa*П)ыfo+o)J+a l w 7n "]

#7?: |_b tYlt + r?l' n*i4+j ” I

P ^ P C f ^ J
■»

В [63 и [7] были предложена полностью коноервативные разностные 

схемы, реализующие выполнение законов оохранения более детально» 

что в иных схемах. Требование полной консервативности является 

жестким и определяет газодинамическую разностную схеадг 2-го поряд

ка аппроксимации почти единственным образом, допуская лишь неболь

шие вариации. В ходе данной работы выяснялось, что в [7] выбрана 

неудачная форма иокуоственной вяэкооти, а в [б}не вполне согласо

ваны медцу ообой уравнения для вычисления Эйлеровых координат и 

объемов интервалов* Среди охем 2-го порядка аппроксимации более 

удачной можно считать следующую запись полностью консервативной 

схемы:
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(В)

rV j \  я (P;-I + Pi-iW,_,Шы-Pi-&-Q)t- W  ■ )
x. X  ( тг + /я-,..,)

Jfrt+l . ■ v v v

77 A ■
a, - Cn+l) n^i
) 1 у>*М >, *+*

6 ) t S  J

v r  -  V
'vpt cvt+f-vj.)cv1+1-vi-■**) при Vl* , - ^ < - 0

о при' YiH-Vi^o

^ J

Pi -
V- . - ,

Схемы, имеющие 2-ой порядок'аппроксимации по времени, обычно 

немонотонны. Поэтому во многих работах используются чисто неявные 

схемы, обеспечивающие более гладкий счет. В связи с этим наряду 

оо охемоб (В) была рассмотрена полностью консервативная схема 

(Г), имеющая I-ый порядок аппроксимации по времени и 2-ой по прос

транству* Она близка к чисто неявным схемам*

Г  ̂-т.п.
т: “ ь £>.5 £тн +1П;)

«Г»** V
*<■ " \  ч V- +V- Л Т "  = С п м ) ^ ^

(П)

Сл+О mL
w
H+i *-1

6). s U  V ^ - V O C W V *  -У) гтри Vib|-yL <o

"Л

а

V.

+ ( p i + l w ^ R v ^ ) ^ ' - f t * . + 4 < J

P i ' P C e i . j O  ’ .



Схемы (Б)-(Г) решались методом попеременных прогонок с линеариза

цией [5] ; коэффициенты искусственной вязкости в соответствии 

с £в] полагались V - i n  v'sfl-l •

§ 3. ПешыЙ газодинамический тест.

1У. Опишем рассмотренную в качестве теста задачу о сховдении 

сферической ударной волны к центру.

Имеется сферически симметричное движение, в котором по покоя

щемуся газу поотоянной плотности ^  и нулевого давления 

к центру симметрии идет сильная ударная волна ( созданная, на

пример, "сферическим поршнем"). Газ считается идеальным и описы

вается уравнением состояния p  s • В некоторый мо

мент времени ударная волна фокусируется в центре, где при этом 

возникает бесконечная температура и давление ( плотность остает

ся конечной)* Затем из центра выходит отраженная ударная волна, 

поотепенно ослабевающая по мере удаления от центра.

Эта задача - автомодельная, но rjynna подобия не определяет

ся из соображений размерности. Автомодельное решение задачи 

подробно исследовалось многими авторами:; здесь мы воспользова

лись результатами расчетов А*;И.25гкова [9] . В этом решении авто

модельные переменные связаны с физическими следующими соотноше

ниями.

автомодельноети, е. - адиабатическая скорооть з̂ука. Для теста 

выбрано /= ( одноатомный газ), которое соответствует

К »  1,45268*

%  * , где К>1 , Ufej-hZByfr'i)'



График автомодельной скорости и (&) изображен на рис.2 -

толстой сплошной линией ( $ = 4/^,о , $,а - координата фрон

та сходящейся ударной волны)» На нем значению 4-о соответству-

полсжена сходящаяся ударная водна с фронтом при 4 = 1  ; еще

правее* при 4 >i - фон перед сходящейся ударной волной. Слева 

от начала координат расположено решение после момента фокусиров

ки: учаоток -оо^^<-iLS’SS соответствует отраженной ударной 

волна,а участок - О - фону перед отраженной волной.

Таким образом, точка V  = + соответствует центру сферы, когда 

в него сходится ударная волна, а точка j ~̂со соответствует 

центру, из которого расходится ударная волна.

Автомодельное решение можно аппроксимировать еледущими ин

терполяционными формами: .

U6£)= о./ЯЛб+о.олс8б£*-; d(S)= 4^ + o.oi/i-6̂  при ^ ^ - 4 .0

ет бесконечно удаленная точка. Вправо от нее при о*£ ± 1 рас-

U (£) — +o.Qi)%%i Z^>+QjbQfQ6tz^ + о.ооо2,%3 f t ^

^  * о.00/040

где a (-c.vss-J) -o-&6f

при

i- 0.0Ъ*и£-оЛ%Ч5£%

С( £ ) 40Л&44 o.o9&4Ji 4**

, i ~o.№ltS-o£&u>#L-

при



я,.зоб при Л^-i.SSB

Х.ОЪО ЩИ ‘ i.SStegi I

При £ > L все величины имеют значения, соответствующие невозцу-

щенноь̂г газу,

§ 4. Результаты расчетов.

У. Расчёт задачи (I) по схемам (А)-(Г) производился для конеч-

веяяые. Скорость поршня задается в соответствии с автомодельным 

решением: '

При этом фокусирование ударной волны происходит в шмент 

t = 0,5X6287, а к моменту i± ~ 0,687849 отраженная ударная 

волна достигает поршня. Расчёт целесообразно закончить неоколько

По каадой из четырех схем производились расчеты о тремя прост

ранственными оеткани, выбранными равномерно по радиусу - 16,32 

и 64 интервала. Шаг по времени выбирался из условий куранта, с 

числом Куранта равным 0,5;

У1. Опишем результаты расчетов. Одной из наиболее чувствитель

ных величин в данной задаче является скорость. Поэтому погреш

ность скорости йкV , вычисленную в норме , мы приводим для 

характеристики рассмотренных охем. Кривые на рис.З изображают

ной массы газа с начальной плотноотью £ и начальным радиу

сом поршня Яы = { , Краевые условия в центре сферы - естест-

порвшя*

раньше, например при t*:e# = 0*640*



зависимость /11V от времени t в расчетах с рэп ними сетками 

по схеме (Б)* Цифры около кавдой кривой указывают число интервалов 

сетки. Путевой <р на оси t отмечен момент фокусировки ударной
У

волны ; при i ̂  ср ударная волна сходится к центру сферы, при 

4: ><р отраженная ударная волна уделяется от центра*

Погрешность при t*<p имеет осциллирующий характер, связанный 

с перемещениями фронта ударной волны, идущей ;по нулевому фону, 

в соседний интервал сетки* По мере приближения ударной волны к 

центру, где массы интервалов уменьшаются, осцилляции затухают*

При больших i погрешность растет в связи, с продвижением фронта 

отраженной ударной велны в интервалы большей массы. В момент фоку

сировки имеет место пик погрешности, величина и характер которого 

слабо зависят от сетки* Сопоставление кривых на рис.З показывает 

оходимость сеточного решения к точное при сгущении сетки для всех 

t  , кроме района фокусировки, Графики погрешности A lV для 

результатов, полученных по схемам (А),(В) и (Г) качественно совпа

дают с представленными на рис.З и в работе не приведены.

На рис*2 изображен график автомодельной скорости. Кружками, 

крестиками, треугольниками и галками на графике отмечены точки, 

полученные соответственно в расчетах по схемам (А),(Б),(В) и (Г) 

о сеткой, содержащей 32 интервала* Как видно из рис*2 в схеме (В) 

фронт отраженной ударной волны размазывается немного меньше,чем 

в схеме (Б), но зато сильнее нарушается монотонность решения за 

фронтом, '

В таблице I приведена оредшот интегральная по времени величи
' . ' Д*сон .

ia погреиности скорости - ]) * _±- I д yft) ДОЯ расчетов
“ЬсоН J0 А

ю воем схемам. Из сравнения данных, приведенных в таблице, видно, 

но схемы(Б-Г)дают лучший результат, чем схема (А)ь Отметим, что 

>асчет на заданной сетке по охеме (А) требует меньшего объема



вычислений ( в расчетах по схемам (Б-Г) производится по 5-8 итера

ций на каждом шаге) • Но для достижения одинаковой точности расче

та схемы (Б-Г)требуют и мвныввй памяти и меньшего объема вычисле

ний, чем схема (к)>

В сложных задачах, например, в задачах магнитной радиационной 

газодинамики определяющим критерием для выбора газодинамических 

схем является не собственно экономичность такой схемы, а возмож

ность получения в газодинамике результатов нужной точности на 

грубых сетках по пространству и времени. Как видно, при этом кон

сервативные схемы оказываются заметно выгоднее схем типа Неймана- 

Рихтмайера.

Рассмотренные коноервативные охемы (Б-Г): м&ло различаются

по точности* (Близооть схем(Б)и(В)наблвдалась ранее в [10] )♦

Среди них наименее точней сказывается схема (Б), а лучшие результан

ты дает схема(ГЛ Это, повидямоцу, связано с двумя обстоятельства

ми* Во-первых, схема (Г)является полностью консервативной и поэтоцу 

отдельные ее уравнения хорошо согласованы между собой* Во-вторых:, 

схема (Г) близка к чисто неявной и поэтому обеспечивает достаточно 

гладкий счет.

Отметим, что в данной работе исследовались, в основном, 

схемы, проверенные многолетней практикой. Вообще яе среди кон

сервативных схем есть и плохие, как показанв в [11] .

УП. Для оценки влияния способа построения проотранственной 

сетки на точность счета были проведены расчеты по схеме (Б1 В 

этих расчетах выбиралась сетка, почти равномерная по массе, что 

часто используется в вычислительной практике. При этом количество 

интервалов сетки бралось также 16, 32 и 64, а величина централь

ного интервала была такой асе, как в соответствующей сетке, 

равномерной по радиусу. Результаты этих расчетов-погрешнссть 

Т> - представлены, в таблице 2*



Видно, что погрешность сально выросла по сражению с расчета

ми на проотранственной сетке, равномерной по радиусу. Кроме того 

зон раочеты потребовали более мелкого шага по времени, т.е. ока-
у

залась заметно менее экономичными *

Таким образом, выбор способа построения проотранственной 

сетки может повлиять на точность расчета не меньве, чем выбор 

разностной схемы̂ '

УН. Сделаем некоторые выводы:
. 1

1. Консервативные схемы Б-Г выгоднее по объему вычислений
. *

для достижения заданной точности, чем схема Ееймаяа-Рахтмайера.

2. Среди рассмотренных консервативных схем некоторым преиму

ществом обладает схема Г. ' -

3. Использование сетки̂эавномерной по радиусу, приводит в 

среднем к лучшим результатам,чем использование сеток, квазиравно-* 

мерных по массе»
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Таблица I

Количество (Погрешность 1> в расчетах з сетками,
интервалов аусу

— ----------------------
Схема А Схема Б Схема В Схема Г

16 0*035 0.028 0.023 .0.023

32 0.022 0*014 0.012 0.011

64 0.014 . 0.007
1

0.007
j

0.006

Таблица 2

Количество
интервалов
сетки

Погрешность схема Б

Расчёты с сеткой, 
равномерной по 

радиусу

Расчеты с сеткой, 
квазиравномерной 
по массе

16 0.028 0*048

32 0.014 0.039

64 0.007 0.016
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УДК 517*9 : 538*4

Сравнение разностная схе* на тестах

М*И.Воячннская, В*Я*Гшвдда, Н*Н*ЕШтшн 

АД.Сатрскж»

Препринт НИИ 1972 г*

Рассматриваются различные способы сравнения разностных, 

схем* Нодробво обсдпвдаются вопросы сратешш схем на тестах* 

Проводится срашеше нескакышх разностных схем для одномерной 

газодинамика на нршере фовусяротаз ударвой волне*

Кддчевне слова: разностные схема, газодннамшеа .
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