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Рассматривается задача о вычислительной устойчивости двухслойно
го и трехслойного итерационных процессов решения линейного опера
торного уравнения I рода Аи = f в гильбертовом пространстве. 

Одной из задач теории итерационных процессов является получение 
количественных характеристик, позволяющих сравнивать различные по 
структуре методы. Наиболее часто при теоретических исследованиях ис
пользуется критерий сравнения методов по числу итераций в предполо
жении, что все вычисления проводятся точно. 

Однако в реальном вычислительном методе процесс округления ре
зультатов арифметических операций вносит на каждом этапе вычислений 
некоторые погрешности в решение. Это обстоятельство приводит к необ
ходимости сравнить итерационные методы по их вычислительной точ
ности. 

В настоящей работе эта характеристика рассматривается для двух
слойного (простая итерация) и трехслойного (полуитерационного Чебы-
шева и стационарного) итерационных процессов. Вычислительная устой
чивость метода Ричардсона исследована в работах [ 4~ 3]-

При исследовании предполагается, что введение погрешностей округ
ления эквивалентно возмущению входных данных итерационной схемы. 
Этот подход, позволяющий свести задачу о вычислительной точности ме
тода к изучению устойчивости по входным данным некоторой возмущен
ной задачи, применялся в [ 4] при рассмотрении абстрактной схемы двух
слойного итерационного процесса. 

Полученные оценки (теоремы 1, 3 , 5 ) доказывают вычислительную 
устойчивость рассматриваемых итерационных схем. При этом показано, 
что коэффициенты в оценках зависят только от безразмерного параметра 
? = YI/Y2> г де Yi и Y2 —границы спектра оператора А либо постоянные 
эквивалентности оператора Л и второго оператора В итерационной схемы. 

§ 1. Двухслойные итерационные схемы 

1. Пусть в вещественном гильбертовом пространстве Я дано оператор
ное уравнение I рода с линейным самосопряженным оператором А 
(А:Н->-Н1А=А*>0) 
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(1.1) Au = f, 

где и — искомый, / — заданный элементы из Я . 
Пусть В — легко обратимый оператор, удовлетворяющий условиям 

(1.2) В = В*>$Е, у,В^А< у2В, 7 l > 0 , р < 0 , 

где Yi и 7 2 - постоянные энергетической эквивалентности операторов А 
ж В (см. [ 2 ] , гл. VI I I ) . 

Для приближенного решения задачи (1.1) рассмотрим неявную двух
слойную итерационную схему с постоянным параметром т > 0 и произ
вольным у о е Н: 

(1.3) B(yk+i-yh)/x + Ayh = f, £ = 0 , 1 , . . . . ( 

В предположениях (1.2) оптимальное значение параметра есть [ 2 ] 

(1.4) T = To = 2 / ( Y i + vi)-

При этом справедливы оценки 

(1.5) \\уп — u\\D<p0

n\\y0 — B||D, D = 4 или J5, 

где H'IID — норма в энергетическом пространстве HD определяется следую
щим образом: \\x\\D = (Dz, х)Ъ при D = D* > 0, ,р0 = (1 - | ) / (1 + £),. 
5 = 'V* / Y2- Для уменьшения нормы начальной погрешности z0 = у 0 — и 
в НА(НВ) в 1 1 г раз достаточно выполнить п ^ п(е, £) итераци|й, где 

и(е, = 1 п е / 1 п р 0 « l n ( l / i e ) / 2 g . 

Схему (1.3), (1.4) называют неявным методом простой итерации. Кроме 
оценки (1.5), выражающей сходимость итерационного процесса, нетруд
но получить оценки устойчивости схемы (1.3), (1.4) по правой части: 

Шв < Р0ПШ\В + [ (1 - Ро") / Yl] И/И-"1, 
1 Ы 1 А ^ Р О П Ы 1 А + (1 -Ь ро^) 

2. Из полученных выше оценок следует сходимость и устойчивость па 
правой части идеального вычислительного процесса. Для реального про
цесса необходимо исследовать устойчивость по входным данным некоторой 
возмущенной схемы, учитывающей погрешности округления. 

Можно считать, что введение погрешностей округления эквивалентно 
возмущению начального приближения, правой части и операторов А и В 
итерационного процесса (1.3). Тогда реальное решение y h можно рассма
тривать как точное решение следующей задачи: 

(1.6) S(yh+i — yh) Ji: + Ayh =fh+i + W H / T , & = 0, 1 , . . . . 

Предполагая, что схема (1.6) принадлежит к исходному семейству 
схем, т. е. выполнены условия (1:2), или 

(1.7) * А = А* > 0, В = Б*^ (ЗЯ, J3 > 0, 

исследуем ее устойчивость. 
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Мерой возмущения операторов А и В будем считать относительное 
язменение их энергии (0 ^ а 4, а 2 < 1): .. 

(1.8) \((Л — А)х, х) | < аМ*, * ) , \((В — В)хгх)\ < а 2 ( 5 я , х). 

Рассмотрим схему (1.6) с возмущенными входными данными, предпо
лагая, что итерационный параметр т определяется по формуле (1.4) через 
невозмущенные значения Yi и у 2 . 

Т е о р е м а 1. Если выполнены условия (1.2), (1.7), (1.8) и 

а = (<Zi + а 2 ) / (1 — а 2 ) < 0.5£, 

то для схемы (1.6) с параметром (1.4) справедлива оценка 

(1.9) | | У п - " | г < Р " 1 к о - « | | г + ( 1 - р п ) [ 1 / У г max I / ; - / ! £ _ , + 

+ (1/1) max || щ | |^ ,] + [а х (1 + p")/Yil II/ « в -
где 

Ъ = Y i - «Y2 > 0.5YI, р = (1 — ! ) / ( ! + I) < 0.5(1 + р0), 

1= ( £ - а ) / (1 + а ) > £ Л З при а < 0 . 5 £ . 

Следует подчеркнуть, что в оценке (1.9) коэффициент при возмуще
нии w правой части не превосходит величины, пропорциональной 1 /£ 
(«числа обусловленности итерационного процесса»). 

Для доказательства теоремы рассмотрим задачу для погрешности 
Zk = yk — иж переедем к эквивалентной явной схеме, следуя [ 2 ] : 

xk+i — |ф = S(xh — ф) + т % + 1 + к = 0, 1 , . . . , 

х0 — задано, 3 = Е — хС. 

Здесь приняты обозначения 

xh = B*zk, С = В-*АВ-\ q* = *-*(/*-/), 
(1.10) 

yk = S-*wh, •ф = Л , ^ 1 и - ^ ) ^ 
Решая относительно #А разностное уравнение первого порядка, найдем 

x k - q = Sh (х0 - ф) + ^ ^ ( т ф ^ + t|>ft_,), 
j = 0 

IbJI < . № Ь011 + [ (1 - I l№) / (1 - 11511) ] (тхпах Иф,И + 

+ max 11^-11+(1 + 1№)11фН. 
i^i<ft 

Оценим сначала норму оператора S. 
Л е м м а 1. Если выполнены условия теоремы 1, то справедлива оценка 

СТ<Р<1. 
Действительно, в силу (1.2), (1.7), (1.8) имеем 

С=€; У1*Е^€^у2Е, ' : V — Y i ( l - « i ) / ( ! + <*.),•' 
^2 = \ z (1 + « i ) / (1 — аг) — y2 (1 + a ) , 
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где а = (oci + а 2 ) / (1 — а 2 ) . Заметим, что х0у2 — 1 = р = р 0 + а(1 + р 0 ) . 
Введем постоянную y t ^ Yi , полагая 

yi = ( 1 — р ) / т 0 = Yi — «Y2 < Yi*-

Тогда yi* + у2> yi + у2 = 2 / х0 и, следовательно, 

|| 51| < max 11 — xt \ = max (1 — T0YI*, r0y2 — 1) = p . 

Лемма доказана. Заметим, что если = <х2 = 0, то из леммы 1 следует 

(1.11) . H S J K p o , S = E-xC, С = B-l,2AB-l'\ 

Оценим теперь ||ф|| через известные величины. 
Л е м м а 2. Пусть ф = Й,2А^(А — А) и, где и — решение задачи (1 .1) . 

-Если выполнены условия (1 .2) , ( 1 . 7 ) , ( 1 . 8 ) , то ||ф|| ^ (-а4 / yY) ||/lljf_i. 
Действительно, 

||Ф|| = - Ж)А-Ч\\ < -А-1)БЧ \\S-'hf\\, 

ж поэтому достаточно оценить норму самосопряженного оператора 

В,2{А-'-А-')Въ. 

В силу предположений леммы верна цепочка неравенств 

/ . ( 1 — а 4 ) 4 < ^ < (1 + а 4 ) Л , 
^-а,)А-'<А^^{\ + а,)А-\ 
- а Л - 1 < Я" 1 - Л - 1 < а Д " 1 , 

или 

\((А-* — А-х)х,х)\^1ь(А-%х). 

Отсюда получим 

] (ВЪ{А-А - A-l)ffkx, х) | ^ щ (С-% х) < ttl / у, (х, х). 

.Лемма доказана. 
Из лемм 1, 2 с учетом неравенства 1 — р ^ £ следует утверждение тео

ремы. 
Теорема 1 утверждает, что итерационный процесс (1 .3), (1.4) числен

но устойчив и сохраняет теоретическую скорость сходимости, если возму
щения правой части и операторов задачи есть величина порядка o(Q. 

§ 2. Трехслойные итерационные схемы 

1. Для приближенного решения задачи (1.1) рассмотрим^ неявную 
трехслойную итерационную схему стандартного типа [ 2 ] : 

(2.1) Byh+i = ык+1(В — xA)yk+ (1 — cofe+i) + тсо А + 1 / , 
к = 1 , 2 , . . , , 

(2.2) = ( 5 _ Ы ) г / 0 + т / 

-с произвольным у0 ^ Н и параметрами т и {он}. 
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Сначала рассмотрим вычислительную устойчивость итерационного про
цесса (2.1), (2.2) с постоянными параметрами т и оз (стационарный ме
тод). 

Считая, что А и В удовлетворяют условиям (1.2), положим (см. [ 2 ]) 

X = Т 0 = 2 / (Yi + У2), COfe = (Ооо = 1 + p i 2 , 

7с = 2 , 3 , . . . , 
(2.3) 

Переходя от (2,1), (2.2) к эквивалентной явной схеме, получим 

(2.4) Xk+i == (oh+iSxh + (1 — a>b + i ) a: A - i + Tu) f t + 1<p, 

. £ = 1 ,2 , . . . , 

(2.5) xt = Sx0 + тф, S = E — TC, X 0 — задано, 

где xk = A*yk, С = С, = A^B-'A^, <p = C4~*/ , или xk = B*yh, C = C,= 

= B-^AB-^^ = B'H 
Ниже нам потребуется явное представление решения задачи (2.4), 

(2 .5) . Пусть ф = 0, Xj и Xj+i заданы. Тогда для решения (2.4) при к ^ / 
справедливо представление 

где Th(t) и £ 4 ( 0 — полиномы Чебышева степени к первого и второго 
рода: 

7*(0 = cos(A:arccos*), \t\ ^ 1 , max 12 \ (01 = 1, 

T T . . sin((/c + l)arccos t) . . t ,__ , 4 I , ' 
= Ц—:— : L , Ul < 1 , max l*7fc(*)l 

sm(arccos t) m < 1 

Полагая / = 0 в (2,6) и учитывая (2.5) , оценку 11.511 ^ р 0 и равенство 
ро = 2pi / (1 + pi 2 ) , убеждаемся в том, что справедлива 

Т е о р е м а 2 (см. [ 5 ] ) . Если выполнены условия (1.2), то итерацион
ный процесс сходится и верна оценка 

1 + , , Л n)\\y0 — u\\Di D = A или В. 
1 + P i / 

2. Задача о вычислительной устойчивости итерационной схемы (2.1), 
(2.2) ставится следующим образом: исследовать устойчивость по вход

ным данным возмущенной схемы , 

Byк+i = (оь+i ( В — хА) yh + (1 — i <0 f t + i ) y f c - i + Xtok+Jb+i -f- w h + u 

Bjji = (B — xA) y0 + xf t + wi, y0 — задано. 

Т е о р е м а 3 . Если выполнены условия (1.2), (1.7), (1.8) и 

а = ( 0 l + а 2 ) / (1 — а*) < 0.5£, 

8 ЖВМ и МФ, № 5 
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то для схемы (2.7), (2.3) справедлива оценка 

1 - Pi 2 

I уп - и \\ш < P l

n ( l + - i ^ - g r - « ) ||̂ о - и | | 5 + (1 -У"(а/1)Г2 X 

X [(1/Yi) max \f} - + max |K-|| f_J + 

2а х 
1 + ^ ( 1 + T + f - r e ) ] « / « -Yi 

где . 

P i ^ P i + ya(l + Pi) <Л, 

Для доказательства теоремы рассмотрим задачу для погрешности zk = 
= у к — и и перейдем к эквивалентной явной схеме 

Xh+i — Ф, = (Dfc +t5(а:* — ф ) + (1 — (Ofe+i) ( # A - I — ф ) + 

+ Т 0 ) А + 1 ф А + 1 + ярь-и, 
(2.8) 

ж4 — ф = 5 ( я 0 — ф) + Т ф 1 + г|)4, к = 1 , 2 , . . . , 

где жА, I ? , фА, if>A, Ф определены в (1.10) 
Представим хк в виде суммы #А = vk + где хк — решение следую

щей задачи: 

Хъ+1 — ф = U>k+iS(xk — ф ) + (1 — COA+I) (Xh-i — ф ) , 

Y=l,2, . / . , 
# 1 — ф = 3(х0 — ф ) , Х0 = Х0. 

Используя (2.6), получим 

(2.9) ^ - ф ^ р ^ Г ^ ^ ^ / А ^ А + г ^ ^ ^ Т ^ - ф ) . 
L 1 + p i \ ро / Ро \ Ро / J 

Для vk получим следующую задачу: 

УА+1 = (Оъ+iSVk + (1 — (Оь+i) Vh-i + Т 0 ) А + 1 ' ф А + 1 + lJ?A+l, 

ft=l,2,..., 
Vi = Т ф 1 + v0 = 0, 

. ft 

решение которой будем искать в виде vh = FF T > J. Тогда FA, J при фикси-
3=0 

рованном / = 0, 1 , . . . есть решение однородной задачи 

Yk+i,j = (Ok+iSYb, j + (1 — I(0A+I) ft > ' / + 1, 
^ • • " ' F j + 1 ) - j = T ( o j + 1 ^ j + i + i | ) j + 1 , 7 ^ = 0. 

Здесь формально введено со4 = 1. Используя (2,6), найдем 

У*Л = Pift ' 1 #fc-j-i (S/po) ( fOO i + i ф я _ 4 + \ | 5 i + 4 ) , 7A,A = 0, 
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и, следовательно, 

-1 
(2.10) v k = y p i ' W / p . ) Ы ъ - М ч + Урк-д. 

Для завершения доказательства теоремы остается оценить нормы опера
торных полиномов U-\(3/ Ро) и Tj( 31 Р о ) . ! 

Введем следующие обозначения: 

Ро = Ро/р = (1-Ъ)/(1+|о),|о = а / ( Ц - я - 1 ) , 
(2.11) 

р . = (1 - yfo) / (1 + По), Чп = 2 р > I (1 . + P i 2 n ) ; 

причем pi = р 4 / pi. 
Л е м м а 3. Если выполнены условия теоремы 3, то справедливы 

оценки 

Ш51 Ро) II ^ ф Г 1 ^ Р Г * , Ш £ / ро) | | < (& + 1)р>\ 
\\ик(3/ро)3/ро\\ <(к+ l)p7ik+i), .р,'<-. Р1 + Уа(1 + р.)<1.\ 

Действительно, так как ||<§7ро11 ^ р / р о = Р о " 1 ^ р Г 1 , то 

11ВД/р Р)|| < П ( р / Р о ) = Т * ( Р О - ' ) = qh-1 £ С рг*, 
Ш , ( 5 / р о ) 1 1 < [ ^ 1 ( р „ - 1 ) - 1 ] , ' ! , [ Г 1

2 ( Р о - 1 ) - 1 ] - ' А = 

= ( l - p i 2 ( f t + 1 > ) ( l - p 1

2 ) - 1 p r ^ ( / c + l ) p r \ . 
Далее имеем 

Pi = p i + ( 1 + P i ) — — — , — ; — — V g 0 = 
pi l + pi pi l + pi i + rio 

= У а ( 1 - У б ) / . [ У ( 1 + ' а - 5 ) - У а ] < У а . 
Лемма доказана. 

Используя лемму 3 и формулу (2.9), получим оценку 

" * * ~ Ф 1 1 < Р * [ l + \ " ^ ^ ] " ? о -п фИ. 

Далее, в силу лемм 3 и 1, ' 

Р1^(5/р.)[|<£(/ + 1 ) Р 1 | ^ ( 1 - Р 1 ) - 2 < 

< ( l - P i ) - 2 ( l - y ( a / g ) ) - 2 . 
Учитывая затем равенство 
(2.12) тй) к = т,<»-. == ( 1 _ P i ) V Y I , ; | 
из (2.10) находим | 

W\ < ( 1 - У ( a / | ) ) - 2 [ ( l / Y l ) max - + (1/£) шах ВД-

Теорема 3 доказана. 

8* 
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3. Рассмотрим теперь вычислительную устойчивость полуитерацион
ного метода Чебышева (2.1), (2.2) с набором параметров [ 6] 

(2.13) T = T 0 = 2 / ( Y I + 7 2 ) , •a>A = 4 ( 4 - i P o 2 ( o f t - i ) - 1

f 

coi = 2, k = 2, 3 , . . . . 

Если обозначить i 

^ = n - i ( l / ( P o ) = 2 p i V ( l + P i 8 k ) , 

то для (Ой справедливо представление s 

(2.14) со, = — Ты(1/ро) Г г 1 (1/ро) = (2/g 4 ) = 
Ро 

=(l+p1

2)(l + pr- 1 ))/(l + p 1

2 f t ) . 

Отсюда следует, что 

lim сок = 1 + Pi 2 = (Ооо и 2 = (Oi > со2 > . . . > (Oft > . . . > С0оо>1, 
fc-*0O 

и поэтому метод (2.1) — (2.3) есть предельный случай схемы (2.1), (2.2), 
(2.13). 

Для метода (2.1), (2.13) справедливо аналогичное (2.6) представление 
решения эквивалентной явной схемы (2.4), (2.5) с ф = 0: 

(2.15) Xk = q J u ^ J ^ ( ^ - ^ + ThJ±)^[ 
I \ р о / \ qj+i po-3j / V Р о / Яз'л 

Отсюда следует • 
Т е о р е м а 4. Если выполнены условия (1.2), то итерационный процесс 

(2.1), (2.2), (2.13) сходится и верна оценка 

\\уп — и\\о^дп\\уо — и\\в, D = А или В. 

Таким образом, схемы (2.1) — (2.3) и (2.1), (2.2), (2.13) сходятся с 
одинаковой скоростью. 

4. Задача о вычислительной устойчивости итерационного процесса Че-
бышева сводится к получению оценок устойчивости явной схемы (2.8), 
(2.13). 

Справедлива следующая 

Т е о р е м а 5. Если выполнены условия (1.2), (1.7), (1.8) и 

а = ((*! + а 2) / (1 — а 2 ) < 0.5|," 

то для схемы (2.7), (2.13) справедлива оценка 

\\Уп-и l s ^ q n \ \ y 0 - u l s + [ Г - У (ail)]-* ( 2 / Y l max || / J - / 1 |~ -f 

+ (l/£) max I щ b_,) + (2a x / Y l ) ( 1 + qn) || / fe.,, 
l < ; < n 

где g n = qn/qn^ 2pl

n/ (1 + p 4

2 n ) , g n p 4 определены в (2.11). 
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Теорема 5 доказывается так же, как и теорема 3. Учитывая (2.14), 
(2.15), получим вместо (2.9), (2.10) следующие представления: 

Xk — Ф = qkTh(3/ рэ) (х0 — ф ) , 
k-i 

Vk = ^qk/qu-jUjiS/po) (%®k-j(pk-i + tyk-j) = 

3=0 . ' 

k-i 
= UiWpo) f (2t/,po) (qk/qk-j-i)4)k-i + qJqk-^k-j]. 

3=0 

Оценка теоремы 5 следует из леммы 3 и неравенств 

qk/qk4^ P l

J(l + P l

2 ) , g A y 9 M - i < 2 p i J + \ — 1 . 

Осталось оценить qn. 
Л е м м а 4. При выполнении условий теоремы 5 справедливо неравен

ство 

(2.16) g » < 2 p , " / ( l + . p i 2 n ) . ' 

Неравенство (2.16) эквивалентно следующему: \ 

(Pi2n-Pi2n)(l-Pi2n) >о. 

Так как 0 ^ а ^ 0.5£, то pi ^ 1, pi < pi. Лемма доказана. Теоремы 3, 5 
утверждают, что рассмотренные итерационные процессы (2.1), (2.3) с на
борами параметров (2.3) и (2.13) численно устойчивы и сохраняют теоре
тическую асимптотическую скорость сходимости, если возмущение правой 
части и операторов задачи есть величина порядка о (£). 

Из теорем 1, 3, 5 следует, что двухслойный (метод простой итерации) 
и трехслойные (полуитерационный Чебышева и стационарный) итерацион
ные методы могут быть отнесены к одному классу численно устойчивых в 
энергетических пространствах НА и Нв вычислительных процессов (ср. 
с методом Ричардсона I 1 - 3 ] ) . 

§ 3. Устойчивость по параметрам 71 и ^2 

Рассмотрим влияние неточного задания входной информации, 'т. е. по
стоянных 71 и Y2, на скорость сходимости итерационных процессов, предпо
лагая, что все вычисления проводятся точно. 

Пусть вместо точных значений у1 и у2 в (1.2) известны некоторые при
ближенные yi и у 2. Введем следующие обозначения: 

^ 0 = 2 / . ^ + ^ ) , Ро = (1 — 1) / (1 

Р 1 = ( 1 - У ё ) / ( 1 + У!) , 
g» = 2 p > / ( l + p i , n ) , 

Тогда итерационные параметры для двухслойной и трехслойной схем вы
бираются следующим образом. Для метода (1.3) т = т 0, для стационарного 

t 
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метода (2.1), (2.2) t = f0, он = 1 + pi* А = 2, 3 , . . . ; для полуитерацион
ного метода Чебышева т = т 0, о>ь = 4(4 — p 0

2 G L > f e — ± ) _ 1 , к — 2, 3 , . . . . , он = 2. 
Пусть 4 

р = max 11 — т 0 / 1 . 

Очевидно, что для случая у{ ^уи Ъ справедливы оценка (1.5) и 
оценки теорем 2, 4, в которых р, pi и qn заменены на р 0 . pi и g n . При этом 
итерационные процессы сходятся. 

Рассмотрим остальные случаи. При этом, очевидно, р 0 < р. Введем сле
дующие величины: 

РО* = р о / р , P l * = p o V t i + r ( i - ро* 2 ) ] , q; = 2 P; 'v(i + РГ), 
P i = P i / p i * , qn — qniq-n** 

Так как WSW < max И т 0£| = р и р 0 ^ р. то, как и в лемме 3, получим 

1 1 Г п ( 5 / Ро) I I < ( д п * ) " 1 < (Pi*)- n , H i 7 » - i ( 5 / p o ) 5 / P o l l < 

< л ( Р 1 * ) - п . 

Поэтому вместо оценок (1.5) и оценок теорем 2, 4 справедливы, соответст
венно, следующие неравенства: 

\\Уп — и\\в ^ р п | |г/ 0— ulU,. 

•"(3.1) Пх/. — «̂ И̂  ^ ( l + А^-!^^) Пг/0 ^ 

И'Уп — u\\D ^ gJ|z/ 0 — u\\D, D = AiumB. 
Ясно, что если р > 1, то итерационные методы могут расходиться. Пред-
цоложим, что условие р < 1 выполнено. Тогда pi < 1, так как р0* > р* 
и, следовательно, pi* > pi. По аналогии с леммой 4 получим 

^qn<2pi

n(l + pl

2n). 
Так как р < 1, то итерационные методы сходятся. Из оценок (3.1) следу
ет, что в рассматриваемом случае может иметь место резкое уменьшение 
скорости сходимости по сравнению со случаем, когда yi и у2. известны 
точно. 

В качестве примера мы рассмотрим случай, когда условие р < С 1 вы
полнено. Пусть 

? i = ( 1 + cc)"Yi, у 2 = Yz, а > 0 . 

Тогда непосредственные вычисления дают 

Р = ! l i ! I = Ро И + 2 a £ V [ l - а | - < 1 + а)?]} «-1 + ( 1 + а ) | 

« р . ( 1 + 2аГ), 
_ l - V [ ( l + a)g] - v . . l v 

р . 1 , = 1 + У1(1 + а ) Е ] = р , 1 1 - 2 а П ( 1 - П ) Х 

Х[1 + У(1 + а ) ] - 1 { 1 + У [ ( 1 4 - а ) | ] } - 1 ] « р 1 ( 1 - а У | ) , 
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P l = [yd — Г) +У(схЮ ] 2 { i + 
« P l [ l + 2 l / (a£) ] . 

Здесь р 0 = / ( 1 + 1), P i = ( 1 - V £ ) / ( 1 + V£), g = Ti / Y2. Отсюда 
следует, что для двухслойного метода асимптотическая скорость сходимо
сти сохраняется даже в случае, когда a = 0 ( 1 ) . Для сохранения асимпто
тической скорости сходимости трехслойных итерационных схем необходи
мо, чтобы а была величиной о (£);. 
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