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Ю.П. Попов, А.А.Самарский

ПОЛНОСТЬЮ КОНСЕРВАТИВНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ/ .

для УРАВНЕНИЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

I* Уравнения магнитной гидродинамики и газовой динамики 

выражаю? определенные законы сохранения (массы, импульса и 

т.д.).

При численном решении методом конечных разностей система 

дифференциальных уравнений аппроксимируется разностной охемой. 

Естественно требовать, чтобы х в разностном виде выполнялись 

соответствующие разностные аналог* законов сохранения, т.е. 

чтобы разностная схема была консервативна. На важность этого 

обстоятельства в начале 50-х годов обратили внимание А.Н.Тихо­

нов н. А.А«Самарский, Построен пример [II , когда неконсерва- 

тжвная разностная схема, имеющая второй порядок аппроксимации 

на гладких функциях, расходится в классе решений уравнения о 

разрывными коэффициентами*

В магнитной гидродинамике и газовой динамике уравнение 

энергии может быть записано в нескольких эквивалентных видах, 

имеющих непосредственный физический смысл: в дивергентном, 

выражающем изменение полной энергии,в недивергентном,выражаю­

щем изменение только внутренней энергии, в "энтропийном" ввде. 

В дифференциальной форме они с помощью остальных уравнений 

системы могут быть преобразованы друг в друга.

Для разноотных уравнений положение иное. Если, например, 

в схеме использовано недивергентное уравнение энергии, то 

оно, вообще говоря, не может быть сведено к дивергентной 

разностной форме. В ходе преобразования иэ-за "рассогласован­

ности" отдельных уравнений схемы появляются остаточные члены.
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пряводщже к нарушению закона сохранения полной энергии.

В свою очередь, дивергентное разностное уравнение не мо­

хе? быть преобразовано к соответствующему недивергентному 

виду* Поэтому в такой схеме при Заполненном законе сохране­

ния полной энергии окажется нарушенным баланс внутренней, а 

следовательно, и кинетической энергии, а также энтропийный 

башне*

В работе рассматриваются полностью консервативные раз­

ностные схемы, лишенные этого недостатка. Такие схемы одно­

временно аппроксимируют все эквивалентные системы дифферен­

циальных уравнений [ 21

2. Чтобы не загромождать изложение, рассмотрим принципи­

альную сторону вопроса на простом примере - системе одномер» 

ных плоских уравнений газодинамики* В этой системе в лагран- 

жевнх массовых координатах уравнение энергии может быть запи­

сано в трех эквивалентных формах:

гл) I е- - сз)I t  гъх- * Ъзс w  >

' i t  Г'дх. К*ЛУ * Q)t'- Г м  <4* } ,

■ s f t W j .  -  Щ ± >  и з ,

Обозначения: -t - время, Ъ -эйлерова координата, у - 

удельный объем, ос (с/х = т̂£̂ь)-~ лагранжева массовая коорди­

ната, р - давление, £ - внутренняя энергия, 7Г -скорость.

Разностная схема для расчета задач газовой динамики 

может быть построена с использованием любого из трех зкви- 

валентных уравнений (4.1),(4*2),(4.3).

Например, простейшая разностная схема "крест" £ 31 строит­

ся на основе системы (I), (2), (3), (4.1):
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У1+& - у̂Ул тГи, ~ ̂   ̂y }

Г 772,- ■’
V V^- J+y*- A+1 /+/
C *+*/*. ~ Ь ̂  _ J^/z Щ+t - #£ ,

r ~ ^  ^»
Cfceisa записана на сетке ^xL>t ^   ̂ l^0/y ., N~t*

t tJ+ Z J  - Oylf .., Значения сеточных функций £/ ,• t ■ 
itJ - относятся к узлам сетки ( t ̂  ), значения оеточ-
 ̂ </^ г j+f/* « . „

КЫХ функций " к "полуцелым" точкам

(&*+&, *<*+*') ? т??,-.
Вычислил для схемы "крест* изменение полной энергии рас­

сматриваемой массы гаэа [хо ос̂ п на некотором отрезке 
• • t

времени C't**1,' t J « "Раэностно интегрируя" уравнение энергш 

( 4 ; ) и далее принимая во внимание уравнение движения (I '), 

найдем: ■

Е ^- £ < > %  ? 2 ^ - - i E ,  (s’)

И 1
гае ; «-1 л* А/ у,

Е = ZI^^V/ -f O.̂ sZLfai = о}■
i-о х i~ о * х .

полная энергия массы газа С 36 о, ̂  ы л в момент времени { ^

nd J+f/Р ~ /D ■ 1У — h lY
( ы Ы j -l о - работа, производимая над

газом внешними силашц

аС_ i7 у /.<}*%, J +f /V/
~ h  r  <c(fat,! -&■?]
</"</* L*° * ' LjJ •



Из (5) следует, что в разностной схеме "крест" нарушя 

разностный аналог закона сохранения полной энергии* Небаланс 

полной энергии АВ накапливается со Бременен и на шадвих ре»

пениях шее* порядок О С?)- 4’! i*. '
Великана ДЕ ке зависит от шаш сетки до пространству 

ггц » поэтому, измельчение пространственной сетки не приво­

дит к уменьшению дисбаланса.

Надетое энергетического дисбаланса можно трактовать как 

присутствие в схеме некоторых источников и стоков энергии, 

чисто разностной природа» Из вида й Е следует также.что мощ­

ность этих Активных источников зависит от характера самого 
. . . ^

решения* Наибольшего значения &Е достигает на ршенаш: 

ожльноменящпхоя во временя я пространстве*

При атом баланс внутренней энергии строго шшшшн:

и+У* Ч? н+Уь &  ̂ . j+%r /+' /.
£ - h l ри% (г *,-ъ )\ (6)
is:Q 1-0 - " .

Появление в схеме *1фбст* дисбаланса полной энергии сва-**• ■
зано с недивергентностью уравнения энергии (4/ )• Однако .ис­

пользование в схеме дивергентного уравнения энергии,например, 

в виде:

* ■ '\4  f j

" 1 5 0  -

„  - +0£
?  Г l m c

приводит к подобным же трудностям. Конечноt закон сохранения 
полной энергии в этой схеме будет выложен,однако, в ней на­

рушится баланс внутренней,а, следовательно, и кинетической 

энергии. Это означаем в частности, что в такой схеме плохо 

аппроксимируется температура. Последнее обстоятельство может
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оказаться существенным, напрщер» Еря расчете задач, в кото­

рых нравутетвуют продесон, сильно зашсящаз от температура 

(электропроводность» теплопроводноетъ и т.н.).

3* Рассмотрим следующее многопараяетрическое семейство раз­

ностных схем, аппроксимирующих систем? уравнений газовой 

динамики:

. „ _g> f e d  ~Л -^ , (&)
^  ОМтс+т̂,) ОЖт+Щ-г)
j+t j

= ('-%)$'/> (3)

..Ж  4*Kl

У*к ~Ф % 4н -*^', Ж.- v i------—  = Go -itl--Ц "HUlL.

г d+%, </*й г -id , 1У< -if-7
—  г =-[е̂Ф %)р ;.ф  ~ f ] } (*»

О помощью параметров i /, £-4,2, S  осуществ­

ляется выбор конкретной разностной схеш*

Выполнение разностного закона сохранения импульса для схе­

мы (8)-(II) следует из дивергентности уравнения (8). Закон 

сохранения шссы здесь соблюдается автоматически в силу ис­

пользования массовых координат» Вместо него нужно требовать 

выполнения соотношения для определения объема:

Ыч H i  j j
Цпс-Г)̂  = Гу - Го .

1-0

Легко проверить,что она справедливо при условш^̂И . 

Недивергентность уравнения энергии (II) гарантирует соблю­

дение в схеме баланса внутренней энергии. Изменение полной
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энергии Е для схемы (8)-(II) составляет

ЕА - Е j' * 7  £ R J =  лEj. . Ш
J\i*

Здесь -по-прежнему работа, совершенная над газом 

внешними силами, а
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, (13)

Из 8той формулы следует, что справедливость разностного 

закона сохранения полной энергии AifF/~0 для схемы (8)- 

(II) имеет место лишь при условии (%- 0.51 —О/ .

Будем называть разностную схему» аппроксимирующую систему 

уравнений газовой динамики, полностью консервативной, если 

для нее выполнены разностные загоны сохранения массы, импуль­

са,, полной энергии, а также детальный баланс анергии, т.е. 

баланс для отдельных видов энергии - внутренней и кинетичес­

кой, Из семейства схем (8)-(П) можно выделить при помощи ус­

ловия

Gy - ~Ы } =-&3 - (jp - O.S (Y4)

сдно-иараметрическое семейство схем (со свободным параметром 

сС ), являющихся полностью консервативными.

Указанные схемы имеют порядок аппроксимации 0(т+т*) • 

Требование второго порядка аппроксимации 7>?̂ ) приво­

дит к условию ^  ~ Q.S , которое выделяет в семействе (8)-(П) 

единственную схему.

При построении полностью консервативных схем можно также

исходить из семейства с дивергентным уравнением энергии.*/
I/ Аналогичная схема была получена Гольдиным, Ионкиным и Ка-



_ \

Выкладки показывают,что при этом мы вновь приходим к условиям 

(14), а построенное дивергентное уравнение энергии оказывает­

ся эквивалентным недивергентному уравнению (IX) при <5$ - о, Ъ 

и может быть преобразовано к нему о помощью остальных урав­

нений (8)—(10) •

Для получения консервативных разностных схем может быть 

использован интегро-интерполяционный метод [Д] • Сущность 

этого метода состоит в том, что разностные уравнения отроятся 

на основе интегральных соотношений, выражающих законы сохране­

ния дня элементарной ячейки сетки* При этом на сетке вводится 

определенная интерполяция искомого решения и коэффициентов 

v уравнения» меняя которую можно получать различные схемы.

Полноеты> консервативные схемы также могут быть получены 

этим методом при соблюдении некоторого формального правила от­

бора» Оно состоит в следующем: полностью кокоервативные раз­

ностные охеш должны обладать тем же свойством, что и исходная 

система дифференциальных уравнений - недивергентное ращностное 

уравнение энергии должно с использованием остальных уравнений 

сводиться к дивергентному виду и наоборот*/.

На фягД представлены результаты расчетов задачи о распро­

странении ударной водны перед поршнем, движущимся с постоян- 

н̂ой скоростью*

продолж. сноски

лиисиннм из других соображений. К похожей схеме сводится 

также схема 4 (стр. 426), основанная на идее "предикатор- 

коррехтор”.

I/ Подобные соображения высказывал Ф.Х.Харлоу применительно 

к методу частиц в ячейке*

;  “  153 “
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На фигЛа представлен профиль температуры на последова­

тельные моменты времени, рассчитанные по схеме "крест" для 

различных временных шагов сетки Т » На фаг Л в - результаты, 

подученные по "полностью консервативному кресту" С 6* ~

0,5 в схеме (8)-(П). Как видно, при малых Z различие ре» 

зультатов невелико. При больших Z  (число Куранта равно 

единице и выше) в схеме "крест" наблюдается заметное отклоне­

ние параметров течения за фронтом ударной волны от нужного 

режима.

4. Все результаты, изложенные вше для уравнений газовой 

динамики, обобщаются на случай магнитной гидродинамика* 

Приведем двухпараметрическое семейство (параметры ос и 

jb ) полностью консервативных разностных схем для решения 

системы одномерных плоских уравнений магнитной гидродинамики

С ' 0 , +П7с-1) J/ Д'*& -Д'т'--- / + р.
(оС)

(45)

J+%_ J+¥2 j /̂z j /̂z

J*ZjL

j+Yz. ,/v ^
Л .. _ с . /,, ( 0.5)

Л  r (O.s) (»>  (0.5)  Ф
(xL'+r/t - 0,ьI Ai E c' +■ A (sc;

У
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ct*%L

47[ ( 74(4- Tn^f)

Здесь введены дополнительные обозначения // и F  -напря­

женности магнитного и электрического нолей, G* - электропро­

водность, О -плотность электрических токов, F  -магнитная

Здя обеспечения полной консервативности разностное выра­

жение для силы лоренца и для джоуле вой дисскшиции должно
. ч

быть записано в специальном виде (20)» (21).

В схеме (15)—(21) использовано недмвергенаное уравнение 

энергии* Однако, можно показать, что оно может быть преобра­

зовано к некоторому дивергентному разностному уравнению. 

Схема имеет порядок аппроксимации 0  ( /n^J • Условие 

и ~ ft-О, ь выделяет из семейства (15 5-(21) единственную пол- 

ноетью консервативную схему со вторым порядком аппроксимации

Указанные полностью консервативные схемы для системы 

магнЕТОгидроданамических уравнений могут быть получены при 

помощи интегро-йятерполяционного метода при соблюдении дра-

с весом <о функции f медду двумя соответствующими времен­

ными слоями:

а

терподяция функции из яолуцелых точек в узлы сетки *
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вила отбора, аналогичного сформулированы ому вше для случая 

чисто газодинамики. '

Отметим, что на практике в расчетах удобнее пользоваться 

недивергентными уравнениями. В частности, в уравнении (15) 

магнитная сила F может быть записана в дивергентном и неди­
вергентном видах. В непроводяцих областях G  - О электро­

магнитные силы отсутствуют и выражение для Р должно обра­

щаться в нуль. Этому требованию удовлетворяет недивергентный 

вид F , кудаЗвходит сомножителем* В то же время при вычисле­
нии F по дивергентной формуле фактически приходится брать 
разность близких величин. При больших значениях напряженнос­

ти магнитного поля это может привести к потере точности и к 

появлению в областях <5-0 фиктивных электромагнитных сил.

Полностью консервативная разностная схема типа (15)-(21) 

была реализована яри расчете сильноточного разряда в плазме 

С 5 3. В задаче рассматривались процессы, возникающие в плаз­
ме в результате разряда батареи конденсаторов через плазмен­

ный цилиндр, находящийся в вакуум. Как показали расчеты, 

возникает сложное магнитогидродинамическое течение с большими 

пространственными градиентами и резкими изменениями парамет­

ров во времени. .

При расчете этой задачи по обычным неявным схемам с неди-
\ .

вергентным уравнением энергии [63 наблюдался дисбаланс полной 

энергии, который в различных вариантах составлял 20^-50^ от 

начальной энергии батареи конденсаторов. Это приводило к фи­

зически абсурдному результату - энергия,вышедшая из системы . 

в виде светового излучения, превшала начальный запас энергии* 

Появление столь значительного дисбаланса в данной задаче 

объясняется тем,что ее решение является функцией, скльносеня­

ющейся во времени и пространстве.



Применение полноотью консервативных охем устранило этот

дефект»
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