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Рассматриваются однородные разностные схемы на неравномер­
ных сетках дли уравнения эллиптического типа с переменными коэффи­
циентами для областей достаточно общего вида с граничным условием I 
рода. •• ' 

Разностные схемы для уравнения эллиптического типа и особенно для 
уравнения Пуассона с различных точек зрения исследовались в большом 
числе работ. Отметим, например, работы [*~ и]. 

Б данной статье для уравнения эллиптического типа с переменными 
коэффициентами для областей достаточно общего вида с граничным усло­
вием I рода рассматриваются однородные разностные схемы на неравно­
мерных сетках. Доказывается равномерная сходимость схем со скоростью 
0(h21п(У0/Я*)). Здесь V0 — объем рассматриваемой области G, h — мак^ 
симальный шаг пространственной решетки Rp

h: 

h= max max Я а ( ^ ) , ; 

где Йа (xi) — средний в узле Xi шаг решетки Rp

h по направлению оси коор­
динат оха(а — 1, 2 , . . . , р, р — число измерений); Я* — минимальный 
объем ячейки, 

• ? 
Н* = ттЛ(хг), H(Xi)==JJ^fba(xi).,/ 

a=l 

Точность решения исходной задачи определяется ошибками, допускае­
мыми как в узлах приграничной зоны, так и в строго внутренних узлах. 
Погрешность, вносимая аппроксимацией уравнения в узлах приграничной 
зоны, оценивается либо с помощью принципа максимума (см., например, 
[ 5 ] ) , либо с помощью мажорантной функции [ 7 ] . Для равномерной оценки 
погрешности, возникающей в строго внутренних узлах, используются как 
метод мажорантной функции [6' 7 ] , так и метод функции Грина [ '] . 

Для уравнения эллиптического типа с переменными и достаточно глад­
кими коэффициентами в ['] рассмотрены на равномерной сетке схемы об-

7* 
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щего вида, и для них получены с помощью функции Грина оценки скорости 
сходимости в сеточной норме С. При этом предполагалось, что граница 
области является сколь угодно гладкой поверхностью (кривой). Случай, 
когда граница является кусочно-гладкой, содержит конические точки, по­
требовал специального исследования [ 7 ] . При этом оказалось необходи­
мым использовать квазиравномерные сетки. 

Целью данной статьи является построение и изучение однородных раз­
ностных схем, аппроксимирующих задачу Дирихле для эллиптического 
уравнения с переменными коэффициентами: 

* д ди 
L u = У,!~ ( М * ) — )—q(x)u= —1{х), 

а = 1 

ka(x) ^ d = const > 0, q(x) ^ 0, - х— {хи Х2, . . . , хр), 

на неравномерных сетках. 
Естественно требовать, чтобы самосопряженный и отрицательно опреде­

ленный оператор L (при однородном краевом условии) аппроксимировался 
разностным оператором Л, сохраняющим те же свойства в пространстве 
сеточных функций. Между тем оператор Л, соответствующий схеме «крест»,, 
в [2> 5 ] в случае произвольной области не является, вообще говоря, ни са­
мосопряженным, ни отрицательно определенным, что не было замечено 

В данной работе построена схема «крест» с самосопряженным, отрица­
тельно определенным оператором Л в произвольной области на неравномер­
ной сетке. Установлена равномерная сходимость схемы в случае непрерыв­
ных (и достаточно гладких) коэффициентов и достаточно гладкого решения 
исходной задачи на последовательности неравномерных сеток со скоростью 
О(h2 In (У 0 / # * ) ) . В классе разрывных коэффициентов равномерная сходи­
мость схемы с этой же скоростью установлена для одного частного случая. 
Рассмотрены также вопросы о сходимости в сеточных нормах Х 2 , W2. 

Для равномерной оценки точности (в сеточной норме С) ^-мерной схе­
мы «крест» оказался пригодным разработанный в [ 1 0] метод энергетических 
неравенств п-то ранга, который позволил получить оценку решения раз­
ностной задачи в сеточной норме L2n, где п — любое целое число. Из этой 
оценки следует сходимость в сеточной норме С. 

§ 1. Постановка задачи 

1. П о с т а н о в к а и с х о д н о й з а д а ч и 

Пусть х = (#!,' хг, . . . , Хр) — точка р-мерного пространства Rv, G — 
ограниченная область с границей Г, G =G U Г. Предположим, что пересе­
чение области G прямой, проходящей через точку I G G H параллельной оси 
координат оха, а = 1, 2 , . с о с т о и т из конечного числа интервалов.' 

Рассмотрим задачу: найти непрерывную в G функцию и = и{х), удо- t 

влетворяющую условиям . 

(1) Zu = —f(x) при х е G: • it == v(x) при х Г , 
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где L — эллиптический дифференциальный оператор, не содержащий сме­
шанных производных: . ' 4 

Lu = V Lau, Lau = (ка (х) н^Л , 
а=1 

к*(х) ^ d = const > 0, 1 

М * ) е = " С 8 ( £ ) , ; / ( * ) G E C 2 ( G ) , а = 1,2,, 

(2) 

Предположим, что существует решение задачи (1), (2) — функция 
и (ж) G C 4 ( G ) . Задачи с разрывными коэффициентами ка(х) и правой 
частью f{x) рассмотрены в п. 2, § 3. : 

2. С е т к а 

1. Р е ш е т к а . Проведемр семейств гиперплоскостей 

Л* а)- i* = 0, ± 1,..., а = 1, 2 , . . . ,р, 

о.) Обозначим через xt = {Xil\ х2

гф, x^ p ) ) . точки пересечения этих ги­
перплоскостей. Будем говорить, что точки хх образуют решетку Rp

h в исход-
ном пространстве RP. 

2. С е т к а . В н у т р е н н и е и г р а н и ч н ы е у з л ы с е т к и . По­
строим сетку (Ъь. узлов в области G. Назовем точки ж/решетки 'Л Р

Л , принад­
лежащие G, внутренними узлами сетки; 
множество внутренних узлов сетки обо­
значим через (0л = со = {х> е G fj Rp

h}.-
Проведем через узлы а) прямые, 

параллельные оси координат оха. Для 
упрощения изложения предположим, 
что пересечением каждой из этих пря-^ 
мых с G будет только один интервал: 
Д а = Д а ( ; Г г ) . Концы этого интервала 
назовем граничными узлами по направ­
лению ха (по х а ) . Множество всех гра­
ничных по ха узлов обозначим через уа; ф и г . 1. И - д л я у 2

+ ; D - д л я у2~; 
У а = :у*+\]Уа~, где уа

+, уа~ — множест- ф — для yi+; О — для Y i ~ ; <S> — для 
ва правых и левых граничных узлов по сот; X — для со0 

. . . . '; ' Р 

ха. Через yh = у обозначим множество всех граничных узлов Y = JJ Y*-
и граничных узлов Множество всех внутренних 

сод = со = со U Y ( с м - Ф и г - 1). 

а=1 
назовем сеткой 

3. Ц е п о ч к и у з л о в . Рассмотрим один из указанных выше интерва­
лов Д а . Множество узлов х е со, лежащих на этом интервале, назовем це­
почкой Д а . Множество, состоящее из узлов х ЕЕ Ц а и концов интервала Д а , 
обозначим через Ца. Обозначим, следуя [ 5 ] , через x(+ia) и Ж ~ 1 а ) узлы, бли-
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жайшие к узлу Х Е Д 2 справа и слева и принадлежащие Ц а . Узлы х ^ а ) бу­
дем называть соседними по ха с узлом х, так что 

(г ) ( 2* ± 1 ) ( i ) 

С) а ~ 1 * а + 1 (' ) 
Х^—Х(х) = (^Xi . , . .., , ^ а . ... , . #а+1 » • • • 1 %Р Р ) • 

Проведем детальную классификацию внутренних узлов: 
4. П р и г р а н и ч н ы е у з л ы. Назовем узел ЖЕСО приграничным по 

ха, если хотя бы один из его соседних по направлению ха узлов принадле­
жит уа- Обозначим множество приграничных по ха узлов через c o V ( X . Воз­
можны три типа приграничных узлов: , 

1) если 3<-la> ж (+1 а ) ТО 

2) если Х ^ то 

3) если G Y J ; х('1а) S Yar то я е с о ° а . 

Множество всех приграничных узлов есть сумма трех множеств: 
+ — о 

C0Y = C0V (J C0Y (J <±>у 

Обозначим через соа дополнение c o Y a до со, так что со = c o « U Ща » через 

( o v — множество приграничных узлов по всем направлениям 

р • 
/ 0 ) v = (J CpVa, 

a=l . 

через со 0 — дополнение co v до со, так что со = co v U со0. Очевидно, что со 0 со­
стоит из узлов, для которых все соседние узлы являются внутренними (см. 
фиг. 1 ) . 

5. Р е г у л я р н ы е и н е р е г у л я р н ы е у з л ы . Пусть х — внутрен­
ний узел сетки (х е с о ) , а х^±1а) е . оо — его соседние по направлению ха 

узлы, либо дК±4а) е ico, либо ^ ( ± 1«) е у.. Будем говорить: 
а) узел х е со является регулярным по направлению ха, если оба узла 

являются точками решетки/? / ; 
б) узел х е со нерегулярный по ха, если хотя бы один из узлов x<±i(^ или 
х£~1а) не является точкой решетки R p

n . v 

Введем обозначения* c o W l - r e S •= co a , г— множество регулярных по ха уз-
' • > v 

ЛОВ, COa, irreg = COa, ir — МНОЖвСТВО Н е р е г у л я р н ы х ПО Ха УЗЛОВ, Wir = U 0 ) a , i r 

а=1 

множество всех нерегулярных узлов (нерегулярных хотя бы по одному на­
правлению). Здесь сог — дополнение с о 1 г до со, так что со = c o i r U &>г. На 
фиг. 2а изображен узел, нерегулярный по Xi и регулярный по х2\ на 
фиг. 26 — регулярный по Xi и х2\ на фиг. 2в — нерегулярный по хл и х2. 

Отмеченные на фиг. 2 узлы принадлежат, соответственно, множествам 
ЩГт ЫУ2+ (фиг. 2а);. |С°тЛ юУ2

+/ (фиг. 26), соуД c o V 2

+ -(фиг. 2в).. 
6, Ш а г и с е т к и . Рассмотрим узлы я е . со и # У Е б). Расстояния 

между ними будем называть шагами сетки со и обозначать через /г с с

±. Если 
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х е соа> г — регулярный узел, то К = х ^ а + 1 ) т- , hi == х^а) — х^~х) . 
(Здесь и в дальнейшем через х?а)у а — 1, 2 , б у д е м обозначать коор­
динаты точек решетки Rv

h.) В этом случае шаг ha

± = ha

±{xa) зависит 
только от одного аргумента ха = £оА}. Пусть х е соа, и . — нерегулярный 

Фиг. 3 

узел. Его расстояние до соседнего граничного узла x<+ia) (или £<~V), не 
являющегося точкой решетки Й р \ обозначим через ha*+ (ha«-): 

Шаги йа** зависят, вообщехговоря, от всех аргументов 

(от всех индексов iu i2, , iT). • 
Введём также шаги . 

Па ^ O . S i x ^ - х ( У ^ 

(ч) (f2) 
%i ) «^2 ? • • • » *£р 

во всех внутренних узлах х . е со. Очевидно, что ha зависит только от коор­
динаты ха (индекса z a ) . В регулярном узле 

Йв = 0.5(Л в

+ + h a ' ) 

Если я —нерегулярный узел и, например, 'д)<г1а) не является точкой ре­
шетки Rp

h, a x(+ia) — регулярный узел, то , 

Й а = 0 . 5 ( ^ + 1 ) - х ( > - 1 ) ) > Й а , , где ft.. = 0.5 ( / £ + / £ , 0 . 

Отметим, что в [ и ] в нерегулярных узлах в качестве Я а фактически выби­
рался шаг Й а # , зависящий, вообще говоря, от всех координат (см. фиг. 3) . 

Для единообразия записи положим , ' 

ht 

he = 

— X{ia) ч £<F=COa,r 

X 
t 

h. 

X £Er С0а> i r *. 

^ e c o a , i r 

7. Я ч е й к и с е т к и . Поставим в соответствие каждому узлу ж ё ( о 
замкнутую область # ( # ) (объем ячейки), ограниченную кускамиs a

± гипер­
плоскостей, проходящих через точки х{±0'Ъа) = ( ^ i ' l ) . . . ^ ^ ~ 1 \ 0 . 5 ( ^ а ± 1 ^ Ч - ж ( ^ а ) ) , 
^a+i + 1 ) »••"•» ̂ р р ) ) И 0 Р т о г о н а д ь н ы х о С я м координат 0£ а (а = 1, 2 , . . . , р). 
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В дальнейшем тело и объем его^ фигуру и ее площадь будем обозначать 
одними и теми же буквами, так что 

Р 1 - 7 - Р 

(3) Я(*)=Д/*а, st=sA=J[hp. 
а=1 Р=?̂=а 

Рассмотрим цепочку узлов Ц а . Все узлы Ц а имеют одинаковые координаты 
44 4 4 х ^ > , *<Wi> , . . . , Ху и разные хаН ia = i a \ i a \ . . . . По­
этому шаги hu й2,..., Йа-i, Й А + 1 , 4 . . , hp во всех узлах х е Д а одни и те же. 
Это дает возможность каждой цепочке Ц а поставить в соответствие пло­
щадку 

(4) 5 а = Д й р (Sa = C O H S t a При X S Ца), 

8. П о т о к о в ы е ( п р о м е ж у т о ч н ы е ) у з л ы . В дальнейшем будет 
удобно относить некоторые из сеточных функций к узлам основной сетки — 
Сетки со, а другие функции, как например первые разностные «производ­
ные» уХ(х и г/ха (см. п. 3), — к потоковым точкам х(±0-ъ^ = 0.5(х + #(±1(х)); 
х, х^з) е со. Множество потоковых узлов по направлению ха, х(±0-5а)^ G 

обозначим через соа, а множество потоковых узлов ^ ± 0 - 5 а) е соа, лежащих 
на прямой, параллельной оси оха и проходящей через узел ^<±0-5а> е соа, на­
зовем цепочкой Ц а . Узлы # < ± 0 5 а ) е с о а , ближайшие к граничным узлам 
^ ± i a ) ^ назовем приграничными потоковыми узлами. По аналогии с 
пп. 4 введем соответствующие обозначения для множеств приграничных 
потоковых узлов:'c0v„ + , coY ~ coY = c o Y r /

+ U & Y ~, — дополнение со Г аД<> 
COa (coa = co Y a U6></)- Каждому узлу ; r ( ± 0 - 5 a ) ^ 65a поставим в соответствие 
объем 

Будем обозначать буквой h максимальный шаг по пространственным 
переменным. Условимся обозначать все постоянные, не зависящие от hf 

одной буквой М . 
Будем считать, что у каждого узла х ^ со есть по крайней мере один 

соседний (по какому-либо направлению) узел £ . ё со. Этого можно добить­
ся, выбирая достаточно малые шаги ha

± решетки R p \ Совокупность узлов, 
соседних с узлом х е со по ха и принадлежащих со, обозначим через Ша{х): 

# ( + l a ) , х"~1(1\ ^ е с о а , 

х{±х а ) , xeE®fa. 

Введем обозначение , 

1П'(х)=\)ШаГ{х): Х^Ш(Х). 
a=l 

3. С е т о ч н ы е ф у н к ц и и и р а з н о с т н ы е о п е р а т о р ы 
В дальнейшем всюду будем рассматривать только узлы основной сетки б) 

и потоковых сеток coa, a = 1, 2 , П у с т ь я, х^а) — узлы сетки со, 
х(±°-5Ф — узлы потоковой сетки соа. Пусть у = у{х), х ^ со и .1> а(#')>. 
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х' ^ соа, — сеточные функции, заданные, соответственно, на основной сет­
ке со и потоковых сетках соа. Введение потоковых сеточных функций позво­
ляет придать большую наглядность и физичность выводу разностных схем 
и облегчает их исследование. Введем обозначения 

у(±^ = у(х(±щ yx

+=(y^~y)/ha\ ! yx-a=(y-y^))/ha-. 
Функцию va =Va+ = у* a

+{vaT = Уха~), являющуюся разностным аналогом 
производной ди / дха, будем относить к потоковым узлам # ( ± 0 - 5 а) е соа. 

Перейдем к написанию разностной аппроксимации эллиптического опе­
ратора L на сетке со. Предварительно рассмотрим одномерный аналог зада­
чи ( 1 ) : . • ; 

Lu= (ки')'=—j(x), 0 < х < I-• к ( 0 ) Vi, u(l) = v 2 . 
Пусть 

со = со U У, со = {х{, i = 1, 2, . . . , N — 1) , xi+i > х^ 
Y = {0, Z}. /; 

Для получения разностной схемы используем интегро-интерполяционный 
метод. Проинтегрируем уравнение Lu == —/по х от ^ " 0 , 5 ) = 0. Ъ (xi - j - ) 
до х(+о-*) = 0.5(х1+1 + х{): 

+ л (+0 .5 ) , 

( 5 ) / ^ ~ Ш = = - ^ 7 - ^ где ш± Ф Ли' U ,(±o .5). 
зс(-0.5) 

Заменим со* разностным аналогом 
W±= а±ух± 

где сеточная функция а- аппроксимирует коэффициент к (х) в потоковых 
точках х ^ 0 5 ) со вторым порядком: 

й± = /с (^(±°- 5 ) + ( 9 ( ( / 1± ) 2 ) . 

Очевидно, что — потоковая сеточная функция. Заменим правую часть ( 5 ) 
• . : - , (+0.5) 

сеточной функцией ср (например, положим <ср = f(x), (pS=(i/fr) j* fdx 

и т. п., см. [4> 5 ] ) , В результате приходим к разностному уравнению 
Ау — —ф при х е со, 

где 
. 1 _ " 

Л# = (аух)-х = — (а+у+ — а~ух). 

Здесь введено обозначение Фх~ = (Ф(х<+0^) — Ф(х<~ 0 5))) / Я , где Ф — лю­
бая сеточная функция, определенная на со (при х£±0-5) = 0 . 5 (xi±i + #*) 

В случае р измерений поступим аналогично. Рассмотрим сначала узлы 
х е со, соответствующие которым объемы Н принадлежат G. Интегрируя 
уравнение ( 1 ) по объему 1 / G G , содержащему такой узел х, получим тож­
дество 

2 (j-^WadsX +lr[fdH = 0, : 
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где 
l-7-Р Р 

и>а = кади I дха — поток по направлению ха. Коэффициенту ка поставим 
в соответствие сеточную функцию аа такую, что 
(7) ' аа± +0((h±y)x" aa±^Ci>0.''' '•" 

Средний поток ( 1 / sa)f*a wadsa через площадку sa аппроксимируем^ раз­
ностным выражением 

W a ± = Wa(x^«))===aa±yXa± 

а левую часть ( 6 ) заменим на 
v 

2(Way,T№>.(Way±{Wt-w-a)/ha. 
a = l a . . . .a 

Заменим приближенно ( 1 / H)fHfdH в ( 6 ) какой-либо сеточной функцией гр 
(например, положим ф = f(x)). При этом будем требовать, чтобы выпол­
нялось условие аппроксимации 

v 
(8) ^ / ( ^ ^ ( W ^ + j i . ) , Vt^O((h±n, jxa = 6>(^) . 

a—l 
В результате приходим к разностному аналогу оператора L — оператору Л: 

Р 
а=1 

Л , , 1 (а+У(Лл) -У а - У - У { Х х ) \ 

где 

й а = 0 . 5 ( ^ + , ) - ^ - ° ) . 

В остальных узлах сетки оператор Л будем определять по этой же фор­
муле. Таким образом, приходим к разностному уравнению 

Ау = —ф(я), ж G 0). 
Эта схема отличается от общепринятой [ 4] схемы лишь в нерегулярных 

приграничных узлах, где шаг fta имеет другой смысл, например fla — ha* = 
— 0 . 5 ( f t a

+ + fta*), если узел х<~ха) не является точкой решетки RP\ 

4. П о с т а н о в к а р а з н о с т н о й з а д а ч и и п о г р е ш н о с т ь 
а п п р о к с и м а ц и и 

Поставим в соответствие исходной задаче ( 1 ) разностную задачу: найти 
сеточную функцию у (х), определяемую на со и удовлетворяющую усло­
виям 
(9) Ау = — ф (х) при х <= со, у = v(.r) при х €Е у. 

Здесь Л — определенный выше оператор, сеточные функции а а±, 
а = 1, 2 , ф удовлетворяют условиям аппроксимации (7) и (8 ) . 
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Точность разностной схемы (9) определяется величиной, ошибки 
z = у — и, где и. — решение исходной задачи |(1), у — решение разностной 
задачи (9). Подставляя в (9) у = z-j- Щ для z получаем задачу 

(10) Az == — ty(x) при х ^ со, z = 0 при х е у, 

вде ф • = Лгг + ф — погрешность аппроксимации схемы (9). Используя фор­
мулу Тейлора при указанных выше условиях гладкости и условиях (8), 
погрешность if в регулярных узлах представим в виде 

1 . . .1 . • • 

V 

а=1 
:где 

1#а — # a j bZ-~\ о I — Т Л И + I о̂с 
: (± .0 .5 а ) + ' 8 \ 3 5 4 : 5 4 V 

+ 'Фа = (Ха + О ( Й а ) . 

Мз (7), (8) получаем, что 

Х а ± = 0((Лв±)*), фа = 0(йа*) йригесог. 
В нерегулярных узлах (х е co ir) погрешность аппроксимации, очевидно, 

«будет величиной О (1). 
В самом деле, так как 

(Wa)~x =(Wt-w-a)/ha-. 
Л а 

+ 0 (•*«)•= 0(1).' 
Яа* ^^а 1 ^а* 

то 
Ли fe^ + O W = La +-f ^ l = ^ L Z a « + 0(W 

"'а* Т . 

ha* — На 

ha 

откуда следует 

Аи — Ьи = 0(1), <ф = 0(1) при х е coir. 

Для единообразия погрешность запишем в виде 

$ = S ^ « = (Ха) * + + 

(11) 
а=1 

Х ± = % а (i<±™.> ) = 0((й±)«), Л|)а - 0(Й а), 
ф ( 0(1), ЖеЮа, i r , 

^ а = ( О, 

z - S соа 

На равномерной решетке R p \ когда по каждому направлению ха имеем 

К = 0.5 я ^ ) - const a , о с а ^ ± 0 ^ ) = 0. 
Решение задачи (10), (11). будем искать в виде 

f 12) z = ь\ + и2 + Уз, ! 
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где функции vk, к = 1, 2, Заявляются решениями задач 

Avk = — Yk при х ЕЕ со; vk = О при ж £ Т г 
(13) 

Р 

Л = 1 , 2 , 3 . 

Оценки для функций % а (£ ' ( ± 0 ' 5 а ) ) , яра, ч|)а* в классе достаточно гладких функ­
ций и(х), ка(х), f(x) даются формулами (11). 

§ 2. Априорные оценки 

1.0 п р и н ц и п е м а к с и м у м а и м а ж о р а н т н ы х ф у н к ц и я х . 
В с п о м о г а т е л ь н ы е п р е д л о ж е н и я 

Для получения оценок решения разностных эллиптических уравнении^ 
часто применяется основанный на принципе максимума метод построений 
мажорантных функций (см., например, [5> 7 ] ) . ч 

Оценки, основанные на принципе максимума, оказываются эффектив­
ными для исследования точности схемы при отсутствии аппроксимации 
в нерегулярных приграничных узлах. Л 

Напомним известные результаты. Разностное уравнение Lhv = — ср; гра­
ничное условие v | v = у (Lh — линейный оператор) запишем в виде 

(14) A (x)v (х) = 2 В (х, I) v(l) + F (х) при х е . со, 
^ЕШ 

где Ш/ (х) — множество узлов, определенное в п. 2, § 1. 
Л е м м а 1. Пусть выполнены условия 

Л ( я ) > 0 , £ ( . * , £ ) > 0 , А(х)-' %_B(x,l)=*.D(z)>Or.-

(15) D(x) > 0 , F(x) =F*(z) при a r e © * , 

D(x) ^ 0, F(x) = 0 при х е со\со*, 

со* —- некоторое множество узлов х е со. Тогда для решения задачи (14) 
справедлива оценка [4> 5] 

(16) max\v\^max\F'(x)/D(x)\. 
( О ( 0 * -

Лемма 1 будет использована для оценки функции v3 из (13). Выпишем 
выражения для А, В, Д F в рассматриваемом случае: 

а=1 
- Р 

0 ( * ) = £ D . ( * ) , 
а=1 
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А х (х) = 

о, я е с о а , 

Аа(х), со°а, 

Ш'(*) = U 
• а=1 

Сделаем одно замечание. Зафиксируем направление ха и обозначим через 
Qa(Qa) множества всех цепочек Ца(Ца) направления оха1 а = 1, 2 , . . . , р. 
Поскольку любой внутренний узел £*(£ ( ± 0 ' 5 a ) ). принадлежит некоторой це­
почке Ца(х<±0-5^ е Ц а ) направления оха, то 

< 0 = * U tfl = U ^ 2 = . . . = U # р , © « = U Д а , ОС = 1,2,..., -р. 

Поэтому 

2я# = 22#г/, SЯаиг а = 32я в^ в; а = 1 , 2 , р . 
4 Q « Д " ш а Q a Д а 

Здесь Я = Sihr — s2h2 = . . . = $РЙР, Я а = = ScAA а = 1, 2 , . . . , р. 

Так как для всех узлов данной цепочки Ца(Ца) площадки sa = П % не 

зависят от координаты я а , а зависят только от координат xh х2, ха-и 
JCa+i,« • • , хр, то из последних равенств следует 1 

Л е м м а 2. Справедливы равенства . | . 

= 2*« (2 УЪ) . . 2 # л = 2 * а (2 waAa). 4 

0 1 Q * Д а ы а Q a Д а 

2. П р о с т р а н с т в а с е т о ч н ы х ф у н к ц и й 

Введем в рассмотрение пространство Ж сеточных функций, определен-
эдых на сетке со, со скалярным произведением 

(У, 2 ) = ^ yzH и нормой ' = У (у, у), у,ъ*=Ж. 

Будем также рассматривать пространства Ж*, <х== 1 ,2 , . . . , / ? , сеточных 
функций, определенных на сетках соа со скалярными произведениями 

(г;, w ) a = 2 ^ # a и нормами ||г?]|а-. = ; ^ (й , ^ ) а , г?,-и; е #£ а . 
• "а ; . . . 

Введем также обозначения для сумм вдоль цепочек Ц а и Ца при фикси­
рованных хр (р =̂= a ) : V 1 ; 
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(18) 

'Ыца= У(УгУ)ца, 

Наконец, введем обозначение 

1Ы1с = max | г/(ж) | . 

3. Р а з н о с т н ы е о п е р а т о р ы 

Введем оператор Д , отображающий пространство Ж на <9̂ ,. как сумму w 
операторов Д а : 

(19 ) 
A=LA°-

ct=i 
Каждый оператор Д й также отображает ^ на и определяется следующие 
образом: 

^аУха ~~ ^аУхаг X (ЕЕ С0А, 

л О 

(20) X 

— (aJK + aJha) У, х е соТ а. 

Очевидно, что на функциях, обращающихся в нуль на у, имеем 

АаУ= —АаУ, У\у = 0. 

Введем также разностные операторы Та, отображающие 36 на 36а\ Та*у 

отображающие 36 а на 36; операторы S a , отображающие 36а на 36^ 
а = 1, 2, . . . , р : 

( + 0 . 5 А ) 

• y/h£, X 
, (±0 .5 А ) :cov 

У ЕЕ Ж, Тау^Жа] . •; 

Г > = ~ при I E со, f0w^M\,, 

(Saw)± = {Saw)(±0-5a) = а а ± ^ ± 0 - 5 а ) ПРИ ^ ± 0 ' 5 а ) GE С 0 а , ' 

W ^ <9 а̂, А ? а ^ ^ 36а. 
Из определения операторов Г а , 5 а , Г а * , Д а следует, что 

( 2 1 ) Д а = Ta*SaTa. ' 

4 С в о й с т в а р а з н о с т н ы х о п е р а т о р о в 

Л е м м а 3. Разностные операторы Та и Та* сопряжены друг другу:: 

( 2 2 ) (Ta*w,y) = (и;, Тау)а, у Е Ж , И; е= 5 » в . ; 
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Используя разностные формулы Грина [ 5 ] , нетрудно проверить, что 

(23) (у, ?аи>)цЛ = S у (Т\ю) К = 2 и> (Тау) К = . 
Да ^ Д а 

Умножая последнее равенство на s a ? суммируя по всем цепочкам Qa(Qa) 
и учитывая (18), получим (22). 

Л е м м а 4. Операторы Sa самосопряоюенные и положительно опреде­
ленные: 

(24) (SaW, V ) a = (W, S«v)a, (SaW, 1V)a ^ c J M L 2 . 

Соотношения (24) следуют из вида оператора Sa и неравенства (7). 
Введем обозначение: будем писать, что оператор В ^ Bh если (By, у) ^ 
^ (В{у, у) при всех у ЕЕ 3€\ например, В ^ аЕ > О, Е — единичный 
оператор, если (By, у) ^ с± Н г/112, где сА — положительная постоянная, 
а у — любая сеточная функция, определенная на со. 

Л е м м а 51 Операторы А а , a = 1, 2 , . . . , р, А самосопряженные и поло­
жительно определенные: 

' Аа = АЛ* > ЕЕ, А\— А* ^ 6Е, 

где б ^ 4ct / 3D 2, 6 == bp, D — диаметр области G. 
Самосопряженность операторов Аа и А следует из представления (19), 

(21) и лемм 3, 4. Покажем положительную определенность оператора Аа. 
Запишем тождество > 

(-0.5 „) 

х'=х a . . ; • 

у(х)= 2 К(Тау)-, 

где суммирование проводится по х <= Z(a до ж ' = я * - 0 - 5 ^ Возводя это 
равенство в квадрат, оценивая правую часть с помощью неравенства 
Коши — Буняковского, умножая на Н(х) и суммируя по всем узлам х е со, 
получаем 

(25) \\у\\г < \\Тау\\а*Ж1Ь: 

Используя (21), (24), имеем %. 

(А*у, у) = (SaTay, Тау)а 5> сЛТау\\«- \ 

Из (25) и последнего неравенства следует 

• {Aay,y)^-^L\\y\r. 

Отсюда и из (19) получаем, что . 

(26) \Ay,y)^b\\y\\\ 6 = ^L.p,. . 

Введем норму W Y ( G ) ) : 

Mw>^(Ay,y) + \\y\\\ • 
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где 

А —^ Аа, Аа — Та^Та. 
а = 1 

На функциях г/, обращающихся в нуль на у, эта норма имеет вид 

2 « л 
а = = 1 <*а 

5. А п р и о р н ы е о ц е н к и га-го р а н г а 

Рассмотрим уравнение 
р р 

(27) Av = 6, где 8 = ^ 6 а , А = £ U a . 
а=1 а = 1 

Перепишем это уравнение в виде 

(28) Л А 17 = 9 а + Far где F a = - ^ ( 4 , 1 7 - 9,). 

Очевидно, что 
р 

(29) • ^ ^ = 0. 
а=1 

Далее поступим, как в [ 1 0 ] . Введем функции у ( 0 ) = У , = и 2 , . . 
. . . ? у<п) = у 2 7 1 и напишем уравнение для и2П (см. [ 1 0 ] ) : 

. n - i 

(30) 4 / > + r V 2 - " - V , " - V . [ W ( ( r / ) ( + M J ) 4 

; + ^ - ^ - ( ( Г а ^ ) ) ^ " - 5 - » ) 2 - ] = 2v«(*. + еа), v. = 2* - 1 . 
Умножим это уравнение на На и просуммируем по х е Д а ; получим 

(31) / 1 п _ 1 ) = 2 ' 1 [ ( г ; % , 0 а ) д а + ( ^ п , ^ ) д а ] , 

где 

(32) = 2{А^\1^-1))ца + 

. + Г 2»-»-» , ^ + ( ( 7 ^ 

Здесь ( Г а ^ ) ) ± = ( T a ^ ) ) ( - t ° 4 
Л е м м а 6. Справедлива оценка 

(33) р<") ^ ж„/1п_1! 
где Mo = D / 2ci (см. лемму 1* в [ 1 0 ] ) . ) 
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1. П е р в а я а п р и о р н а я о ц е н к а . Ощеним первое слагаемое 
правой части (31). Используя лемму 6, имеем 

| 2 > Ч е в ) Ц а | < 2 в ( 1 , | B a [ ) n a m a x | i ; v n | < . . . 

< 2 " ( 1 , |еа|)Да(тах| У<»> | Г ^ П

< 2

П ( 1 , \ в а \ ) Ц а ( М 0 1 Г у - ^ П , 
Да • ; • • 

. vn=2n— 1, vW = v27\ . ' 

Оценим правую часть последнего неравенства так: 
(о4) I ^ K - — — + J——, — + — = 1, 

qi q-i qi q-i • 
где \ 

? i = - 2 n

f ' • g 2 =.1/(1 —1/2"), « i = 2 n-(l, ^ ^ ( Ш о ^ ) 1 7 * ' . 

окончательно получаем 

(35) 1 2 n ( V \ 0 „ ) ц а | < 1 / а / < а п - 1 , + ( l , Геа|)а4(2Л/0(2п-1))аВ-\ 
Из (31), (35) имеем, 

умножим это уравнение па s a и просуммируем по всем цепочкам Ц а . Уси­
ливая неравенство, имеем 

(36) V 2 V ^ - 1 ) < [ 2 y V / 0 ( 2 n - l ) ] 2 " - 1 M s m a x ( l , | е а | ) 2 д а + 

+ Т в а ( 2 У « , ^ а ) д а , M s = m a x V s a . 
Qa а Qa , 

Используя лемму 2, второе слагаемое правой части (36) перепишем в виде 

Qa ы 

Просуммируем (36) по а от 1 до Учитывая (29), получим 

< З Т) 4" Ё £ S a / « " _ 1 ) 1 2 М <> ( 2" - 1 ) 1 2 " _ 1 М * Ш а Х т й Х (*' I 9 « 1)Да-
a=i Q a

 а Qa 

Из (32) и оценок лемм 2 и 5 имеем 

< 3 8 ) E £ e ^ , ) > 2 E E , e ( y t e , , ( B " 1 > ' i , ( 1 , " 1 > ) ^ = 

a=i Q a a=i Q a 

= 2 V (Adv™, У7 1"") = 2 (Av(n-ti, v(n-x)) > 261 v{n^ j , 2 , 
8 ЖВМ и МФ, , V i 2 
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Из (37), (38) при п = 1 получаем 

(39) | | y | | < M 1 m a x m a x ( l , | 0 а | ) Д а , МГ = 
" . • а Q a , _ • 

Заметим (как и в [ и ] ) , что 

( 4 0 ) • ||1Д»-1)||2 = ^ ( 1 ; 2 П ' 1 ) 2 Я = ^ 1 ; 2 И Л , , 
со со 

где 1 

Я # == ттН(х). 

Собирая оценки (37), (38), (40) и извлекая из обеих частей получающе­
гося неравенства корень степени 2 П , получим 

|| v I < M 2 2 n (MzHJ-y2n max гадх (1, | 0 а | ) Д а , 
а Q a 

где Шч = 2М0, И* = 6 / Л/в. Отсюда следует 

Л е м м а 7. Для решения задачи Av Qa справедлива оценка 
а = 1 

(41) | 1 ; . | с < М 2 п Я ; 1 / 2 П т а х т а х ( 1 , | 0 в | ) д о , 
a Qa 

где М — постоянная, не зависящая от nuh. 
2. В т о р а я а п р и о р н а я О ц е н к а . Получим оценку решения задачж 

a=l 

Используя лемму 3 (равенство (23)), имеем 

(43) 2 П ( tA, ТМЦа = 2"(7>Ч ga)^. 
Подставляя выражение Tavvn через и У ( С М . § 2, (19)) 

(44) (reyv»)(^-5«) = £(i;(±1^)v*i;vn-v*+i(ro^*V±0-B«) 

в правую часть (43), получим ' 

(45) 2" | (7>Ч Ыца | < 2" £ /г„+ | ^ | £ ,,< V" V (7><*У | Х ; 

X | - ( l , < + l o ) ) 4 * i , C n - W / 8 | i 

Воспользуемся леммой 2; оценим два последних множителя в правой;: 
части (45): 

/ 2M0MS 
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+ r>(n-k-l)/2<~-(47) £ К| gTa)|£ [ ^ n - W / » fal|(Го1,(*))Ц'а)|2<-^>'»]//а&<* 

д а 4 * - ° 

Г Да k = = 0 а 

X 

x m = o ' 

Собирая вместе оценки (45) — (47), получаем 

(48) I 2 " (^^ , Г а > а ) Д а ( ^ 1 ^ а " ^ < Ж » 7 ^ 1 ) > 1 _ 1 / 2 " -

Оценим, наконец, правую часть (48) с помощью! (34), где положим 

(49) q1==2n, q2 = 1/(1 - 1 / 2 " ) , х 1 =

 2 / j g " ^ ° (2Mu/qtf\ 

x2 ~ Qb^a ^/2. 
Окончательно получаем , •• 

(50) I 2 > Ч Ц ^ К ^ Г Ч 2j/^M±\i2yr M± ( 2 " - l ) 

Повторяя далее рассуждения, проведенные при; выводе первой априорно! 
оценки (ср. (50) и (35)), убеждаемся, что верны оценка 
(51) H < M m a x m a X | g a | U 

а Qa 
и 

Л е м м а 8. Для решения задачи (42) справедлива оценка 

(52) | | 1 ; | | с < М 2 п Я ; 1 / 2 П т а х т а х | | ^ | | 2 ; 
a Qa 

До сих пор число п в оценках было произвольным. Выберем теперь п 
в зависимости от Н% следующим образом: 

(520 0.51og 2 Vo/tf , < 2 " < l o g 2 F e / ' t f . , 

где VQ — объем G. Отсюда следует, что 

Учитывая это неравенство в оценках (41), (52), имеем следующий резуль­
тат. 

8* 

(46) max i; ( + 1« ) v* max ^ т т = ( m a x ^fk+^^i*)^ ^ 
Да Да Да 

< ( м 0 / а

п " 1 ) ) 1 / 2 - 1 / 2 П . 
Используя неравенство Коши — Буняковского, неравенство (7) и выраже­
ние для 1(формулу (32)), получаем 

п—1 
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Л е м м а 9. Для решения задач (27), (42) справедливы оценки 

(53) | | i ; | | c < M l n ( F 0 / ^ ) m a x m a x | ( l , | 6 а | ) Я а | , 

(54) I v ||с < М In (7 0 /Я J max max || g a ||~ . 
а Qa 

6. А п р и о р н ы е о ц е н к и в н о р м е ]¥2*((й) 

/Получим априорные оценки решения задач (27) и (42) в сеточной 
норме W21 (со). Как следует из п. 4, § 2, ~ 
. ! V V 

a=i a=i ~ a 

v " 
где Л = ^ Л а , Aa = T**Ta. Справедливы оценки 

a = l 

( 5 5 ) 4 S > с4Л, Л ^ 6 E , 

где б = 4p / 3D 2, Z) диаметр области G, 0 < c4 ^ a a

± , a = 1, 2 , . . . , p . 
Положим 8 = 6/(1 - j - 6), из (55) имеем (см. также п.4, § 2) 

. ( 5 5 ' ) (Л^, ^ ) ^ ; e ^ ^ + — е)б||^||2 = 

Оценим решение задачи (27). Умножим (27) скалярно на и. С помощью 
обобщенного неравенства Коши — Буняковского (Av, w)2 ^ (Av,v) X 
X (Aw, w), если:A = A"' > 0 (см. [ 1 2 ] ) и оценок (55) имеем 

cy(Av, v) <^ (Av, v) = (v, 6) = (Av, A~]Q) < 
^ У [ ( Л ^ у ) ( Л - е , 0)] . 

! Отсюда и из (55), учитывая, что \\А~1\\ ^ .1 / 5, следует 
Л е м м а 10. Для решения задачи (27) справедлива оценка 

^ У (1 + б) I I Q I I 

CiO 

Оценим решение задачи (42). Умножим (42) скалярно на У. Учитывая 
(55)., (22), имеем 

Р Р у2 

Cl(Av,v)^(Av,v)=y (ga,Tav)a^(Y l l g a l l a 2 ) 'j(Av,v). 
a = l « = 1 

Отсюда и из (55) следует • ' 1 

Л е м м а И . Для решения задами (42) справедлива оценка 

Оценим, наконец, решение задачи 
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при условии, что правая часть ф* равна нулю во всех регулярных узлах 
сетки: гр* = 0 при ж е о ) г . Для оценки решения задачи воспользуемся 
леммой 1, где положим оо* = o) i r, F* = Ф*, D определяется по формуле 
(17). Так как В (х) ^ d / h2 (см. (17)), то в силу (11) имеем 

' Ы\с ̂  h2\\r\\c / с, , 
и, соответственно, 

IMI ^h2iV0frh/,Cu 

Оценим решение задачи Av = ф* в норке ^ ( о ) ) , умножим уравнение 
Av — ф* скалярно на v и воспользуемся полученной выше оценкой \v\c 

и оценками (55). Имеем 

Ci(Av, v) < (Av, v) = (v, ф * ) < A 2 l l4 \ l l c ( l , | я | ) * | ) М ^ 

^ h2\\r\\c2^H/Ci^Mh^m\c\ 
О ) . 

гг 

Отсюда и из (55') следует 
Л е м м а 12. Для решения задачи Av = ф*,4 я|э* = 0 при х е юог спра­

ведливы оценки ! 

1М1с^М/г2||ф1с, \\v\\ ^Mh2W\\Cl 

\\v\U:^ Mh^wWc. 

Перейдем к изучению вопроса о сходимости и точности в сеточных 
нормах С (.со), Li (•&)', I^^co) решения исходной разностной задачи. 

§ 3. О порядке точности разностных схем 

1. О п о р я д к е т о ч н о с т и в к л а с с е г л а д к и х к о э ф ф и ц и е н т о в 

Перепишем в новых обозначениях задачи (9), (11), (13) (к = 1, 2, 3) . 
Положим 

р 
(56) Ф . = ф + Ууа, 

где 
а = 1 

А 

о, х е СОА, 

a j v ( ^ ( ± l a ) ) / ^ , ^ ^ Ц г а , 

fljv (х ( + 1 « } ) /^а + a«V (x^/h-, X ЕЕ Ц а . 

Тогда задачи (9), (10), (13) соответственно запишутся в виде 

(57) Ау = Ф, х €= со, 

(58) Az = —ф, i G (о, 

(59) Avh=~Wk, я & с о , Л = 1 , 2 , 3 . 
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Здесь Wk, к= 1 , 2 , 3 , определяются формулами ( 1 1 ) , ( 1 3 ) и ошибка 

z = у — и = vt -\- v2 v3. 

Для-оценок функций vk, к = 1 , 2 , 3 , используем леммы 9 — 1 1 и оценки 
(16), (39), (51). 

Оценим функцию vи Из ( 1 1 ) для %а следует оценка 

<60) ; т а х т а х Ц х а Ь < № , h = й т а х . 
а Qa 

Для оценки Vi воспользуемся леммами 9 и 1 1 , где положим g a = %а. Из 
( 5 4 ) , ( 5 1 ) , ( 6 0 ) и оценки леммы 1 1 следует, что 

Д л я оценки функции v2 воспользуемся леммами 9 и 1 0 , где положим 
Qa~ ф а . Из ( И ) для ф а следует оценка 

( 6 2 ) max max ( 1 , | % \)ц < Mh\ 

Из ( 3 9 ) , ( 5 3 ) , ( 6 2 ) и оценки леммы 1 0 получаем 

(63) \\v2\\c < Mfrln ( F o / t f . ) , I N U * ' - < m 2 , \\v2\\ < Mh\ 

Оценим, наконец, функцию v3. Воспользуемся оценками леммы 1 2 . Так 
как -

V 

= ^Л() а* = 0 при ж е (ог, ||гр*||с = 0 ( 1 ) , 
а = 1 

то оценки леммы 1 2 дают 

' ( 6 4 ) \\v3\\c^Mn\ WvsWwK Mh*'*, \\v3\\^Mh\ • 

Из ( 6 1 ) , ( 6 3 ) , ( 6 4 ) , ( 1 2 ) следует, что / 

< 6 5 ) Ikllc < Mh2 In ( У о / / / • ) , \\z\\wj < Mh>\ \\z\\ ^Mh\ 

Т е о р е м а 1 . Для погрешности z — y — u на произвольной неравно­
мерной сетке справедлива оЦепка 

< 6 6 ) \\y-u\\c^Mh2]ii(VolH*). 

Т е о р е м а 2 . Решение разностной схемы ( 9 ) сходится в сеточных 
портах L2(co) и W2

lUo) на произвольной неравномерной сетке. Справед­
ливы оценки 

(67) \\y-u\\kMh\ \\у - u\\wr^ Mh^. , 

Т е о р е м а 3 . Пусть реъиетка Rv

h является равномерной по каждому 
направлению ха, а = 1 , 2 , . . . , р. Тогда разностная схема ( 9 ) сходится в се­
точных нормах С (со), L2 (со) и W2

V (со). Справедливы оценки 
H.y-u\[c^M\h\4n (V0/.H), \\у-а\\ ^M\h\\ )\y-u\\W2^M\h\S 
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•где 

а=1 а=1 

Рассмотрим последовательность сеток, неравномерных (при /г/->0) и 
таких, что I 

(68) #* ^ mQhyip

r m0 = const > 0, х = c o n s t > 0. 

Шз (65), (67) и неравенства V0 < Dp следует' 
Т е ор е ма 4. Решение разностной задачи (9) при условии (68) схо­

дится к решению исходной задачи в сеточной норме С (а)). Справедлива 
оценка 

(69) \\у-и\\с ^Mh2ln(D fh). 

З а м е ч а н и я . 1. Все результаты сохраняют силу для 'задачи с (операторами 

Lo,q = La— qa(x)E, qa(x)>0, а = 1 ,2 , . . . , р . 

IB качестве A,a в этом случае следует выбрать оператор 

•A*q =Аа+ q*E. 
2. Пусть граница Г такова, что можно построить последовательность (при h -> 0) 

решеток Rv

h, согласованных с границей Г в том смысле, что у ^Rp

h. Тогда я|)* = 0, 
-COir = 0 и 

•(70) .ly--u\\Wii^Mh*. 

2. О с х о д и м о с т и с х е м ы в к л а с с е р а з р ы в н ы х 
к о э ф ф и ц и е н т о в 

Пусть коэффициенты ka(x), а = 1, 2 , . . . , р , и функция /(х) терпят 
разрывы на конечном числе непересекающихся поверхностей 2 8 , s = 1, 
2 , . . . , К. Тогда задача ставится так: найти непрерывную в замкнутой 
•области G функцию а — и(х), удовлетворяющую уравнению и гранично­
му условию 

/(71) Lu=—f{x) при Ж Е ( ? \ ( Ц 2 5 ) = <2, 

u = v(x) при Ж Е Г , 5 - 1 

а на поверхностях 2 3 , s — 1, 2 , . . . , К,— условиям сопряжения 

<72) [ М Ц = -0,. [ V A a - ^ - . c o s са)\ = 0, s = 1,. 2,. . . ., К< 

a=i а S s 

-Здесь введены обозначения: [i>(s)!U8

 = = ^ + ( # ) •— v~(x) — разность пре­
дельных значений функции v(x) на противоположных сторонах E s , ns — 
нормаль к S s . 

Предположим, чго существует решение задачи (71) —(72): функция 
и = и(х) ЕЕ ̂ ( G ) , i a € •/(*) с= (?<2)(G)i (<?<n)(G) - класс функ-
ций, обладающих кусочно-гладкими n-ми производными в G). Задача 
(71), (72) детально исследована в работах [13> 1 6 ] . 
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Проведем дополнительную классификацию узлов. Будем говорить, что 
узел х е сох, если соответствующий ему объем Н(х) пересекает хотя бы 
одна из поверхностей 2 S . Дополнение со 2 до со обозначим через coQ, так что 

СО — GO* U '^Q. 

Будем говорить, что потоковый (промежуточный) узел х(±0-5^ е 65 2 ) а > 

если соответствующий ему объем На

± = На{х{±0;Ъгх)) пересекает хотя бы 
одна из поверхностей Z s . , 

Дополнение 652, а до Ша обозначим через coQ i tt, так что 

СОсс = О Ь , а (J W Q ; а . 

Будем исследовать сходимость однородных схем вида (9). Пусть ко­
эффициенты а а

± , а = 1, 2 , . . . , р, удовлетворяют условию аппроксима­
ции (7) в узлах х(±0-5а) <= (oQ > а . В узлах tr<±0 5 а ) GE со ,̂ а потребуем лишь 
выполнения условия 

0 < ci а а ± . 

Например, положим 

(73) а а ± = 0.5 (Ла"12(я<±0-5«>) + А а - (^±°-5«))), при *C*W*> ЕЕ ш а 

(а а± = ка(х<±0-5(Х)), если & а

+ = & а - , т. е. поверхности 2 3 не проходят через 
узлы х < ± 0 5 а ) ) . Предположим, что функция ф — ф ( х ) в узлах х coQ удов­
летворяет условию аппроксимации (8), а при .г е со 2 предполагается 
лишь ограниченность постоянной, не зависящей от сетки .со. Например,, 
всюду положим ^ 

(74) - ф = 0.5(/+ + 7~) при х ЕЕ со. ' -

" Поставим в соответствие , исходной задаче (71), (72) разностную за­
дачу 

(75) Ау = Ф при х е со, 

где А и Ф определяются по формулам (19), (20), (56). Для ошибки 
z — y— и получаем задачу 

(76) Az = —W при X ЕЕ со, Q 

где W — погрешность аппроксимации 

(77) хр = —Лв + Ф = Лв + ф. 

1. С х о д и м о с т ь в с е т о ч н о й н о р м е ^ ^ . В случае произволь­
ного расположения поверхностей 2 в , s = 1, 2 , . . . , ЛГ, относительно узлов 
сетки со, чтобы не усложнять изложение, ограничимся доказательством 
сходимости схемы (75) для областей G, составленных из р-мерных парал­
лелепипедов с гранями, параллельными координатным плоскостям (сту­
пенчатые области). 
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Преобразуем выражение для погрешности; аппроксимации (77). Выч­
тем из (77) тождество (6). Имеем 

где 

•sa ± . Я 

Очевидно, что при сделанных предположениях о коэффициентах^ а а±, q>. 
справедливы оценки 

(79) Х а ± = { 
0(h), х^\)евщ,а, (0(h), х^щ, 

0(;1), - a ^ V e fife,., I 0 ( 1 ) , x e c o z 

Оценим решение задачи (76) — (79). Представим функцию z в виде-

(80) z = v:i + ?л>, 

где viuv2 — решения задач 

(81) Avi = —6 при х е со, 

(82) Л У 2 = - JV-'X* П Р И 

• а = 1 

Для оценок функций Vi и у2 воспользуемся леммами 10 и 11. Учитывая: 
(80), получаем 

( 8 3 ) l U l l w ^ ^ ' i i e i i + ^ l l x a l L c ) . 
<х=1 

В силу (79) 

(84) цен Ы 1 а < м у л . 

(83), (84) заключаем, что справедлива 
Т е о р е м а 5. Схема (75) в классе разрывных коэффициентов сходится 

к решению задачи (11), (72). Справедлива оценка 

(85) \\y-u\\wi :^Mih. f 

Отметим, что хотя оценка (85) и является весьма грубой, однако она ус­
танавливает сходимость однородных, схем, коэффициенты которых могуг 
быть вычислены по простейшим формулам, например 

aa± = 0.5(h+(x(±»*«)) + /с а -(^(±о-а))) 7 - . 

ф = : 0.5 ( / + ( * ) + / " ( * ) ) . 

Оценка точности (85) справедлива для схемы (75) в классе разрыв­
ных коэффициентов и в случае произвольной области. 



408 А. А. Самарский, И. В. Фрязинов 

2 . 0 р а в н о м е р н о й с х о д и м о с т и . При исследовании вопроса 
о равномерной сходимости схемы (75) в классе разрывных коэффициен­
тов ограничимся лишь одним частным случаем. Область G предполагать 
ступенчатой не будем. 

Рассмотрим задачу (71), (72) для р = 2 при следующих предполо­
жениях: 

а) пусть имеется всего лишь одна линия S i разрыва коэффициентов 
Ж«, а'== 1, 2, и / ; 

б) линия 2 4 такова, что можно построить последовательность сеток со 
(при h согласованных с линией S i в следующем смысле: любая 

прямая С а , проведенная через узел # & с о параллель­
но оси координат оха, а = 1 , 2, пересекает S i лишь 
в узлах сетки со; 

в) каждая прямая Са пересекает кривую S 4 в од­
ной точке (см. фиг. 4) . 

Заметим сразу, что предположения а) и в ) сде­
ланы лишь для упрощения изложения. 

Относительно существования и. гладкости реше-
Фиг. 4 иия и коэффициентов рассматриваемой задачи сде­

лаем те же предположения, что и в пЛ. Узлы ж е э П Ь делят кривую 
S i на дуги с длинами о\, а 2, . . . , -ап. Выберем сетку со так, чтобы 

• ( 8 6 ) | Oi+i — Gi\ ^ Mhmax .а,. 
i 

Вопрос о сходимости рассматриваемой ниже схемы будем проводить на 
последовательности согласованных с S 4 сеток со, удовлетворяющих усло­
вию (86). 

Рассмотрим схему (75), коэффициенты аа

± и ф которой будем вычис­
лять по простейшим формулам 
(87) а± = К(х^*)), <р = 0.5 ( / * ' < * ) + / - ( * ) ) . 

Ошибка z = y — и удовлетворяет уравнению (76) с правой частью г|), 
определяемой формулой (77). Используя разложения в строку Тейлора, 
погрешность аппроксимации г|) можно представить в виде 

' ( 8 8 ) 

.где при условии (86) 

. _(0(ha>), 
«89) 

О, 
.0(1), 

X < 

X < 

X ( 

X ( 

: СО \ 

! СОг, 

C0i r, 

.S i , 

t ± = 0({h^y). 

Как и ранее, ошибку z представим в виде суммы 

<90) • .' z = vi + и, + vs, 
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V V 

тде Vi — решение задачи (76) с правой частью — 2 (%а)~ = 2 ^ Л а , 

а=1 а=1 

р • Р 

-v2 — с правой частью ^ z;3 — с правой частью = ^ i|) a*. 
a=l v a=l 

Оценим функции vu v2j v3 с помощью лемм 9—12 и оценок (39), (51). 
Из (89), (51), (39), (53), (54) и оценок лемм 10, 11 для vx и и2 имеем 

•\\ик\\с^.1Ш2ЩУо/Н.), ш\^т\ 
ll^liW ^Mh\ к= 1, 2. 

Для г;3, как и в случае непрерывных коэффициентов, из оценки (89) и 
оценок леммы 12 получаем 

З а м е ч а н и е . Если условие (86) не выполнено, то в (89) af>a = О (1) при я е 2 4 

и для ^1 справедливы оценки 

II их ||с ^ Mh In (7о / Я*), II Vi II ^ Л/Л. . 

Собирая оценки для ии v2, v3 и учитывая (90), получаем следующий 
результат. 

Т е о р е м а 6. Решение задачи (75), (87) сходится на последователь­
ности сеток со, согласованных с линией 2 4 разрыва коэффициентов, удов­
летворяющей условиям а ) , б), в) , к решению задачи (71), (72). При вы­
полнении условия (86) справедливы оценки 

. l\y'-u\\c^Mh2ln(V0fH.), \\y-u\\^Mh\ 

а при условиях (86), (68) 

№ - в | | с < Л М 2 ] п ( / ) / й ) . 
З а м е ч а н и я . 1. Пусть сетка со согласована с границами 2±.. .?>к разрывов в 

•случае р ^ 2 измерений. Тогда справедливы; оценки 

| | у -и | 1с ^ М М п ( F o / Я ) , <ЛГА, 

-а при условии (68) — оценка 

II У — и \\с < Mhln (D/h). ; 

2. Если сетка со не согласована с линией (поверхностью при р > 2) разрыва, 
то в ряде частных случаев при дополнительных условиях на шаги сетки и их отно­
шения удается получить оценку 

\\у-и\\с <Ml/h\n(VolH ) , 

& при условии (68) — оценку 

\\у-и\\с ^ ЛГУМП '(D/h). 
Поступила в редакцию 3.09.1970 
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